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OZET

Bu ¢alismada, normal dagiliml: kitlenin ortalamasini tahmin etmek
igin durdurma kurallar: giiven araliklarindan ve kayip ve risk
Jfonksiyonlarindan belirlenen ardisik siiregler incelenmiy ve siireglerin
durdurma noktalarimn olasilik dagilimi belirlenerek, sabit drneklem
geniglikli ~ siire¢  ile cesitli  etkinlik  olgiitleri  yoniinden
kargilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ardisik tahmin, durdurma kurallari, kayip ve risk
Jfonksiyonlari, risk etkinligi

1. GIRIS

“Arcdigtk” sozciugi, ilk kez Abraham Wald ve arkadaglari tarafindan, gozlem
sayisinin sabit olmadigi durumlarda istatistiksel hipotezleri test etmek igin gelistirilen
ornekleme siireglerini tammlamakta kulamilmigtir. Bu siireglerin derlenmesi sirasinda,
bazen goézlemciler, gozlemlerin olasilik dagiliminda meydana gelen bir ya da daha gok
parametreyi tahmin etmek istemigler ve boylece ardigik siire¢ ile parametre tahmin
problemi ortaya konmusgtur.

fo(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip X raslanti degiskeni ardi ardina gelen
X1,X2,.. degerlerini alsin. Ilk ng>2 gozlem elde edildikten sonra, her bir gozlem ya da
gozlem grubunun alinmasi olarak tamimlanan tiim agamalarda, ©nceden belirlenen
kosul(lar)a dayanarak olusturulan durdurma kuralina gore,

e Orneklemeye son verilerek kitle parametrelerini tahmin etme,

e Bir gozlem ya da gozlem grubu daha alinarak 6rneklemeye devam etme
kararlarindan birinin alindigy siirece ardigik tahmin siireci denir(Anscombe, 1953).
R ile gosterilen bu siireg, matematiksel olarak agagidaki gibi tanimlanir:

N= Ilk kez {n = ng | durdurma kurali }, np>2 . (1)

Burada N, durdurma noktasini; ng, baglangi¢ orneklem genigligini; n ise her
adimda alinan gozlem sayisini gostermektedir. Caligmamizda her adimda bir gézlemin
alindifi  durum incelendiginden, n aym zamanda adim sayist olarak
tanimlanabilmektedir.
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N durdurma noktast 6nceden belirlenen sabit bir deger degil, deneme boyunca
giderek artan degerler alan bir raslanti degiskenidir. Bu nedenle ardisik siiregte
orneklem genisligi beklenen deger olarak ifade edilir. Ayrica ardigik siireg ile parametre
tahmini yapabilmek i¢in denemenin sonuna kadar beklemek gerekmez. Bunun yerine
deneme suirerken veriler ¢oziimlemeye alinabilir. Dolayisiyla, bazi arastirmalarin yapisi
geregi ardigik stirecin uygulandigt durumlar da olmaktadir.

(1) esitliginde gorildigi gibi, ardigik siireglerin olugturulmasinda amag,
olabilecek en az gozlem ile onceden belirlenen kosullari saglayacak orneklemeyi
durdurma kuralin1 belirlemektir. Lehman’a gore énceden belirlenen kosullar,

i. Giivenilirlik kogullart (gliven dizeyi, giiven arali§1 genisligi, standart hata
vb.)

ii. Ekonomik kosullar (tahmin maliyeti, gozlem maliyeti, zaman vb.) olarak
belirtilmigtir(Gavindarajulu,1981).

Esitlik (1)’de tamimlanan ardigik siirecinin elde edilebilmesi igin orneklemeyi
durdurma kuralinin belirlenmesi gerekmektedir. Onceden belirlenen kosullara gore
(belirli bir giiven katsayisi, giiven araligi geniglifi, tahmin maliyeti, vb. olarak)
belirlenen 6rneklemi durdurma kurallari,

e Giiven araliklarindan,
e Kayip ve risk fonksiyonlarindan

olmak iizere iki farkli gekilde olusturulur. Her iki durumda da baslangig noktasi, en iyi
sabit orneklem genigliginin belirlenmesidir. Calijmamizda en iyi sabit o6rneklem
genisligi n* ile gosterilmigtir. n*, 8’ya bagl bir deger oldugundan, 6 bilinmedigi zaman,
her n icin © yerine 6’min tahmin edicisi olan 6, = T(X,,X,,...X,) alinarak, parametre
tahmini i¢in ardigik siire¢ agagida verildigi gibi olugturulur:

N= ik kez {n > no | n > n*(6,)}, =2 . 2)

Burada n > n*( 5" ), ardigik siirecin durdurma kural olarak tanimlanir. Durdurma

kuralinin belirlenmesinde, giivenilirlik kosulu géz oniine alinirsa, en iyi sabit 6rneklem
genigligi, giiven araliklarindan; ekonomik kosul g6z oOntine alinirsa, en iyi sabit
érneklem genisligi, kayip ve risk fonksiyonlarindan elde edilir. Onceden belirlenen her
iki kosula gore en iyi sabit érneklem genisligi farkli olacagindan, 6rneklemi durdurma
kurallar1 ve dolayisiyla ulagilacak ardisik siiregler de farkli olacaktir.

Caligmanin ikinci ve Ggtnci boliimiinde, varyansi bilinmeyen normal dagilimli
kitlenin ortalamasinin ardigik tahmini igin 6nceden belirlenen giivenilirlik ve ekonomik
kosullara gore olusturulan durdurma kurallart ve ardisik siiregler ayri ayn
incelenecektir. Dordiincii boliimde, ardigik siireglerin durdurma noktasinin olasilik
dagilim elde edilecek ve besinci boliimde, ardisik sitiregler ile sabit 6rneklem geniglikli
surecler, cesitli etkinlik olgiitleri yoniinden karsilagtirilarak ulasilan sonuglar tablolar
halinde sunulacaktir.
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2. DURDURMA KURALLARI GUVEN ARALIKLARINDAN BELIRLENEN
ARDISIK SURECLER

X; (i=1,2,...), bilinmeyen |L ortalama ve o’ varyans ile normal dagilim gosteren
bagimsiz raslant: degigkenleri olsun. Xj’lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 s

'E{Ii -u):

2 1
fx.pn,07) o-ﬁ:?e ;
seklinde tammlanir. d bilinen bir sabit olmak {izere, | i¢in en ¢ok 2d genisliginde ve en
az 0. (0<a<1) giiven diizeyinde aralik tahmini yapilmak istensin. Orneklem genisligi
n>2 igin, basit drneklem ortalamasi ve varyansi sirasiyla,

~ea<X <eo, 1>0, 6>0 (3)

X, =n"SX,, §2=(m-1"3,(X, - X, )
i=1

seklinde tanimlanir. Sabit 6rneklem geniglikli siiregte W i¢in 2d genisliginde ve o gliven
diizeyinde elde edilen giiven aralig: I,=[ }7 + d,;f +d, ]’dir. Burada d, ve d;, 2d=d,-
d, olacak sekilde belirlenir. I, aralifinin L parametresini igerme olasiligi P(pe I)=0dur.
X , i ortalama ve 6*/n varyans ile normal dagilim gosteren bagimsiz raslanti degiskeni
oldugundan o biliniyorsa, I, giiven araligim elde edebilmek igin en iyi sabit drneklem
genigligi,

o’(a-b)?
4d*

n*=

(5)

olarak elde edilir. z>0 igin,

Z 1 "
(@)= | == ""dz
ol

seklinde tammlanan standart normal dagilim fonksiyonu olmak tizere; a ve b sabitleri
(a<b), @(a)=(1-0)/2 ve @(b)=(1+a)/2 olacak sekilde belirlenen z degerleridir. Normal
dagilim fonksiyonu simetrik bir fonksiyon oldu@u igin a ve b sabitleri arasinda a=-b
iligkisi vardir. Bu iliski esitlik (5)’'teki n* ifadesinde yerine konulursa, en iyi sabit
orneklem genigligi asagidaki sekle doniigiir:

n¥= ' (6)

a ve b sabitleri birbirleri ile ters isaretli oldugundan, d, ve d, uzakliklar1 da birbirleri ile
ters isaretli olur(d=2Z, d;=2Z. ). Bu durumda I, sraligy; L={ ¥, -d, ¥,+d] geklinde
RE

yazilabilir.

37



o bilinmiyorsa, L igin, en kiigiik 6rneklem genisligi ile en ¢ok 2d genisliginde
ve en az o given diizeyinde aralik tahmini yapilamaz (Starr,1966a; Stein ve Wald,
1947). Bu problemi ¢ozmek igin asagidaki ardigik siireg gelistirilmistir:

N= ilk kez {n > ng | n=a%S,%/d’}, np>2. (7

R1 adi verilen bu siiregde n>a’S,%/d’, giiven araliklarma dayal olarak elde edilen
durdurma kuralidir. Durdurma kural S,>ye gore diizenlenirse siireg,

N= ilk kez {n > ng | Sa’<nd*/a’}, np>2 (8)

seklinde yazilir. o® bilinmedigi zaman a, o giiven diizeyinde ve n-1 serbestlik
derecesinde t dagilimli tablo degeridir. N durdurma noktasi sabit bir deger olmadig: igin
olasiik dagilimindan soz edilebilmektedir. Durdurma noktasimin olasilik dagiliminin
bulunabilmesi i¢in S,”nin dagiliminin bilinmesi gerekmektedir. Genellikle S,” belirli

; _ 2
bir dagilim gostermemekle birlikte, (lgl-z)ﬁ-- 2., oldugu bilinmektedir. Boylece

esitlik (8)’'da S,” yerine o’y>,/(n—1), x>, yerine de x>, dagilimi gosteren bir
raslanti degiskeni yazilabilir. Bu amagla, X; raslanti degiskenleri esitlik (2.7)’deki

déniigiim ile bir serbestlik derecesinde ki-kare dagilimi gosteren W; bagimsiz raslanti
degiskenlerine doniistiiriiliir(Ray,1957; Starr,1966a):

Wi=(Y X, -iX,)/o’lii+D],  i=12,..0-1. ©)
j=1
n-1 2 n-l
Déniigiim sonucunda, ZW,. ~x?, dagilir. Boylece esitlik (8)’da, S, yerine ¢ IZVK.
i=I n—1'z
alinarak R1 ardigik stireci agagida verildigi gibi yazilabilir:
n-|
N=llk kez {n>no| D W, <n(n-1)d*/a’c?}, np=2 . (10)
i=1

n-l1
A=0/d, U,,-,:ZWI. ve Dy 1=n(n-1)/a’A’=(n-1)(n/n*) tammlamalar: yapilarak, R1
i=l

ardigik siireci agagidaki sekilde ifade edilir:
N=1Ilk kez {n > ng | Up.i<Dp.s }, np>2 . (11)

Burada Uy, her n>2 i¢in n-1 serbestlik derecesinde x2 dagilim1 gosteren raslanti
degiskeni; D, ise, n ve n*’a bagh bir degerdir. Dolayisiyla yukaridaki ardigik stireg,
A’ya baghdwr. RI1 ardigtk siireci ile | parametresinin ardigtk nokta tahmini, 2d
genisligindeki ardigitk giiven aralii ve beklenen Orneklem genisligi asagidaki gibi
tanimlanir (Gozdoldu,1997):

= (i Xy ¥ Xyt X

P2 = ~|N =n)P(N =n), (12)
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In=[ X, -d, X, +d], (13)
Eri(N)= i(N|N =n)P(N =n). (14)

Iy araliginin p parametresini igerme olasiligi, sabit orneklem geniglikli
siireglerdeki gibi sabit bir deger olmadigindan, her N=n igin P(pely) olasilig
hesaplanarak R1 ardigik siirecinin parametreyi igerme olasilig: bulunabilir(Starr,1966b):

Pri(pe In)= iP(,u € I,|N=n)P(N =n)

n=ng

= iP[(fn —d<p<Xy+d)|N =nJP(N = n)

n=ng

= iplfN -y <d|N = nJP(N =n)

n=ng

Koseli parantez igindeki ifadede esitsizligin her iki yani, o/ N''? ile béliiniirse,

Pri(nely)= iP(N'”(J?N'— 1)/o < N'*d/o|N = n) P(N=n)

H!:lﬂo

= iqo(N'”M.lN =n)P(N =n)

olur. Gériildiigii gibi, Pri(pe In) degeri de A’ya bagh bir degerdir.
3. DURDURMA KURALLARI KAYIP VE RISK FONKSIYONLARI iLE
BELIRLENEN ARDISIK SURECLER

X; (i=1,2,...) raslanti degiskeni, esitlik (3)’de tamimlanan olasilik yogunluk
fonksiyonuna sahip olsun. |t parametresinin maliyet kosulu altinda tahmini yapilirken,
oncelikle sabit n22 igin X, ile Wniin tahmin edilmesinden kaynaklanan kayip

fonksiyonu tanimlanir. Caliymamizda bu fonksiyon asagidaki sekilde alinmigtir:

La=A[ (-)°+pn". _ (15)

Kayip fonksiyonunun beklenen degeri alinarak asagidaki risk (beklenen kayip)
fonksiyonuna ulagilir:

R,=E(Ly)=AE[ (X, -1)°}+Bn" (16)
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Z=n"2(}?"~p)f'c~N(0,l) oldugundan, (fn—u.) ifadesi o/~+/n ile carpilip
boliinerek R, beklenen kayip fonksiyonu,

R.=Ac’n*E[(Z%)]+ Bn' (17)
seklinde elde edilir. Beklenen deger tanimi kullanilarak bulunan,
S\ 1 “5-2:2 _ Asl2 s+1 1
E(Z )——%_jwz e My = 2T )ITE)

ifadesi esitlik (17)’te yerine yazilirsa, risk fonksiyonu, her n degeri icin asagidaki
sekilde tanimlanir:
R.=K(A,s) 6° n¥*+pn'". (18)
Burada, K(A,s)=A2"? r(’TH

R,’yi en kii¢iik yapacak en iyi sabit drneklem genisligi,%&= Oislemi sonucu asagida
n

)/ 1"(%), A ve s’ye bagh bir sabittir. o®biliniyorsa,

verildigi gibi elde edilir:
n*=[ 0* K (A,s)(s/2pt) T/, (19)

Esitlik (18)’te, n yerine n* alinarak, en kiigik beklenen kayip degeri
Ra= (n*)'[z—ﬁt+ [3] olarak elde edilir. o*bilinmiyorsa, |l parametresi en iyi sabit
N
orneklem genisligi ve en kiigiik beklenen kayip ile tahmin edilemeyecektir. Bu durumda
Robbins(1959) tarafindan asagidaki ardigik siire¢ gelistirilmigtir:

N= i1k kez {n > ng | n2[K(A,$)S,¥(s/2Bt]7¢** }, np>2. (20)

R2 adi verilen bu siregde durdurma kurali, n>[K(A,s)S, (s/2Bt]¥<
seklindedir. Durdurma kural tizerinde R1 siirecindekine benzer diizenlemeler yapilirsa,

n=|
U, =YW, ve  Du=(n-Dn?"[2Bt/sK(A,s)*/c?
i=1

=(n-1) n"**?*[2Bt/sK(A,s) o°]**
=(n-1)(n/n*)®*20% (21)
tanmimlart igin esitlik (11)’daki stirece ulasildig1 goriliir. Bu siireg ile (L parametresinin

ardigtk nokta tahmini ve beklenen 6rneklem genisligi, esitlik (12) ve (14)’den elde
edilir. X, ile p parametresinin tahmin edilmesinden kaynaklanan beklenen kayip esitlik

(18)’te n yerine N alinarak asagidaki gibi elde edilir(Kogberber,1997):
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M

Rn= ), [RnIN=n JP(N=n)

[K(A,s)0*N¥24+BN" [N=n]P(N=n)

M 3

]

I

=n*22B8t/5)E(N %)+ BE(NY). - (22)

Benzer galigmayi, L parametre vektorii ve Y, kovaryans matrisi ile p elemanl
gok degiskenli normal dagilim gosteren raslanti vektori igin inceliyelim. X,

ortalamalar vektorii ile |l parametre vektdriiniin tahmin edilmesinden kaynaklanan
kayip,

=A[X, -’ X (X, -pT+pn' (23)

olsun. Burada, ¥, ¥=0"¥, olacak sekilde tanimlanan pxp boyutlu pozitif tanimli bir
matristir, Esitlik (23)’dan risk fonksiyonu, en iyi sabit érneklem genisligi ve en kiigiik
risk degeri sirasiyla,

2s

Ry= ‘; K(A, p.s)+ ', (24)
n*=[K(A,p,s)o”(s/pt) 16+, (25)
R..*=(n*)‘(% +p) (26)

olarak belirlenir. Burada, K(A,p,s)=A I"(—E-i»s)Z’!I"(p! 2) seklinde tanimlanmigtir. o

bilinmiyorsa, |l parametre vektoriiniin en kiigiik 6rneklem genislii ve en az beklenen
kayip ile tahmin edilmesi igin agagidaki ardigik siireg gelistirilmigtir(Wang,1980):

N=Ilk kez {n = ng | Up.;<Dp; }, 02 ,
n=l
Vi=iWij U= YV, 5 (27
j=1

i=l
S+t

Dai=p(n-1)n * [BUsK(A,p,s)]"/c”
=p(n-1)[n/n*]"***

Bu siireg R3 siireci olarak tammlamirsa, R3 siirecinden X,, ardigik tahmin

vektorii ve X, ile [L parametre vektoriiniin tahmin edilmesinden kaynaklanan beklenen
kayip sirastyla asagidaki sekilde elde edilir:

= | X. +X.,+..+X.
xN=Z[ L ﬂ:N ""iN:n]P(N:n), 1 B

n=ny
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Ry = Y [Ry|N = n]P(v = n)

n=ny

= i [K(A,p,s)0”*N*+BN'|N=n]P(N=n) (28)

n=ngy

=(n*)s+t(Bt/s)E(N*)+ BE(N") .

R3 ardigik siirecinde, p=1 ve s=s/2 igin, tek degiskenli normal dagiliml kitlenin
ortalamasini tahmin etmek igin gelistirilen R2 ardigik siirecinde elde edilen sonuglara
ulagildig gorliir.

Caligmamizda tamtilan R1,R2 ve R3 ardigik siiregleri ile nokta tahmini, aralik
tahmini, giiven araliinin parametreyi igerme olasihigi, beklenen kayip ve beklenen
ardigtk orneklem genigligi degerlerini elde edebilmek igin siireglerin durdurma
noktalarinin olasilik dagiliminin bulunmas: gerekmektedir.

4. N DURDURMA NOKTASININ OLASILIK DAGILIMI

Sabit 6rneklem geniglikli siregte drneklem genigligi sabit bir deger oldugu i¢in
olasilik dagilimindan s6z edilemez. Oysa ardigik siiregte, 6rneklem genigligi onceden
belirlenen sabit bir deger degil, deneme boyunca artan degerler alan bir raslant:
degiskenidir. Bu nedenle aldigi her degeri belirli olasiliklar ile almaktadir. Onceki
boliimlerde, R1, R2 ve R3 ardigik siiregleri, farkli U,.; ve D, igin asagidaki sekilde
tanimlanmugt:

N= ilk kez {n2ng|Up€Dyy },ng22. (29)
Bu tamima gore, N’nin n degerini alma olasihig,
P(N=n)=P (U, > D,, U;> D;,...., Up2> Dy, Up1 £ Dpy) (30)

olarak ifade edilir(Ray,1957). Ardigik siirecin herhangi bir n. adimda, “6rneklemeye
devam edilmesi ya da érneklemenin tamamlanmasi” konusunda verilecek olan karar, n.
adimdan o6nceki tiim adimlarda “6rneklemeye devam edilmesi” kararimin verilmis
olmas: kosulu altinda gegerlidir. Dolayistyla esitlik (30), asagidaki sekilde yazilabilir:

P(N=n)=P (U;>D).P(Uy>D;,| U;>D)).P(U3> D3| Uy>D,, U;> D)
----P(Un-l < Dn-l I Un-2 > Dn-Z, Un-3> Dn-3:—-—-v U] > DI) (31)

Bu olasiliklari hesaplayabilmek igin Uj’lerin olasilik dagiliminin belirlenmesi
gerekmektedir. Onceki boliimde belirtildigi gibi, U'ler (i=1,2,..,n-1;n>2), i serbestlik
derecesinde ¥ dagilimi gosteren bagimsiz raslanti degiskenleridir. Buna gore herhangi
bir i=1,2,....,n-1 i¢in U;’lerin olasilik yogunluk fonksiyonu,

i
f(ui)=;“2!l 7 e , 0< u; < o0, i=1,2,...,n-1
ri/2)2"

=0, Oteki durumlarda (32)
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seklinde tammlanir. Esitlik(31)’te tammlanan her bir olasilik, kosullu olasilik tanimina
gore daha agik olarak yazilabilir:

P(U;>D))= j £(u,)duy,
D,

P(U. >D..U.>D IIf("vuz)dulduz
P(U2>D2IU1>D])= ( ZP?U 2;5) l)= D, D, — .
v [/ )du,
Dy

[ [ ] f @y uy u;)dudu,du,
PWU,>D,,U, >D,,U, >D,) L)

P(U3> D3| Uy>D,, Ui>D)) =

PEh e Eals=b) jjf("n"z)d“lduz
D, Dy
PU i S Dot s D Uy 5D,)

P(U,.1€ Dyl Upo> Dyg,..Ui>Dy)=
(Una 1l Un2 2 1>Dy) PU, >D,..U_.>D._)

n.r 'j- ..-If("],“z,---,u,,_l)d!l,dug..du"_l
—. 9 Dy Dy ' (33)

‘I,,,I‘)"(u,,..,,u”_z)afu,..J:a'u,,_2

D, b

Yukanidaki olasiliklarin  belirlenebilmesi igin  Uj’lerin  bilegik olasilik
fonksiyonunun elde edilmesi gerekmektedir. U;'ler i serbestlik derecesinde %* dagilim
gosteren raslant: degiskenleri olduguna gore, bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,

f(uy,uz,us,...,up)=f(uy).f(uz).f(us).....f(us.1) , 0<uj< U< u3..up 2<Uy <0
n=1 n—=2 172 n-1
=202 (1/2)]"! exp(- z %u, )|:ut H (4, ~u,, ):| H du, (34)
i=] i=2 i=l
=0 oteki durumlarda

seklinde belirlenir(Starr, 1966a). Esitlik (32)’teki olasiliklar, (31) esitlifinde yerine
yazilirsa N durdurma noktasinin olasilik dagilimi,
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P(N=n)= j I (35)

0 D,

n-1

UL—.!

IJ Sy, u, o u, Ydudu,. du,_du, du
\D, D,

olarak bulunur. Agiktir ki, yukaridaki esitlikten P(N=n) olasiliklarini belirlemek oldukg¢a
gugtiir. Bunun nedeni, n’nin ¢ift degerleri igin esitlik (35)’deki P(N=n) olasiliginin
analitik olarak g¢ozillememesidir. Dolayisiyla, aragtirmacilar N durdurma noktasinin
olasilik dagilimini belirleyebilmek igin genellikle agagidaki yollardan birini segerler:

i. n=2m+1 varsayimi ile yeni ardigtk stireg gelistirilerek, P(N=n)
olasiliklarini tam olarak belirlemek;
ii. Monte Carlo benzetim yontemini kullanarak, n’nin her degeri igin P(N=n)

olasiliklarimi yaklagik olarak belirlemek.

Cahgymamizda, n=2m+1 varsayimi ile N’nin olasilik dagilimini belirlemek igin
Robbins tarafindan gelistirilen algoritma kullanilacaktir. R3 ardigik siireci igin ise
Wang (1980), Robbins’in gelistirdigi algoritmayr gok degiskenli duruma uyarlayarak
durdurma noktasinin olasilik dagilimini tam olarak elde etmig, degisken sayisinin gift
oldugu durumlarda ise Monte Carlo benzetiminden yararlanmgtir.

N durdurma noktasinin olasithik dagilimini tam olarak belirleyebilmek igin
oncelikle ardigik siiregler, n=2m+1 varsayimina gore yeniden diizenlenir. Diizenleme
sonucunda elde edilen yeni ardisik siire¢ R’ ile, siirecin durdurma noktasi ise N”ile
gosterilmigtir. n=2m+1 varsayimina gére m=1 degeri i¢in n=3 olacagindan R’ardigik
stirecinde ¢oziimlemeye baglayabilmek i¢in en az 3 goézleme gerek vardir. Bagka bir
deyisle baslangig 6rneklem genisligi ng=3 olmalidir. Uy, raslanti degiskeni n=2m+1
igin,

2m
Usm= 3 W, =W+ WotWa+t...+War, seklinde yazilr.
i=]

Ti=W+W,, Tr=W3+W,4, Ti=Ws+Ws ..., To=Wan.1+Wa, donisimii sonucunda,
Uzm=ZT; seklinde tamimlanabilir. Burada T;’ler (i=1,2,...,m), 2 serbestlik derecesinde

i=1
x* dagilimi gosteren bagimsiz raslanti degiskenleridir. Buradan,

UsiZni= 3.1, . Dan=Bn Ve mo=(no-1)/2 (36)
=]

tanimlamalari yapilirsa, esitlik (29)’deki ardigik siire¢, n=2m+1 varsayimina gore,
N’=ilk kez{m>mg| Zu< B}, mo>1

seklinde yazilabilir. Agiktir ki, bu siiregte her m. adimda 6érneklemeye 2 gozlem alinarak
devam edilmektedir. Dolayisiyla adim sayis1 gézlem sayisina esit degildir. Burada Z,,
(m=1,2,...), 2m serbestlik derecesinde x> dagilimi gosteren bagimsiz raslanti
degiskenleridir. Olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:



f(zm)= 1 zlﬂ—le"l.fz ; Zm?..o

r(m)2" "
=0, oteki durumlarda.

Esitlik (30)’ye benzer sekilde, R” ardigik siireci i¢gin N’ durdurma noktasinin
olasilik dagilimu,

P(N’=2m+l)=P(Z.>B1, Z,>Ba,...., Zin1>Bmt, Zm< Bw), m=mgy,mo+1,mg+2,..

seklinde tamimlanabilir. Yine buradaki her olasihk onceki adimlarda siirecin
tamamlanmamasi kogulu ile gegerli oldugundan (31) esitligindeki tanmima benzer sekilde
asagidaki gibi yazilabilir:

P(N’=2m+1)=P(Z,>B,). P(Z;>B,|Z,>B)). P(Z3>B;|Z,>B,, Z,>B,

..... P(ZS B | Zin-1>Bum-1; Zm2>Bma,...., Z1>B)). (37)

Burada P(Z,>B,), siirecin m=1"de sona ermemesi; P(Z,>B, | Z,>B,) ise, siirecin
m=2’de sona ermemesi olasihgin gostermektedir. Dolayisiyla siirecin m=1’de sona
ermesi olasilig, P(N=3)=1-P(Z;>B;) ile m=2 de sona ermesi olasilii, P(N=5)=1-
P(Z,>B,|Z,>B)) ile gosterilir.

Esitlik (37)’daki olasihigin elde edilebilmesi i¢in Robbins asagidaki algoritmayi

onermigtir. Bu algoritma, QBASIC programlama dili ile programlanarak R1 ve R2
ardigik stireglerinin durdurma noktalarinin olasilik dagilimi elde edilmigtir.

Robbins Tarafindan Geligtirilen Algoritma

hi(Bn)=1 (m=2,3,4,....) olmak iizere,
m=1
ha(Ba)= ¥ (B, ~ B,) / jih,_;(B,), m=2,34,.; n=m+1, m+2,

j=1
; m=1
cm=exp('Bm) E hm-j (Bm) ’ m=2v3l4v Lt |
j=1

seklinde tamimlanir(Robbins,1959; Starr,1966b). R1 ve R2 ardigik siiregleri igin
durdurma noktasinin olasilik dagilimlari Tablo 1 ve Tablo 2’de verilmistir.
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Tablo 1. ny=3,0:=0.95 i¢in R; Ardigik Siirecinin Durdurma Noktasinin Olasilik
Dagilimi P(N’=n)

N A=0.50 A=0.75 A=1.00 A=1.25 A=1.50
3 | owe | ooser | omess | veswo | woew
P s | omms | omme | wieis | oees
3 | oimoss | ommo | osome | emm | o
2 [ omes | oo | wowm | smem | da
i s | oo | wems | s
s saeee | oomee | s0eE | oaes
» om0 | o | 01208
" SR | Hiiss
- doooni | st
2 | 01 1 | -

21 0.00000

Tablo 2. R2 Ardisik Siirecinin Durdurma Noktasinin Olasilik Dagilimi P(N"=n)

n n*=35 n*=10 n*=15 n*=20
2 e | meems | e I

3 0.19426 0.02664 0.00797 0.00337
¢ VU S et o

5 0.42896 0.02089 0.00207 0.00038
T A [ I (R —

7 0.36625 0.06652 0.00301 0.00026
8 | == | e ] e | s

9 0.36625 0.24474 0.00950 0.00045
G | == | =
11 0.01052 0.44521 0.04006 0.00139
12 — | e e ] e
13 0.00000 0.18953 0.15058 0.00573
i k0 [ e ] == | wes
15 0.00191 0.34572 0.02517
| T I I —_— | e
17 0.00000 0.33721 0.09439
) N (N I S
19 0.09808 0.24333
20 e
21 0.00580 0.34788
22 S
23 0.00000 0.22283
2 1 1r 1 | ===
25 0.05142
X< I N N I —
27 0.00341
28 p——
29 0.00000
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Tablo 1 ve Tablo 2’deki kesikli gizgiler, n=2m+1 varsayim: nedeniyle n’nin ¢ift
degerleri igin P(N'=n) degerinin hesaplanamadigim gostermektedir. Ayrica tablolardaki
bosluklar, P(N"=n) degerinin sifir ya da sifira ¢gok yakin degerler olmasi nedeniyle,
olasilik degerlerinin yazilmamast sonucu olugmustur. Tablo 1 i¢in benzer sonuglar,
baslangi¢ 6rneklem genigliginin ve o giiven diizeyinin farkli degerleri igin hazirlanan
program kullanilarak elde edilebilir(Gézdoldu,1997).

Tablo 2’de koyu olarak gosterilen degerler, her n* igin P(N'=n) degerinin en
yiiksek oldugu n degerinin n* ya da n*+1 oldugunu gostermektedir. Bagka bir ifade ile,
normal dagilimli kitlenin L parametresini tahmin etmek igin gelistirilen R2 ardigik
siireci, daha biiyiik bir olasilikla, en iyi sabit 6rneklem genigliginde ya da bir fazlasinda
sona erecektir. Boylece o” bilinmedigi durumlarda sabit 6rneklem genislikli siireg ile en
iyi sabit 6rneklem genigliginde | parametresinin tahmini yapilamazken, ardigik siireg ile
miimkiin en kiigiik 6rneklem genisligi ile tahmin yapilabilmektedir.

Tablo 3. R1 Ardisik Siireci igin Giiven Diizeyi ve Beklenen Orneklem Genigligi

A n* ng=3 ne=5

P(uely) E(N') P(pely) E(N")
0.50 0.960 0.9997 4.1 0.9999 5.1
0.75 2.160 0.9933 5.2 9.9979 5.8
1.00 3.841 0.9777 6.6 0.9872 7.0
1.25 6.002 0.9600 8.4 0.9715 8.8
1.50 8.643 0.9457 10.7 0.9574 11.0
1.75 11.764 0.9361 13.4 0.9473 13.8
1.90 13.868 0.9324 15.3 0.9433 15.7
2.00 15.366 0.9307 16.7 0.9413 17.1
2.05 16.144 0.9301 17.4 0.9406 17.8
2.10 16.941 0.9296 18.2 0.9399 18.6
2.15 17.757 0.9292 19.0 0.9393 19.4
2.20 18.593 0.9289 19.8 0.9389 20.2
2.25 19.448 0.9287 20.6 0.9385 21.0
2.30 20.322 0.9285 21.4 0.9383 21.8
2.40 22,127 0.9285 232 0.93797 23.6
245 23.059 0.9285 24.0 0.937916 24.5
2.50 24.010 0.9287 25.0 0.937919 25.4
2.55 24.980 0.9289 25.9 0.93797 26.3
2.60 25.969 0.9292 26.9 0.9381 273
2.80 30.118 0.9305 31.0 0.9488 314
3.00 34.570 0.9321 354 0.9399 35.9
3.50 47.050 0.9363 479 0.9430 48.4
4.00 61.460 0.9397 62.4 0.9454 62.9
4.50 77.790 0.9422 78.8 0.9470 79.4
5.00 96.040 0.9438 97.1 0.9480 97.7

Tablo 3’te tiim ny ve A degerleri igin 0=0.95 ve a=1.96 alinmigtir. np=3 ve
A=0.50 igin R1 ardigik siireci ile parametreleri bilinmeyen normal dagilimh kitle igin 2d
genigliginde aralik tahmini yapildiginda, giiven aralifinin parametreyi igerme
olasiliginin 0.9997 ve beklenen o6rneklem genigliginin ise 4.1 oldugu Tablo’dan
goriilmektedir (Gozdoldu,1997). Giiven aralifinin parametreyi igerme olasiligi ve
beklenen orneklem genigligi degerleri, Tablo 1’deki, durdurma noktasinin olasilik
dagilim1 degerleri kullanilarak elde edilmistir. Tablo’dan ayrica, A'nin artan degerleri
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igin beklenen ardigik 6rneklem genigliginin en iyi sabit 6rneklem genigligine, ardigik
giiven diizeyinin ise, 0c=0.95 degerine yaklastigi goriilmektedir. Boylece A’nin buiyiik
degerleri igin gelistirilen stregler ile yapilan tahminlerin parametreyi icerme olasiliklari
o’ya yakin olmaktadir. Benzer sonuglar A’nin, o’nin ve no’in farkli degerleri i¢in de
elde edilebilir.

Tablo 4. =1, t=1 igin R2 ve R3 Ardigik Siireglerinin Beklenen Orneklem Genigligi ve
Beklenen Kayip Degerleri

n E(N) E(N) Rn’ Ry Ry
p=1 p=2 p=1 p=2
s=] 5 5.38 5.0 15.000 15.360 15315
10 10.32 10.20 30.000 30.540 30.270
15 15.45 15.27 45.000 45.495 45.180
20 20.52 20.28 60.000 60.420 60.180
30 30.60 30.30 90.000 90.270 90.180
s=2 5 5.22 4.74 10.000 10.680 10.950
10 9.72 9.73 20.000 22.200 21.820
15 14.71 14.88 30.000 32.880 31.950
20 19.82 19.88 40.000 43.160 42.000
30 30.03 30.16 60.000 63.240 62.040
40 40.16 40.08 80.000 83.280 88.080
60 60.24 60.12 120.000 123.360 122.160
§=i3 5 5.18 4.61 8.333 9.330 10.091
10 9.40 9.39 16.667 21.200 21.867
15 14.20 14.50 25.000 33.000 32.525
20 19.22 19.64 33.333 43.990 42.766
30 29.43 29.76 50.000 64.850 63.000
40 39.64 39.84 66.667 85.000 83.133
60 59.82 59.94 100.000 125.000 123.000
80 79.92 79.92 133.333 164.930 162.533
s=4 5 5.16 4.53 7.500 8.840 10.320
10 9.21 9.15 15.000 23.220 26.820
15 13.86 14.22 22.500 40.365 44.460
20 18.80 9.34 30.000 58.380 63.120
30 28.95 29.52 45.000 95.980 104.445
40 39.16 39.60 60.000 136.500 150.780
60 59.40 59.70 90.000 227.340 255.690
80 79.52 79.76 120.000 329.640 374.400

Tablo 4’te, p’nin tek degerleri i¢gin Robins’in algoritmasi programlanarak elde
edilen degerler, p’nin ¢ift degerleri igin ise Wang(1980)’in g¢aligmasindan derlenen
degerler yer almaktadir. Genel olarak R2 ve R3 ardigik stregleri igin 6rneklem
genislikleri birbirine ¢ok yakin olmakla beraber, s degeri buiyidiik¢e her iki ardigik
strecin risk degerlerinde 6nemli bir artig gozlenmigtir. Tablo’dan, s=1, p=1 ve n*=10
degerleri igin tek degiskenli normal dagimli bir kitlenin ortalamast R2 ardigik siireci ile
tahmin edildiginde, beklenen orneklem genisliginin 10.32, tahmin yapmaktan
kaynaklanan beklenen kayibin 30.450 ve en kiigiik beklenen kayibin ise 30.000 oldugu
gorilar. Bu degerlerin elde edilmesi igin Tablo 2’deki durdurma noktasimin olasilik
dagilimi degerleri kullanilmigtir. Tablo’daki beklenen 6rneklem genisligi ve beklenen
kayip degerlerinin elde ediligini gérmek i¢in G6zdoldu(1997) incelenebilir.
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5. ARDISIK SURECLERIN SABIT ORNEKLEM GENISLIKLi SUREC iLE
ETKINLIK YONUNDEN KARSILASTIRILMASI

Ardisik stiregler etkinlik yoéniinden sabit Orneklem genislikli siire¢ ile
kargilagtirilirken, durdurma kurallarinin elde edilis bigimi etkinligin belirlenmesinde
onemli bir rol oynar. Bagka bir deyigle, durdurma kurallari gliven araliklar ile
belirlenen ardigik siiregler ile durdurma kurallari kayip ve risk fonksiyonlan ile
belirlenen ardigik stiregler etkinlik yoniinden en iyi sabit 6rneklem geniglikli sireg ile
kargilagtirilirken, farkli etkinlik olgitleri kullamlir. Bu nedenle ardigik siireglerin
etkinlik yoniinden sabit orneklem geniglikli stire¢ ile karsilastirilmalari, ardisik
stireglerin elde edili bigimine goére ayri ayri incelenecektir.

Durdurma kurallart giiven araliklarindan belirlenen ardigik siireglerin sabit
orneklem geniglikli siirece gore etkinligi iki 6lgiite gére belirlenir(Chow ve Yu,1981).

e Orneklem genigliklerinin oranina dayal: etkinlik 6lgiitii:
E(N
T]= * =
n
e Giiven araliklarinin parametreyi igerme olasiliklarina dayali etkinlik 6lgiitii:

_Puely)
o

Bu etkinlik olgiitlerine gore, n<l olmasi ardigik siirecinin sabit 6rneklem
geniglikli stirece gore oOrneklem genigligi yoniinden, 1>1 olmasi giiven araliginin
parametreyi igerme olasiliklari yoniinden daha etkin oldugunu gosterir. Buna gore
caliymamizda, durdurma kurali giiven araliklarindan elde edilen R1 ardigik siirecinin
sabit 6rneklem geniglikli siirece gore etkinligi, her iki etkinlik olgiitii igin de Tablo 5’te
verilmigtir.

Durdurma kurallari kayip ve risk fonksiyonlar: ile belirlenen ardigik siireglerin
sabit 6rneklem genislikli siireglere gore etkinligi,

Orneklem genisliklerinin oram, n=E(N)/n";
Risklerin orani, Rv/R,
Riskler farki(Pigmalik 6lgiitii), Rn-R,’

etkinlik Olgiitlerine goére belirlenir. Burada, m<1 olmas1 ardigtk siirecin 6rneklem
genigligi yoniinden; (Rn/R,)<1 olmasi risk yoniinden; (Rx-R, )<0 olmasi risk fark:
(pismanlik 6lgitii) yoniinden, sabit 6rneklem geniglikli siirece gére daha etkin oldugunu
gostermektedir(Chow ve Yu, 1981; Vardi, 1979). Buna goére ¢alismamizda, durdurma
kurallar1 kayip ve risk fonksiyonlarina dayali olan R2 ve R3 siiregleri bu etkinlik
olgiitlerine gore sabit orneklem geniglikli stireg ile kargilastirildiginda, Tablo 6 elde
edilir.

49



Tablo 5. R1 Ardigik Siirecinin Sabit Omeklem Geniglikli Siirece Gore Omeklem
Genisligi ve Giiven Diizeyi Yoniinden Etkinligi

0=0.95, a=1.96
ng=3 ng=5
A ! 1 ! !
0.50 4.277 1.0523 5.278 1.0525
0.75 2.403 1.0456 2.664 1.0504
1.00 1.720 1.0291 1.831 1.0391
1.25 1.402 1.0105 1.465 1.0226
1.50 1.235 0.9954 1.278 1.0076
1.75 1.142 0.9853 1.174 0.9971
1.90 1.106 0.9814 1.134 0.9929
2.00 1.088 0.9796 1.114 0.9908
2.05 1.081 0.9790 1.105 0.9901
2.10 1.074 0.9785 1.098 0.9893
2.15 1.068 0.9781 1.091 0.9887
2.20 1.062 0.9777 1.084 0.9883
2.25 1.057 0.9775 1.079 0.9878
2.30 1.053 0.9773 1.069 0.9876
2.40 1.045 0.9773 1.065 0.9873
2.45 1.042 0.9773 1.061 0.9872
2.50 1.039 0.9775 1.058 0.9872
2.55 1.037 0.9777 1.054 0.9873
2.60 1.035 0.9781 1.052 0.9874
2.80 1.028 0.9794 1.043 0.9987
3.00 1.023 0.9811 1.037 0.9893
3.50 1.018 0.9855 1.029 0.9926
4.00 1.015 0.9891 1.024 0.9951
4.50 1.013 0.9917 1.020 0.9968
5.00 1.011 0.9934 1.017 0.9978

Tablo 5’e gore A’min kiigiik degerleri igin sabit orneklem geniglikli siireg
orneklem genigligi yoniinden ardigik stirece gore daha etkin olurken, ardigik siirecin de
giiven diizeyi yoniinden sabit orneklem geniglikli siirece gore daha etkin oldugu
goriilmektedir. A’'min artan degerleri igin ise 1 ve 1 katsayillarimin 1’e ¢ok yaklasti§
ancak 1’nin 1’den biiyiik, U'min ise 1°den kiigiik oldugu goriiliir. Benzer tablolar, o ve
no’in farkh degerleri igin de elde edilebilir.

Tablo 6 incelendiginde, s>2 ve n"m 10, 15, 20, 30, 40, 60, 80 degerleri igin en
iyi sabit 6rneklem genigligi, beklenen ardigik Grneklem genisliginden daha biiyiik
bulunmustur. Dolayistyla s’nin ve n”in biyitk degerleri igin R2 ardigik siirecinin,
orneklem genigliklerinin orami dayali etkinlik Olgiitine gore daha etkin oldugu
soylenebilir. Tablo’dan ayrica, tim n* ve s degerleri igin ardigik siirecin sabit 6rneklem
geniglikli stirece gore risk oOlgitleri yoniinden etkin olmadif gorilmektedir. Ancak
uygulamada en iyi sabit 6rneklem genisligi ve en kiigiik risk degeri belirlenemediginden
genellikle, daha biiyiik 6rneklem genislikleri ile galigilmaktadir. Dolayisiyla daha biiyiik
risk degerleri elde edilir. Ardigik siireg ile elde edilen sonuglar sabit 6rneklem geniglikli
siireg i¢in elde edilenlere gok yakin oldugundan, uygulamada ardisik siireg ile yapilan
tahminlerin, gerek orneklem genisligi gerekse risk degerleri bakimindan etkin oldugu
soylenebilir.
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Varyans: Bilinmeyen Normal Dafilimh Kitlenin Ortalamasinin Ardigik Tahmini

Tablo 6. p=1, t=1 igin R2 ve R3 Ardisik Siireglerinin Sabit Orneklem Geniglikli
Siirece Gore Orneklem Genisligi, Risk ve Risk Farki Yéniinden Etkinligi

n E(NY/n° Ry/R,e Ry-Re ENYn  RpR,. RyR,.
s=1 5 1.077 1.024 0.360 1.009 1.021 0.315
10 1.032 1.018 0.540 1.020 1.009  0.270
15 1.030 1.011 0.495 1.018 1.004  0.180
20 1.026 1.007 0.420 1.014 - 1.003  0.180
30 1.020 1.003 0.270 1.010 1.002  0.180
s=2 5 1.045 1.068 0.680 0.949 1.095 0.950
10 0.972 1.110 2.200 0.973 1.091 1.820
15 0.981 1.096 2.880 0.992 1.065 1.950
20 0.991 1.079 3.160 0.999 1.050  3.160
30 1.001 1.054 3.240 1.002 1.034  2.000
40 1.004 1.041 3.280 1.002 1.026  2.004
60 1.004 1.028 3.360 1.002 1.018 2.008
s=3 5 1.036 1.120 1.000 0.922 1.211 2.160
10 0.940 1.272 4.533 0.939 1.312 1.758
15 0.947 1.320 8.000 0.967 1.031 5.200
20 0.961 1.322 10.990 0.982 1.283 7.525
30 0.981 1.297 16.632 0.992 1260  9.433
40 0.991 1.275 18.333 0.996 1.247  14.560
60 0.997 1.251 25.100 0.999 1.230  16.466
80 0.999 1.237 31.600 0.999 1219 23.100
s=4 5 1.033 1.179 1.340 0.907 1.376  29.190
10 0.921 1.548 8.220 0.915 1.788 2.820
15 0.924 1.794 17.845 0.948 1.976  11.820
20 0.940 1.946 28.380 0.967 2104 21.960
30 0.965 2.133 50.980 0.984 2321 33.120
40 0.979 2.275 76.500 0.990 2513 44.445
60 0.990 2526  137.340 0.995 2.841  165.600
80 0.994 2747  209.640 0997 3120  254.400

6. SONUC

Kitle parametreleri bilinmedigi zaman, parametrelerin en iyi sabit Orneklem
genigligi ile tahmini yapilamamasina ragmen, ardigik siregler ile, arastirmacinin
onceden belirledigi kosullara gére mimkiin en az orneklem genisliginde tahmin
yapilabilmektedir.

Durdurma kurallart kayip ve risk fonksiyonlarina dayali olarak belirleniyorsa,
aragtirmacilara s degeri kiigiik olan kayip fonksiyonlarini tercih etmeleri 6nerilebilir.
(Ozellikle tahmin yapmaktan kaynaklanan kayip degerinin karesel ya da daha kiigiik
oldugu durumlar alinabilir.)

Tamtilan tiim ardigik siiregler, sabit 6rneklem geniglikli siirece gore tanimlanan
biitiin etkinlik 6lgiitleri yoniinden asimtotik olarak etkin olmaktadir.

Ardisik stireg ile parametre tahmini yapabilmek i¢in denemenin sonuna kadar
beklemek gerekmez. Bunun yerine, deneme siirerken veriler ¢oziimlemeye
alinabilir. Ozellikle bazi aragtirmalarin yapisi ardigik siirecin uygulanmasina daha
uygundur.
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Sequential Estimation of The Mean of A Normal
Population with Unknown Variance

ABSTRACT

In this study, sequential procedures which are determined by
confidence intervals and loss and risk function of stopping rules are
introduced for the estimation of the mean of normally distributed
population and the probability distribution of the stopping points of
these procedures are obtained and compared with fixed sample size
procedure by various efficiency measures.

Key Words: Sequential estimation, stopping rules, loss and risk
function, risk efficiency
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