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Genellestirilmis T (Gt) Dagihmma Dayah
Regresyon Analizi

Ali ihsan GENC Olcay ARSLAN"

OZET

Bu g¢alismada y =X B +u goklu lineer regresyon modelindeki u
hata teriminin 0 ortalamal: ve & dlgek parametreli genellegtirilmiy
(GT) dagihmindan geldigi kabul edilmistir. GT dagilimmn sekil
parametrelerinin bilindigi varsayimi altinda regresyon modelinin
parametreleri ve O olgek parametresi tahmin edilmigtir. Onerilen
kestirim yontemi bir takim problemli veri kiimelerine uygulanmig ve
aliman  sonuglar  diger  dayamiklr  (robust)  kestirimlerle
kargilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Maksimum Olabilirlik; Sapan Deger; Regresyon;
Dayarikl: Kestirim; Etki Fonksiyonu.

1. GIRIS

Regresyon analizinin hem teorisinde hem de uygulamasinda modeldeki hatalarin
¢ogunlukla normal (Gauss), bagimsiz ve ortak bir varyansla dagildigi varsayilir. Fakat
bazi veri kiimeleri i¢in hatalarin dagilimi normalden daha kalin kuyruklu olabilir ve bu
durumda normal dagilima dayali yapilan analizler dogru sonu¢ vermeyebilir.
Literatiirde kuyruk ¢esitliligi bakimindan zengin pek ¢ok dagilim regresyonda hatalarin
modellenmesinde normal dagilma alternatif olarak kullamlmustir. Ornegin, Laplace
dagilimi (Bloomfield ve Steiger, 1983), t dagilim: (Zellner, 1976, Lange vd., 1989,
Arslan, 1992), BT (Box-Tiao) dagilimi (Klein ve Spady, 1984), genellestirilmis iistel
dagilimlar (Lye ve Martin, 1993). Caligmada hatalarin modellenmesi igin 6nerilen GT
dagilimi ise bagta t dagilmi ve BT dagiimi olmak iizere bir ¢ok dagilimi
parametrelerinin 6zel durumlarinda veya limit durumlarinda igerdiginden hatalarin
modellenmesinde daha genel bir dagilim simifi olugturmaktadir.

2. GENELLESTIRILMIS T (GT) DAGILIMI

McDonald ve Newey (1988) GT dagilimini normal ve t dagiliminin bir
alternatifi olarak regresyonda hatalar1 modelleyip bir kismen adapte kestirim (partially
adaptive estimation) yontemi geligtirmek i¢in tanimlanmigtir. Kullanilan yontem en
kiigiik kareler (EKK), en kiigiik mutlak sapma (LAD-Least Absolute Deviation), L, gibi
kestiricileri 6zel durumlari olarak igermektedir. Bu yontem bir ¢ok ekonomik modeli
kestirmek igin kullanilmigtir. Ornegin, market modelinde (McDonald ve Nelson, 1989,
Butler vd., 1990), ARMA zaman serileri modellerinde (McDonald, 1989).
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Istatistiksel ekonomideki kullamghgina ragmen GT dagiliminin parametrik
ozellikleri literatiirde yeterince ele alinmamistir. Arslan ve Geng (2002) tek degiskenli
bir veri kiimesini GT dagilimiyla modelleyip konum ve olgek parametrelerinin
maksimum olabilirlik kestiricilerini buldular. Ayrica konum ve olgek kestiricilerinin
parametre uzayinda tek olarak mevcut olabilmesi ig¢in p =2, pg=>1 yeter kogulunu

elde ettiler.

GT dagilimi agagida (1) denklemiyle verilen simetrik tek modlu bir yogunluga
sahiptir:

q+
20B(1/ p,q)o oP

fxp,0,p.9)=

Yogunluk fonksiyonunda B(.) beta fonksiyonu, o€ (0,e0) 0lgek parametresi,
—oo < I < oo konum parametresi ve p>0 ve ¢>0 da sekil parametreleridir. p ve ¢ nun

biytik degerleri yogunluk fonksiyonunun kuyruklarint inceltirken kiigiik degerleri daha
kalin kuyruklu yogunluklara neden olur. Ayrica bu parametrelerin gesitli degerlerinde
ve limit durumlarinda gesitli dagilimlan elde ederiz. Ornegin, p=2 igin t dagilim,
g — o i¢in BT dagilimini ve p — o igin de (—0,0) uzerinde dizgin dagilimi elde
ederiz (McDonald ve Newey, 1988).

3. PARAMETRELERIN KESTIRIMI

y bagimh degisken tizerindeki bir nx1 vektor, X, k regresor degiskeninin
degerlerinin nX p matrisi olmak iizere

y=XB+u, 2)

coklu lineer regresyonu ele alalim. Burada u gozlenemez rasgele hatalarin nXx1
vektorii, B ise modeldeki bilinmeyen parametrelerin pXx1 vektoriidiir.

(2) denklemindeki u; hatalarinin bagimsiz ve ozdes olarak O ortalamall,

bilinmeyen o olgek parametreli GT dagilimma sahip oldugunu varsayalim. S$ekil
parametreleri p ve ¢ nun bilindigini kabul edelim. O zaman x;, X matrisinin i. satiri

olmak iizere y; nin yogunluk fonksiyonu

q
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ve log-olabilirlik fonksiyonu
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dir. (4) denkleminin B ve o ya gore kismi tiirevlerinin alinip 0 a esitlenmesiyle
asagida verilen olabilirlik kestirim denklemleri elde edilir.

af o P px; ly; —x; BIP7 sign(y; — x; )
Lo =0, p>l (5)
ﬁ gl Iy:_x;ﬁlp 4
P
al By po Lk ly; —x;B1”
S Rl 22 $ =0. 6
Tk )§ P 0 (6)
g+ P
o

(5) ve (6) da verilen kestirim denklemlerinin yeniden diizenlenmesiyle asagidaki
denklemleri elde ederiz.

> wixi(x;B—y:)=0, ©)
i=1

> wi(yi —xi)? —né?* =0, (8)
i=]

_(pg+Dly; —x,ﬁ |P2.qok
g+ y; —x;B1P 67
kestirim denklemleridir. (7) ve (8) denklemlerinden regresyon parametrelerinin

kestirimi agagidaki gibi yinelemeli tekrar agirliklandirilan en kugiik kareler kestirimi
seklinde yazilabilir.

agirliklar  w; = dir. Bu denklemler sifira azalan M-

B= (zwix;xf)—l (ZW;')’;'X;'), )
i=1 i=l

62 =%Zw,-(yi —x,B)?. (10)
i=l

Hatalar GT dagilimh oldugunda kestiricilerin hesaplanmasinda kullanilacak
yinelemeli yontemin agirlikli en kiigiik kareler yonteminden farki agirhiklarin sabit
kalmayip her iterasyonda degisecek olmasidir. Ustelik w agirlik fonksiyonu rezidiilerin
azalan bir fonksiyonu oldugundan biyiikk rezidiillere kiigiik agirliklar verilecektir.
Boylece veri kiimemizdeki sapan degerlere kiigik agirhiklar verileceginden elde
edecegimiz kestirimler sapan degerlerden ¢ok az etkilenecektir.

u; = y; — x; B hatalarimin y -fonksiyonu p>1 i¢in

-1 .
(pq+1)1ulP™ sign(u) (11

(w) =
F qo”+lul”?



olarak elde edilir (McDonald ve Newey, 1988) (Sekil 1). y -fonksiyonunun rezidiilerin

agirlik fonksiyonuyla arasindaki iligkisi () = w(u)uo ?~? bagmtistyla verilir. >0 igin
w -fonksiyonu (0,[(p—1)go”1"?) araliginda artan, ([(p—1)go”]""? ) araliginda
ise azalandir. Ustelik limy,_., w(«)=0 oldugundan regresyon katsayilarinin etki

fonksiyonu sifira azalan (redescending) tipindedir.  -fonksiyonu p ve g sekil

parametrelerine bagl oldugundan kigiik agirhklar tahsis edilecek olan sapan deger
sayist p ve g nun degerlerine gore azalacak veya artacaktir. Bu yiizden p ve g sekil
parametrelerine ayar sabitleri (tuning constants) olarak bakilabilir,

Y

10 20

Sekil 1. y -fonksiyonu (p=3, ¢=10)
4. ORNEKLER

Ornek 1. Bu ornekte Arslan (2002) tarafindan iretilen suni veriyi analiz
edecegiz. Veri kiimesi igerisinde iki altgrubu barindiran 100 noktadan olugmaktadir.
Serpme diyagramindan da goriildigi gibi 40 noktalik sapan degerlerden olusan bir alt
grup x-uzayi yoniinde bulunmaktadir (Sekil 2). Parametre kestirimleri asagidaki Tablo
1’de verilmistir. Iterasyona baslangi¢ degeri olarak en kiigiik kareler (EKK) kestirimleri
alinmigtir. Tablo 1’den gesitli yontemler igin benzer kestirimlerin elde edildigini ve
regresyon dogrusunun veri kiimesindeki sapan degerlerden olusan alt grubun arasindan
gectigini goruriz. (Sekil 2).
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Tablo 1. Ornek 1’ e ait regresyon kestirimleri (LMS: Least Median of Squares)

Yéntem B, ﬁl G Log-lik
EKK 34 -17 2.50 -233.38
GT(p=1.2, ¢=.01) 95 -.21 1.03 -516.52
GT(p=1.8, g=.01) 1.12 -22 46 -476.78
GT(p=1.3, g=.1) 1.3 -22 52 -300.61
GT(p=1.01, g=1) 95 -.21 1.03 -69.31
I 44 -.19 1.15 -234.94
L, .36 -19 1.46 -228.46
LMS 1.82 -.24 1.68
Huber .39 -.18
Tukey 47 -.19
Yy
6 '

20 x
Sekil 2. Sapan degerlerin arasindan gegen bir dogru.
Tablo 2. Ornek 1 igin regresyon kestirimleri (*: sapan degersiz
veri kiimesi icin)
Yontem B, B, o) Log-lik
EKK* .98 97 .99 -84.43
GT(p=1.2, g=.01) 77 .90 .62 -516.52
GT(p=1.8, g=.01) .87 .76 .38 -476.78
GT(p=1.3, g=.1) .69 .63 .74 -300.61
GT(p=101,g=1)  -.65 -.16 1.04 -69.31
ts 1.02 -22 76 -250.68
1, 45 -.19 1.15 -234.94
U .36 -.19 1.46 -228.46
Huber .39 -.18
Tukey 97 97
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Eger iterasyona baglangi¢ deger olarak EKK* dogrusunu alirsak GT'
kestiricilerinin yeteri kadar kiiciik p and g degerleri igin iyi gozlemlerin arasindan
gececek sekilde dogrular trettigini buna karsilik bir bagka sifira azalan M-kestiricisi
Tukey’in digindakilerinin sapan degerlerin etkisi altinda kaldigini goriiriiz (Tablo 2 ve
Sekil 3.)

Yiiksek bozulma noktasina (breakdown point) sahip kestiriciler sinifina dahil
olan LMS kestiricisinin EKK gibi sapan deger alt grubundan etkilendigini ve iyi veri
grubunu modelleyemedigini gérmekteyiz (Tablo 1 ve Sekil 4.)

Y

Sekil 4. EKK, LMS ve GT regresyon dogrularinin kargilagtirimas:.
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Ornek 2. Stackloss veri kiimesi.-

Bu veri kiimesi bitkiler iizerine yapilan kimyasal galigmalardan elde edilen
gozlemlere dayanir. Her biri 21 gézlemlik 3 regresorden olugan veri kiimesine dayanikls
kestirimle alakali olarak literatiirde sik rastliyoruz (Ornegin, Lange vd., 1989, Andrews,
1974).

Model kurulup parametrelerin kestirimleri hesaplandiginda EKK dogrusunu
$=-39,92+0,72f, +1,303, - 0,158, olarak buluruz. Bu dogruya ait endeks grafigi

Sekil 5’te verilmistir. Bu grafikte dikey eksendeki stdres standartlagtirilmig rezidiilere
karsilik gelir, Grafikten EKK standartlagtiriimig rezidilerinin tiiminiin (-2.5; 2.5)
araliginda bulundugunu goririz. Yani EKK yontemine gore veri kiimesinde sapan
deger bulunmamaktadir.

Eger iterasyona EKK dogrusu ile baglarsak Tablo 3’te verilen kestirimlere
ulaginz. p=2.5 ve g=1 i¢in GT kestiricisi 4. ve 21. gézleme iterasyonun son adiminda en
kiigtik agirliklar olarak sirasiyla 0.4 ve 0.2 vermektedir. Dagilimin sekil parametrelerini
biraz daha kigik segtigimizde nispeten daha kiigiik agirliklar alan gozlemlerin sayisi
artar. Ornegin, p=1.5 ve ¢=0.2 i¢cin GT kestiricisi 1., 3., 4. ve 21. gozlemlerin hepsine
son iterasyonda sifir agirlik vermektedir. Bu gozlemlerin birer sapan deger oldugunu
GT(p=1.5,q=.2) kestiricisine ait endeks grafiginden de anlayabiliriz. Bu grafige gore 1.,
3.,4.ve 2l. gozlemler (-2.5;2.5) yatay bandinin diginda kalmaktadir (Sekil.6.)

Tablo 3. Stackloss verisi i¢in regresyon kestirimleri.

Yontem Bﬂ B, 32 ﬁj (o} Loglik
EKK -39.92 Y 1.30 -.15 297 -52.65
LMS -34.25 5 .50 0.00 1.21

Huber -40.75 76 1.17 -.14
Tukey -41.33 .83 95 -13
1, -38.63 .85 49 -.07 76 -49.58
t, -38.12 .85 .56 -.09 1.80 -50.31
GT(p=2.5,g=1) -39.96 .86 .69 -.11 2.52 -14.56
GT(p=1.5,q=.5) -40.47 .84 B % -.05 .80 -33.28
GT(p=1.5,q=2) -39.94 .83 57 -.06 .09 -49.23

GT(p=1.3,4=.5) -40.09 .83 .56 -.06 .58 -34.34
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Sekil 5. EKK endeks grafigi.
Sekil 6. GT(p=1.5,4=.2) kestiricisine ait endeks grafigi.

Eger bu 4 sapan degeri veri kiimesinden atip kalan gozlemler iizerine modeli
kurarsak EKK* dogrusu §=-37.65+.80x, +.58x, ~.07x, olarak elde edilir. Bu

oe
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dogrunun yeteri kadar kiiglik p ve g igin bulunan ve Tablo 3’te verilen GT dogrulariyla
benzer oldugunu gormekteyiz.

5. SONUC

Regresyonda hata teriminin normal dagilimli oldugu yaygin olarak varsayilr.
Fakat gercekte hata dagilimi, 6zellikle de sapan degerlerin etkisiyle, normalden daha
kalin kuyruklu olabilir. Bu durumda EKK analizi dogru sonug vermeyecektir.

Biz bu galigmada normal dagilima alternatif olarak regresyonda hatalart GT
dagilimiyla modelledik. Dagilima ait gekil parametrelerinin bilindigi varsayimi altinda
regresyon parametrelerini kestirdik. Elde ettigimiz kestiriciler sifira azalan M-
kestiricileri olup bunlar yinelemeli tekrar agirliklandirmali en kiigik kareler formunda
bulunmugtur. Dagilimin gekil parametreleri aym1 zamanda dayaniklilik ayar sabitleri
olup bunlar agirhiklarin sapan degerlere karsi hassaligini  kontrol etmektedir.
Buldugumuz GT kestiricilerinin performansini gérmek ve diger dayanikli kestiricilerle
kargilagtirmak i¢in GT kestiricilerini problemli veri kiimelerinde kullandik. p ve ¢ nun
kiigiik olmast durumunda ve iterasyona uygun bir baslangi¢ degerin segilmesiyle GT
kestiricilerinin iyi bir alternatif olabilecegini gordiik. Ayrica Ornek 1°de sapan
degerlerin bir alt grup olugturmasi durumunda da GT kestiricilerinin bozulmayacagini,
dayanikl kalabilecegini gordiik.
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