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Oz

Bu ¢aligma, (1+1)-boyutlu Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denkleminin analitik soliton ¢6ziimlerinin modifiye
edilmis modifiye Kudryashov metodu ile elde edilmesine yoneliktir. Birinci asamada, dogrusal olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklem formuna sahip olan model, uygun dalga doniisiimii ile dogrusal olmayan adi
diferansiyel denkleme indirgenmektedir. Ikinci asamada ise, homojen denge prensibi ve Riccati yardimci
diferansiyel denklemi kullanilarak dogrusal cebirsel denklem sistemi elde edilerek bu sistemin ¢oziimiinden
incelenen modelin bilinmeyen parametreleri belirlenmektedir. Elde edilen farkli ¢6ziim setlerine bagli olarak
analitik soliton ¢6ziimleri elde edilerek ana denklemi saglama kontrolii yapilmaktadir. Son asamada ise ¢oziimlerin
fiziksel olarak yorumlanmasini kolaylastirmak amaciyla kontur ve ii¢ boyutlu grafik sunumlart yapilmaktadir.
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ABSTRACT

This study is aimed at obtaining analytical soliton solutions of the (1+1)-dimensional Benjamin-Bona-Mahony
(BBM) equation with the new modified Kudryashov method. In the first stage, the model, which has the form of
a nonlinear partial differential equation, is reduced to a nonlinear ordinary differential equation with the
appropriate wave transformation. In the second stage, a system of linear algebraic equations is obtained by using
the homogeneous equilibrium principle and the Riccati auxiliary differential equation, and the unknown
parameters of the model examined are determined from the solution of this system. Depending on the different
solution sets obtained, analytical soliton solutions are obtained and the main equation is checked. In the final stage,
contour and three-dimensional graphic presentations are made to facilitate the physical interpretation of the
solutions.
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. GIRIiS

Kismi diferansiyel denklemler (PDEs), matematigin alt dali olan uygulamali matematigin ¢ok énemli bir
parcasidir. Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analitik, yar analitik, say1sal ve kesin ¢dziimlerinin
bulunmasi, akiskanlar mekanigi, kimyasal fizik, kimyasal kinematik, plazma gibi ¢ok ¢esitli alanlarda ¢alisan bilim
insanlarinin dikkatini ¢ekmistir. Dogrusal olmayan olusum denklemlerinin yiirliyen dalga ¢dztimleri, birgok fizik
ve mithendislik problemlerinin ¢dziimiinde etkili bir aragtir.

Son yillarda, Maple, Mathematica, Matlab gibi sembolik hesaplama programlarinin gelistirilerek yaygin
olarak kullanilmaya baglamasi, karmasik denklem sistemlerinin ¢oziilmesini saglamistir. Dogrusal olmayan
olusum denklemlerine analitik ¢ézliimler bulmak i¢in literatiirde heniiz evrensel bir metot kesfedilemedigi i¢in
farkli yontemler 6nerilmistir. Bu yontemlerden bazilari; Jacobi eliptik fonksiyon metodu [11], iistel fonksiyon
metodu [13], homojen denge metodu [25,7], varyasyonel iterasyon metodu [12], Sine- Gordon metodu [27], tanh-
coth metodu [26], ilk integral metodu [8], (G’/G) a¢ilim metodu [24], ve modifiye Kudryashov metodu [16].

Kudryashov metodu ilk olarak N. A. Kudryashov tarafindan, Bernoulli diferansiyel denklemini yardimci
denklem olarak almasiyla iistel formda ¢oziimler bulunabilecegini gostermistir [14]. Daha sonra farkli formlarda
yardimei denklem alinmasiyla yeni metodlar gelistirilmistir [20,21]. Bunlardan biri olan ve bu makalede kullanilan
modifiye edilmis yeni Kudryashov metodu, yeni Kudryashov metoduna [16] dayali olarak son yillarda literatiirde
kullanilan metodlardan biridir [20]. Modifiye Kudryashov metodu son yillarda Mustafa Bayram ve arkadaslar
tarafindan Kadomtsev-Petviashvili [5] denklemine, Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff [4] denklemine, Biswas-
Milovic [2] denklemine, Biswas-Arshed [19] denklemlerine; Onder ve arkadaslari tarafindan kompleks yapida
olan Maccari sistemine uygulanmigtir [21].

Bu ¢alismada ele alinan Benjamin — Bona — Mahoney (BBM) denklemi [28],
Up + Uy — By + AU, =0 @

ilk olarak uzun dalga davranisinin gelisimini aciklayan Peregrine tarafindan ortaya atilmustir. Ilk kez Benjamin ve
arkadasglar tarafindan KdV denklemlerinin diizenlilestirilmis bir versiyonu olarak arastirilmistir.

Klasik bir model olarak karsimiza ¢ikan bu denklemin, sivilarda uzun dalga boyu, soguk plazmada
hidromanyetik dalga, sikilastirilabilir sivilarda akustik- yercekimi dalgalar1 ve harmonik olmayan kristallerde
akustik dalgalar dahil olmak iizere ¢esitli fiziksel uygulamalarda ortaya ¢ikan dalgalarin analizinde kullanilir [1].

Bu denklemin periyodik, soliton ve analitik yiiriiyen dalga ¢oztimleri [18]; Abdel Rady ve arkadaslari
tarafindan homojen denge yontemi ile [22]; Tang ve arkadaglar tarafindan cebirsel metodu ile [23]; Estevez ve
arkadaglar1 tarafindan faktorizasyon teknigi ile [6] ve Jacobi eliptik fonksiyon genisletme yontemi kullanilarak An
ve Zhang tarafindan [3] incelenmigtir. Gomez ve arkadaglari tanh-coth metodunu genellestirilmis BBM ve
Burgers-BBM denklemlerine uygulayarak bazi yeni periyodik ve soliton ¢oziimler elde etmislerdir [9]. Gomez ve
Salas Benjamin — Bona — Mahoney (BBM) denklemi i¢in varyasyonel iterasyon metodu ve iistel fonksiyon metodu
kullanarak yiiriiyen dalga ¢6ziimleri bulmuslardir [10].

Bu ¢alismanin akisi su sekilde verilebilir: Boliim 2 de modifiye Kudryashov metodunun herhangi bir
kismi diferansiyel denkleme uygulama algoritmasi verilecektir. Boliim 3 de (1+1) boyutlu BBM denklemine dalga
doniigiimii altinda modifiye Kudryashov metodunu uygulanarak yiiriiyen dalga ¢oziimler elde edilecektir. Ayrica
baz1 ¢oziimlerin secilen 6zel degerlere gére Maple ile ¢izdirilmis 2-boyutlu, 3-boyutlu, kontur ve kutupsal
grafikleri verilecektir. Son boliimde ise elde edilen sonuglar paylagilacaktir.

Il. MATERYAL VE METOT
A. Modifiye Kudryashov Metodu

Bu béliimde, modifiye Kudryashov metodunun polinom formunda verilen bir dogrusal olmayan
denkleme uygulanisi adim adim verilecektir [16]. Oncelikle dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemi
asagidaki formda verilsin;

U, Up, Uy, Uge) Uy, o) = 0 2
buradaki £2bir polinomu ifade eder.

Adim I: u(x,t) =U@®)ve 9 = x — ot dalga dontsimii yardimiyla (2) denklemi asagidaki adi
diferansiyel denkleme indirgenir:

G(U, Uy, Ugg, Uggy, -.) = 0. 3

Adim 2: (3) denkleminin asagidaki sekilde bir toplam formunda bir ¢éziime sahip oldugunu varsayalim;
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U@®) = X, Q') 4
buradaki c;’ler (i=0, 1,...,N), Q'(9) nin katsayilaridir, cy # 0 ve yardimc1 denklem
2 2
(Q'®)" = (6(InA)Q®)) (1 — 4abQ?(9)) )
dir. Bu denklemin ¢6ziimii ise kolayca
QM) = _aA919+1bA—919' (A>0,A=+1). (6)

oldugu goriilebilir.

Buradaki a, b, ® ve A (A>0) sabitleri daha sonra belirlenecek sifir olmayan keyfi gergek parametrelerdir.
Ayrica pozitif tam say1 olan N, (3) denklemindeki en yliksek mertebeden dogrusal terim ile dogrusal olmayan en
yiiksek dereceden terimler arasindaki homojen denge ile bulunur.

Adim 3: (4) denkleminin (3) denkleminde yerine yazilmasiyla ve (5) yardimci denkleminin
kullanilmasiyla Q(9) nin kuwvvetleri cinsinden bir polinom elde edilir. Q(¥9)’nin aymi kuvvetten terimleri
toplanarak katsayilart sifira esitlendiginde c, ¢y, 5, 4, a, b ve ® parametrelerini iceren bir cebirsel sistem elde
edilir.

Adim 4: Adim 3’deki dogrusal cebirsel denklem sistemi uygun bir sembolik hesaplama programi
yardimiyla ¢6ziildiigiinde ¢, ¢4, ¢5, 4, a, b ve ® degerleri bulunur. “Bu degerler, 9 = kx — wt dalga doniisimii
ve (6) denklemini g6z oniinde bulundurarak (4) denkleminde yerine yazildiginda (2)’deki dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemin soliton ¢dziimleri elde edilir.

I1l. BULGULAR VE TARTISMA
A. Modifiye Kudryashov Metodunun (1+1) boyutlu BBM denklemine uygulanmast

Bu boliimde (1+1) boyutlu BBM denkleminin ¢oziimleri modifiye Kudryashov metodu ile yiiriiyen dalga
¢oziimleri elde edilecektir. BBM denklemi asagidaki formda verilir;

Up + AUy — Py + A(uz)x =0 (7

Burada a,B ve A reel sabitlerdir. (7) denklemine U(x,t) = U®) , 9 = kx —wt dalga doniisiimii
uygulandiginda, indirgenen denklemin bir kez integralinin alinmasiyla ve integral sabitinin gézardi edilmesiyle
asagidaki adi diferansiyel denkleme indirgenir.

—wU(9) + akU(®) + wk?BUgg + Ak(U())" = 0 )

En yiiksek mertebeden dogrusal terim olan Uyy Ve dogrusal olmayan en yiiksek dereceden terim olan
(U(t?))z arasinda dengeleme yapildiginda, dengeleme sabiti N = 2 bulunur.

Boylece (4) denklemine gore U () ¢oziimii asagidaki formda aranir;

U®) =co + 00 + 0% (). 9)

Buradaki c,, c; ve ¢, sonradan belirlenecek sabitlerdir.

(9) denklemindeki U(¥9) ifadesi (8) denkleminde yerine yazildiginda ayrica yardimci denklem de
g6zo6niinde bulundurularak @ (9)’nin kuvvetleri cinsinden polinom elde edilir. Q () nin ayni kuvvetten terimleri
diizenlenerek katsayilari sifira esitlendiginde elde edilen cebirsel denklem sistemi asagida verilmistir :

Q*: —241n(4)? 6%abPfk?*wc, + kAc2.

Q3: — 81In(4)? G%abBk?*wc, + 2klc;c,.

0?%:41n(4)? 6?Bk*wc, + 2kcyc, + kAc? + akc, — we,.
Q':1In(4)? 62Bk?*wc, + 2klAcyc; + akc; — we.

Q%: kAcg + akcy — wcy.

Verilen cebirsel sistem sembolik hesaplama programi kullanilarak ¢oziildiigiinde bulunan parametreler,
(9) denkleminde yerine yazilmasiyla, (istel(hiperbolik)) fonksiyon olarak yedi ¢6ziim ailesi elde edilmistir.

Durum 1:

K, cg, c1Ve ¢, igin bulunan ¢oziim kiimesi su sekildedir;
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P + /(a? — 161n(4)? 62pw?)
a 81n(4)? 02pw ’

—8 (“a . J(aézln_(fﬁglz(ﬁv); S w) In(4)? 62 gw

(¢ + /(a2 — 161n(4)2 62pw?))A

Cop =

)

L = O,

a+ /(a2 — 161n(4)% 62pw?2)
7 :

Bulunan ¢y, c; ve ¢, degerleri (6) denklemindeki yardimet denklem kullanilarak (9) ¢6ziimiinde yerine
yazildiginda (10) denkleminde verilen U; () ¢6ziimii elde edilir.

(a?-161n(4)202pw?2)
w |In(4)?6?pw

a+
—8l « 81n(4)262Bw
U,(9) =

c, = 3ab

3ab(a+/(a?-161n(A)267fw?))

(a+ V@@= 16In(@)%62pw?)2 A(aA®9 +pa=09)* ' (10)
a + +/(a? — 161n(4)? 02pw?
burada ¥ = \/( 8In(A)? @2(31)41 F )x — wt seklindedir.
Durum 2:
k, 4, ¢y, c1ve ¢, icin bulunan ¢oziim kiimesi su sekildedir;
a \/(az — 161In(4)2 02pw?)
k = 7 2
41n(4)2 02pw ’
A= 2,
2 _ 2 02 L2
—41n(A)? 02pw? + % - (@ 1612(14) 0%fw )a
Co = — ,
° (a J(@2— 16In(A)? @23w2)>
AV 2
L = 0,
2 _ 2 Q2 Qw2
. a +/(a? = 161n(4)? 02Bw?) ba
2 2
c, = 7
Bulunan degerleri gerekli denklemlerde yerine yazdigimizda asagidaki U, (9) ¢6ziimii elde edilir;
@ 2075w?) (a (a2- 161n(A)262[i'w2)>
a?-161n(4)20%pw 6 ba
—41n(4)202pw2+< a z z
U,) = — 2 2 6 , 11
2(9) « J(a2—16ln(A)2626w2) * 1(aA®? +pa=09) (11)
A 2 2
a +/(a? = 16In(4)? 02Bw?)
burada 9 = 2 2 x — wt seklindedir.

41n(A)% 02fw

U, (x, t) ¢oziimiiniin -10<x<10 ve -10<t<10 araliginda ve 6zel olarak A = 0.1,a = 10,b =10, g =1,
a=05 w=0.1, =2, 0 = 0.1 degerleri alindiginda Maple yardimiyla ¢izilen 3 boyutlu ve kontur
grafikleri Sekil 1 ve Sekil 2 de verilmistir.
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0.001 ‘
0.0008

0.0006

0.0004

0.0002

Sekil 1 Sekil 2

Sekil 3 ve Sekil 4 de ise ayn1 degerler i¢in U, (x, t) soliton dalga ¢6ziimiiniin t = 0.2, t = 0.5, t = 1 zaman
degerlerindeki 2 boyutlu ve kutupsal koordinat grafikleri verilmistir.

2 S
7 4 0.00104 \\
4 AN
e N
f;/ 0.0009+ \\\\
# \\\
/ N
/,// 0.0008 \\
7 A\
,// \\ [
/‘” 0.0007 \\ \ : 0 0.0002
1/ : \
i \
i \
f,n‘/ 0.0006-] \\
’,,‘,f \\
f \
VA 0.0005
f
L ; ; .
—10 -5 2 5 10
I ol — — 0.5 — — 02 [ - t=1 — — t=0.5 — — 1=02]
Sekil 3 Sekil 4
Durum 3:
k, 2, ¢y, c1ve ¢, icin bulunan ¢6ziim kiimesi su sekildedir;
P ot J(@*+ 161n(A4)? 02w?)
- 81n(A4)2 02pw ’
A= 2
CO = 0,
L = 0,
—a+ \/(az + 161In(4)2 ©%2pw?)
c, = 3ab :
A
¢o = 0,¢; = 0 oldugundan (9) ¢éziimiinde ¢, degeri yerine koyuldugunda asagidaki U; () ¢oziimii elde
edilir.

—a++/(a?+ 161n(4)202Bw?2)
(2499 +b4=09)*

U3 (19) = 3ab

. (12)
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—a + /(a?+ 161n(4)2 02fw2)

burada 9 =
urada 81n(A)? 024w

x — wt seklindedir.

Durum 4:
k,w, cy, cyve ¢, i¢in bulunan ¢dziim kiimesi asagida verilmistir;
k =k,
ak
w = ,
41In(A)2 0%2Bk%2 + 1
41n(A)? ©2pk?

= J@mn(A)Zezpk + 1)
1 = 0,
241n(A)? ©%aabfk?
C2

~ 2(41n(A)? 02Bk2 + 1)
Degerler gerekli denklemlerde yerine yazildiginda asagidaki U, (9) ¢oziimii elde edilir.

202 2 202 2
Ua®) = A(4i;?i§2®(zﬁi§+ 1) A(4ln(A):gzl;(li):j)?Z:gl;(wr@ﬁ)z' (13)
burada ¥ = kx — ak t seklindedir.
41n(A)? 0%2pk% + 1
Durum 5:

B, k,w,cy, cive ¢, igin elde edilen ¢oziim kiimesi su sekildedir;
Acy
B = - )
41n(A)? 0%2k%(Acy + @)

k =k,
w = kAc, + ak,

CO = Co,
1 = O,
¢, = —6abc,.

(9) ¢6ziimiinde, bulunan ¢, degeri yerine yazildiginda (14) denkleminde verilen Us(¥9) ¢oziimii elde
edilir.

_ _ 6abcg
Us(®) = (aa®9+pa-69)% ()

burada 9 = kx — (kAc, + ak)t seklindedir.
Durum 6:

Asagidaki ¢oziim kiimesi ise «, k, w, ¢y, ¢;ve ¢, i¢in bulunmustur;

_ Aco(41n(4)? ©2BK? + 1)

41n(A)? ©%2k2pB ’
k =k,
Acy
W= ——————
41n(A)? 0%kp
CO = Co,
L = 0,
¢, = —6abc,.
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¢, degeri (9) ¢oziimiinde yerine yazildiginda Ug(9) ¢6ziimii asagidaki sekilde bulunmustur;

Ug(®) = co———o2% (15)

(aA®9+pa=69)%’

burada ¥ = kx + t seklindedir.

Co
41n(A)? 0%kp
Durum 7:

Son olarak k, 4, w, ¢y, ¢, ve ¢, i¢in bulunan degerler su sekildedir;

k =k,
_ 41n(4)? 02k?fa
co(41n(A)2 02Bk%2 + 1)
ak
Y= @A)z epr? + 1)
Co = Co
=0,
¢, = —6abcy.

Bu durumda da U (9) ve Ug(9) ¢oziimiine benzer olarak asagidaki U, () ¢dziimii bulunmustur. Ancak
9 dalga denkleminde kullanilan w degeri diger iki ¢6ziimdeki w degerinden farkli olmasi sebebiyle U, (9) ¢oziimii
tektir.

_ _ 6abcg
U7 () = (2499 +p4a=09)" (16)

ak

buradad = kx + GInAreTRET D

t seklindedir.

U, (x,t) ¢oziimiiniin -10<x<10 ve -10<t<10 arahginda, A=0.1,a=3,b=1,=1,5a = 1,k =
0.1,0 = 0.1, ¢y = 2 degerleri alindiginda 3 boyutlu ve kontur grafikleri Sekil 5 ve Sekil 6 da verilmistir.

Sekil 5 Sekil 6

Ayni degerler kullamldiginda U, (x,t) soliton dalga ¢6ziiminin, t = 0.2, t = 0.5, t = 1 zaman
degerlerindeki 2 boyutlu ve kutupsal koordinat grafikleri ise Sekil 7 ve Sekil 8 de verilmistir.
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N B
N> i
NN 15
NN
NN
N
NN
A\ !
N\
A 4
A A //
AYR 5 /
v /7
A A /7
AW !/
AN !/
_rm— T -:5— '\-\\\-u ————— ; ) /'r‘/, 1"
v A A
A A //
Y /7
S /oy
\ ///
A /
NN Vv
14 NN
t=1 — — =05 — — =02
Sekil 7 Sekil 8
V. SONUCLAR

Bu makalede, modifiye Kudryashov metodu kullanilarak (1+1)-boyutlu Benjamin-Bona-Mahony

denkleminin yiiriiyen dalga ¢oztiimleri incelenmistir. Elde edilen sonuglarin tamami Maple programi yardimiyla
saglamasi yapilmigtir. Bulunan ¢6ziim kiimeleri i¢in yedi adet durum verilmistir. Parametrelere 6zel degerler
verilerek U,(9) ve U,(9) ¢oziimleri -10<x<10 ve -10<t<10 zaman araliklarinda 3 boyutlu ve kontur grafikleri;
t=0.2, t=0.5, t=1 zaman degerlerinde ise 2 boyutlu ve kutupsal koordinat grafikleri olmak iizere toplamda sekiz
adet grafik verilmistir. Ayrica kullanilan bu yaklagimin diger dogrusal olmayan diferansiyel denklemlere analitik
¢oziimler bulmak icin kullanilabilecek olmasi, kullanish ve giiclii bir matematiksel ara¢ oldugunun agik bir
gostergesidir.
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