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BAZI BELIiRSiZ INTEGRALLER ICIN INDIRGEME FORMULLERI VE
IMPROPER INTEGRALLER UZERINE

oz
Integrali var olmakla birlikte Integral fonksiyonu sonlu sayida
elemanter fonksiyonlarla ifade edilemeyen fonksiyonlarin var oldudu

bilinmektedir. Bu tir bazi Dbelirsiz integraller ig¢in indirgeme

formilleri elde edilmistir. Belli araliklar ic¢in vyakinsak vya da
2 .

1raksak olmalari arastirilmistir. fwsmx dx ve Lfsﬁxdx integralleri

0 x2 3
kesin olarak hesaplanmistir. Ek olarak, 1. Tip ve 5. Tip “Hemen Hemen
Cauchy Esas Degerleri (h.h.V.P; ve h.h.V.P, )” tanimlanmis ve bazi
hesaplamalar yapilmistzir.
Anahtar Kelimeler: Matematik Analiz, Belirsiz Integral,
Sonlu Sayida Elemanter Fonksiyonla Ifade
Edilemeyen Integraller, Improper Integral,
Cauchy Esas Degeri

ON THE REDUCTION FORMULAS FOR SOME INDEFINITE INTEGRALS AND
IMPROPER INTEGRALS

ABSRACT

It is know that there are integral functions that cannot be
expressed with finite number of elementary functions, although its
integral exists. The reduction formulas were obtained for this kind of
indefinite integrals. For specific integrals, their convergence or

. . . . oo sinx? o sinx o
divergence 1is investigated. L)—;;—dx and L)—jrdx were definitely
X2

calculeted. In addition, “Almost Cauchy Principal Values of Type 1
(h.h.V.P; ) and Type 2 (h.h.V.P, ) were defined and some computational
Works are done.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)
x )

f%;dx,fcfxdx,fﬂffdx, fexzdx,fe‘xzdx“fﬁ;dx, fﬁ%dxm gibi integraller
sonlu sayida elemanter fonksiyonlarla ifade edilemez. Bu tir
integraller ic¢in seri c¢ézumleri vyapilabilir. Belli araliklar igin
yvaklasik coézimleri hesaplanabilir [3 wve 9]. Bir Integralde integral
sinirlarindan biri wveya i1kisi birden sonsuz olabilir. Bazen de
integrali aldigimiz aralikta fonksiyon bir vya da daha ¢ok noktada
sonsuz olabilir. Bu tarz fonksiyonlarin belirli integrallerine has
olmayan integraller (Improper integraller) denir. Bu tarz integraller
1. Tip ve 2. Tip olarak ayrilair [1. 7 ve 9]. Bir yari-sonsuz x=0
araliga izerinde stirekli f (x) fonksiyonunun improper integrali

L?f(x)dx==lhanwjff(x)dx denklemiyle tanimlanir. Bu limit varsa improper
integral yakinsaktir denir ve onun dederi bu limit degeridir. EgJer her

x icin f(x)silirekliyse improper integral, fj;f(x)dx==lhnRrwoﬁilf(x)dxﬁ-

Hnybﬁmjfzf(x)dx denklemiyle tanimlanir. Her iki 1limit varsa improper
integral yakinsaktir ve onun dederi bu iki limitin toplamidir [5, 6 ve
71. Yukaridaki ikinci improper integralinin bir baska hesaplama big¢imi

ise, V.P. fjowf(x)dx = limg_ e f_RRf(x)dx seklindedir. Bu limit deJerine de bu
improper integralin Cauchy Esas Degeri (V.P.) denir [2, 5 ve 7].

f fonksiyonu, X1 <Xy <x3<--<x, 0Ozelligindeki x; noktalari
disinda R (Reel Sayilar kimesi) lzerinde siirekli olsun. fj;f(x)dx
integralinin Cauchy Esas Degeri (V.P.)

VP [T fGOdx= Tim, o [T f)dx + -+ [, fdx + [, f(x)dx]

Xn—1+T
olarak tanimlanir [7].

Iimproper (has olmayan) belirli integrallerin bazilarinin gercek
degeri, bazilarinin da Cauchy Esas Degerleri (V.P) kompleks analizde
Cauchy-Rezidli yontemiyle hesaplanabilir. Yaklasik integral alma
yollarindan biri de Simpson ydntemidir. Simpson ydéntemi herhangi bir
[a,Db] araliginda strekli Dbir £ fonsiyonunun vyaklasik integralini
alirken kullandigimiz bir yontemdir. [a, b], 2h uzunluundaki araligi
n ¢ift sayi olmak Uzere n/2 alt araliklara bélme yoluyla ve aralikta
paraboller yardimiyla istenen alani yaklasik bulmak icin;

b h
L fedx = S(fo+4fi +2fa +4fs + 2f+ -+ 4fus + 2fny +4fnn + fo)
formili kullanilir [11].

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Bu makalede sonlu sayida elemanter fonksiyonla ifade edilemeyen
bazi integraller ic¢in indirgeme formiilleri verilmistir. Bu formiller
6nce tahmin edilmis sonra da analitik olarak ispatlanmistir. Bulunan
indirgeme formiilleri araciligi ile Improper integral olarak da
incelemelerde Dbulunulmustur. Simpson yontemiyle bu c¢alismada elde
ettigimiz formillerle hesaplanan vaklasik hesaplamalar
karsilastirilmistir. Bu tiir improper integraller i¢in hemen hemen
Cauchy esas degerleri (h.h.V.P; ve h.h.V.P;,) tanimlanmis ve bazi
hesaplamalar yapilmistir.

3. ANALITiK CALISMA (ANALYTICAL STUDY)

Calisma pir matematik tabanli bir analitik arastirma makalesidir.
Bu tlr ispat tekniginde formiiller ve denklemler teorik metodlarla elde
edilir. Genel olarak bu metot hipotez-hiikim c¢ercevesinde sekillenir
[107].
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4. BAZI BELIRSIZ INTEGRALLER ICIN INDIRGEME FORMULLERI
(REDUCTION FORMULARS FOR SOME UNCERTAINTY INTEGRALS)

Bu kesimde integral fonksiyonu sonlu sayida elemanter
fonksiyonlarla ifade edilemeyen Dbazi fonksiyonlar ig¢in indirgeme
formiilleri verilecektir. Asadida verilen her bir teoremde C €R (Reel
Sayi Kimesi) belirsiz integral sabitleri, a# 0 ve x+b#0 olsun.

Teorem 1.
1 X X
i) [— —mid =;f;—ndx—:7 +C (x+0 , n*0) (1)
dx =2/ _dx-—_ 4c (n # 0) (2)
)f(x+b)"+1 x _njkmww x n.(x+b)"
indirgeme formilleri gecerlidir.
ispat:
ii) Ic R, f:I->R fonksiyonu strekli ve f# 0 olsun. Bu halde
eax eax
%dx _(x+b)" +C (3)
y : - e ey
oldugunu varsayalim. Integral hesabin temel teoreminden ™ _(u+mnﬁ)
n+1
dir. Bu esitlikten de f(x)==§g%%:; bulunur. Bunu (3) te yazalim,
[a(x+b)-n]le?* _ edx L , ,
f by X = rp)n +C elde edilir. Bu esitlikten de
eax d eax _ ll d 4
ahmwx umﬂ_nfmwﬂx+c (4)
bulunur. (4) esitligini diuzenleyelim (2) elde edilir. 1i)’nin ispati

icin (3) de a=1, b=0 alarak benzer ispati yapariz. Simdi (1) ve (2)
formillerinde n=1 ic¢in sonra n=2 ic¢in,.., n=n 1ic¢cin ardisik olarak
integralleri hesaplayalim. Asagidaki Sonu¢ 1 i) ve 1ii) yazariz.

Sonug I.
. k-1 1
i) fxm —f d——— + L4 +( D +(" )]+c (5)
_a" ed* Ola"_1 11a™2 2'a”'3 (k=1)!la™™ k (n— 1)']
i1) f( +b)"+1 dx= de_F b T (x+b)2 + (x+hb)3 Tt TR T ) TC
iii) 1nx# 0 olmak uzere,
1 _ 1,1 . xJoO 1! 2! L, @
a) f(lnx)""'l X= n!'Y Inx X n!linx ~ (Inx)2 ~ (Inx)3 (Inx)n (7
x _ mntl | ym-1 mromn~1  1m"2  21mn3 (n-1)!
) J.(lnx)"“ dx = n! mx T T (Inx)2 (iInx)3 Tt (lnx)”] (8)
dir.
ispat:
.. o e e . Do 1
iii) Inx=t de§isken doénisimi yapalim; (7) esitligi faaaﬁqu:
fﬂﬁldt olur ve (5) formilunii géz 6niine aliriz. Ayni sekilde (8)
m-—1 mt
esitligi ffﬁ;?;de = fﬁﬁ? olur ve (6) formilini gdz online aliriz.
Teorem 2.
Xx#0n+0, n+1 olmak iuzere,
cosx 1 cosx cosx 1 sinx
1) f "+1 = n(n—l)f n-1 T x| pm-1) a1 (2)
cosax az cosax cosax a sinax e
ii) [ (x+b)"+1 - n(n—1)f (b1 T b | n(n-1) (x+b)yn-1 = (10)
indirgeme formiilleri gecgerlidir.
iIspat:
ii) [ cR, f:I; > R fonksiyonu strekli ve f # 0 olsun. Bu halde
cosax sinax
I foo T ey T (11)
oldugunu varsayalim. Integral hesabin temel teoremi geredince
cosax __ a(x+b)cosax—nnsinax s ,
o rab)n 1 dir. Buradan f(x) ‘i bulup (11)'de yazalim,
cosax sinax sinax
f(x+b)n - nf(x+b)n+1 (X+b)n ' Cl (12)
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elde edilir. Simdi b cR , g:I, >R fonksiyonu stirekli ve g# 0 olsun. Bu
halde

P =
, _ (x+b)"*2sinax o .
olsun. (13)’den g(x)_-—a&+bﬁhmx—0Hdkoum elde edilir. Buna gbdre (13)
esitligi
sinax 1 cosax n+1 cosax
f(x+b)”+1 X =T S Tf(x+b)"+2 (14)
cosax az cosax cosax a sinax
olur. (14) wve (12) den f (x+b)nt2 dx=— nn+1) f (x+b)" dx — (n+1)(x+b)" + n(n+1) (x+b)" c
elde edilir. Bu en son esitlikte, n yerine n-1 koyalim (10) formilini
buluruz. (11) de a=1 b=0 alarak benzer ispati i) ic¢in yapariz.
Teorem 3.
x#0,n+0, n#1 olmak izere,
smx 1 sinx sinx 1 cosx
1) [ aarde = n<n_1>f T et ¥ )
sinax ___a sinax _ sinax _ a cosax | |
ii) f( +b)"+1 - n(n—l)f(x+b)"‘1 nGx+b)  n(n-1) (x+b)n-1' (16)
indirgeme formiilleri gecgerlidir.
ispat:
[ZZdx = =22 4 ¢ alinarak f(x) bulunur. Daha sonra
f(x) (etb)m
.sz?dx=: &ngﬁ—C alinarak g(x) bulunur.
Teorem 4.
e"2 e"z
i) [dx —fnﬂh——;+C(x¢0n¢0) (17)
a(x+b) d 2a a(x+b) d a(x+b) 0
ii) f( oyt &% =50 T x_n.(x+b)" € n#0) (18)
indirgeme formiilleri gegerlidir.
ispat:
o2
. _e _ x
i) IEGde —+C alalim. h(x) pr— bulunur. Buradan da (17)
elde edilir.
ea(x+b)? ea(x+b)? ,
ii) f e dx = T alalim, buradan H(x) ’i bulur ve daha sonra
da (18) elde edilir. $imdi (18) Formilinde a=-1 ve b=0 alalim,
_x2 o2
fean ——fnldx— +C (x#0) (19)
bulunur. Asagidaki iki teoreml ispatsiz verelim.
Teorem 5.
i) fa;sfl ——fsmx _ os? —+C (x#0, n#0) (20)
cosa(x+b) _ Z_a sma(J\t+b)2 _ cosa(x+b) A
i) [ e (x+b)n+1 dx J (x+b)n-1 n(x+b)n (n=0) (21)
indirgeme formilleri gecgerlidir.
Teorem 6.
i) fﬂ:fl fcosx _ sin?® —+C (x#0, n+0) (22)
sma(x+b) _Z_a cosa(J\t+b)2 _ sma(x+b) A
ii) [ (x+b)n+1 “nd (x+pn-1 n(x+b)n ' (n=0) (23)

indirgeme formiilleri gecgerlidir.

5. BELIRLI INTEGRALLER OLARAK INCELEME
(INVESTIGATION AS SPECIFIC INTEGRALS)
Bu kesimde (1), (2), (9), (10), (15)---(18), (20)---(23)
formiilleri belirli integral olarak ele alinacaktir. Bazi integrallerin
belli integrasyon araliklari ig¢in yakinsak ya da 1raksak olup olmadigdi

PO - fonksiyonu (1), (9), (15), (17), (20) ve

xn+1
(22) formillerindeki fonksiyonu temsil etsin ve ¢>0, o>d>c olmak

arastirilacaktir. Simdi
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iizere, [cd]CIR (Reel sayilar kimesi) aralidi olsun. Bu halde

(d—c) dir. Ote vyandan |F(x)|<ef,3keR ya da |F(x)|<1
)

(x+b)n+1

d FQ ay| < EDL
C xn+1 = | e+t

fonksiyonu (2), (10), (lo6), (18), (21) wve (23)
fd G(x) dx| <

(x+b)nt1

dir. Eger

formiillerindeki fonksiyonu temsil ediyorsa, bu halde

%. d—c) dir. Ote yandan |G(x)| < ea(ktb)? 3 ¢ R va da |G(x)|<1 dir.
cl—

Boylece bu aralik ic¢in alinan tim belirli integraller vyakinsaktir.
Ayni sekilde, ¢<0, —oo<d<c¢ olmak iizere, [d,c]c R integrasyon araligdi
icin de ayni integrallerin yakinsak oldugu goriilebilir.

Teorem 7.

. o sinx? _ =

1) fO x—zdx = E . (24)

ii) [° SN = \/% ) (25)

iii) fms‘:fl dx (n>1) (26)
integralleri iraksaktir.

iv) f"oo“,’ffl dx (n>1) (27)
integralleri iraksaktir.

ispat:

i) (22) Formiilinde n=1 alalim. O zaman,

fooosmx dx Zf cosx?dx — 11m3_>+°o(smﬁ ) +lim, o+ (Sma) olur. Ote vyandan,

ma

fo cosx?dx = %\/% [5 ve 8] ve lim (T +limg o+(— ) =0 dar.

B-+oo
ii) ig¢in x=-t de@i@ken donisumi alinir.
lTI.(Z

iii) n> 1ligin hnl(———-+hmaﬁm{ —) = +o0 dir. Yani (26) integrali
1raksak bir limit 1Qer1r iv) ic¢in X——t degisken donisimi alinir. EJer
(24) veya (25) de x’= t defisken doniisiimi yapilirsa, ayrica (24) ve
(25) formiilleri birlikte ele alinirsa asagidaki sonug¢ elde edilir:

Sonug¢ II:

a) [7 5 dx _2\[ (28)

x2

b) f_""oo”""d z\[ (29)

dir.
Teorem 8. Asagidaki integrallerin tuml 1raksaktir.
1) f“”‘ffldx (n=1) (30)
ii) f"m”‘fj‘l dx (n>1) (31)
iii) f*““‘ffl dx (n>1) (32)
iIspat:

n=1 i¢in ispatlari yapalim.

i) O zaman (20) formiiliinde n=1 allnlrsa,
oo COS.X'

I =

COS(Z

dx =—2f sinx?dx — llmB_)Hx,(— +limgo+(——) olur.

COSCC

Ote yandan, fO sinx?dx = %\E [5,8] ve —llm(— +limg o+ (— ) = +oo.

ii) i¢in x=-t degisken doniisiimii allnlr.
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J-oo cosx? cosfB? cosa?

iii) icin dx =—2f sinx?dx — llm[;_,+w(

+11ma_,0+(

)_

) dir ve bu da 1iraksak bir ifadedir.

— 00

COS(Z

2
2 f_ow sinx?dx — limﬁﬁ_m(co;ﬂ hma_,0 =

n>1 icin benzer ispati yapariz.

Teorem 9.

k>0 yeterince biiyik bir reel sayi olsun. O zaman,

. oo sinx? ~ |7 .1

i) f% = dx =\[; +k.smﬁ (33)

ii) f__smx dx f+ksmk7 ) (34)
dir.

ispat:

i) fmsmx dx= 2f1 cosx?dx — llmﬁ_,+w( WE) 4 k. smk— dir.

Ote yandan f0+ cosx?® = [1" cosx?dx allnabilir ve k>0 reel sayisi ne

kadar c¢ok biiyik olursa yaklasiklik o kadar iyidir ki k - 400 icin
esitlik elde edilir. ii)ic¢in x=-t dedisken doniisimii alinir.
Uygulama:
k=100, k=1000 ve k=10000 ic¢in sirasiyla,
o sinx® o  sinx? sinx?
a) [1 5 —dx = \f+100 sm—1002 [ 5-dx = \f+1000 smloo02 ve [71 Toidx

100 1000 10000 *

E/J_+10000 sin—— olur.
10000

_1 2 1 2
b) [ 1008 gy \f+100 sin—, “1000 5 g f+1000 sin—  ve
- x 100 —o0 x 1000
1 2
[~ 0000 S g zﬁ 10000.sin—— olur.
2 10000
Teorem 10. Asadidaki integrallerin timil i1raksaktir.
i) [P (h>1) (35)
0 yn+1
.. 0 sinx
ii) [ o (n>1) (36)
iii) foosfffidx (n>1) (37)
iIspat:
i) (15) formlilinde n=2 alarak ispati yapalim,
i 1 i i 1 L
fsmxd =——fﬂdx—ﬂ——% +C elde edilir.
x3 2x2 2 «x
Bunu (0, w) araliginda integre etmek isteyelim;
+00 sinx o . .
Jo ——dx=7 [5, 7 ve 8] olduju icin
oo sinx . sin[? 1cos[i sina  cosa . C
Jh jg—dx=—z-—lnnpq+m[2ﬁ2 ]lnnaﬁwrkzﬁ-+ Za] olur. Ilk 1limitin
sonucu acik sekilde 0 dir. $1md1 ikinci limitin dederini arastiralim,
. sina = cosa cosa 1,. 1+cosa
Jﬁ0+[2a2-+ Za] lnnaq0+[ +— ] S limg o+ =+0 bulunur.
ii) x=-t degisken doniisiimi ele alinir.
L .. oo sinx 0 sinx oo sinx o . ..
iii) j;m;;de: fﬂn;;T +k 1 ©ldugu dikkate alinir. (n>2) icin

her bir improper integral iraksak integral icerir.
Teorem 11.

o ge~PX_pe—ax

a+b>0 olmak tizere, | dx integrali iraksaktir.

. 0 x2
Ispat:
0 e~ 04X —ax —aR R
(2) formilinden ——f ——dx = root =) ve
—bx R —br
;LTE——dx==-—f ———dx ——gnn—;—+hnyq0+e ) yazariz. Bu iki esitlikten,
—00
-bx pe—ax —-ax bx —aR -bR —-ar —-br
[P —dx=baf 7dx+lim(R_,oob—e ——a=——+ lim(grb——a"—)

bulunur.
27
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R —ax_,—bx b . —ar
Ote yandan, bajﬁoi——fi——dxzzabhig [3] dir. Fakat lnng_m+ber -
—br
aer ) limiti a=b icin vardir. Hipotezden a#b dir. Boylece
mae_bx—be_ax ) ) . ) . . .
L ———;;———dx integrali 1iraksaktir. Simdi, kesim 4 de elde ettigimiz

bazi1i formillerin ©&6zel durumlarini alarak vyaklasik hesaplamalarini
Simpson yontemi ile karsilastiralim:

K me ([
1120 4 4509+ 2890 + 4811 « 2512+ $813 + ZB14 ¢ 4E10+ 2590 + 4HIT ¢+ BI®

A N - o . F

55 + AH7 + 208 + 48O » 2510 + 4891 + 2612+ 4810 + 2834 + 4B15 + 2610 « 4817 + B8]

[Sapead BI0 1 /24 (B2 » 483 + 2654 - 41

Sekil 1. I, integralinin hesabi
(Figure 1. I, account of the integral)

Ornek 1: 11=f13i—z dx integralini hesaplamak ic¢in once 12=f13§ dx
integralini Simpson ydntemi ile hesaplayalim.

Bunun ic¢in matematik yazilimi olan Geogebrada [l ve 3] araligini
16"ya bolerek vyaklasik olarak hesaplayalim. [, integralinin Simpson
yontemi 1ile vyaklasik deeri 8.03873 olup vyazilim vyardimiyla bu
integralin sonucu da 8.03871'dir. Simdi ispatladiimiz (5) formilt ile
I; de§erini hesaplayalim. Bunun ic¢in (5) formiilinde n=1 aldigimizda
L=[%ax=211Cqx - é(0—!)]3 olur ve buradan I =803873 —% +e= 4.06183
1 1 x2 171 x 1 ~x’ly 1 ’ 3 )
bulunur.

Simdi I; integralini Simpson yoéntemi ile hesaplayalim. Bunun ic¢in

I, integralini [1 wve 3] aralidini 16 es parcaya bdlerek Geogebra
vaziliminda Sekil 2’de gdriildigi gibi hesaplayabiliriz:
I; integralinin Simpson ydntemi ile hesabi Sekil 2’den de goriildugi
gibi 4.06186 olarak Dbulunmustur. Yazilimda bu integralin degeri
4.06182"dir. (5) formili araciligi ile 4.06183 olarak bulmustuk ki bu
deger daha iyi yaklasik bir degerdir.
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Macs FEN v 2 (D |

[Bapmaleay 1734780 - &5 384+ 45 B12 4 13+ 14« TS 4 3518« 1T+ A1k

Sekil 2. I; integralinin hesabz
(Figure 2. I; account of the integral)

1.4C . . )
fgfdx integralini her iki yolla hesaplayalim:

. . . . . . 14C
(9) formiildi ile wverilen integrali hesaplamak ic¢in Once Q,=J;6 2 dx
integralinin yaklasik dederini Simpson yoéntemi ile bulalim. Bunun ig¢in

yine Geogebra yazilimini kullanalim.

Ornek 2: I3 = [,

\ B W AKE0 e JEID AR 2512 « ABTD 4 2804 « 4515 5 2808 « 4077 « B18G
o “ A N c 0 t
' fx
2 38
\ 2 bl 9 th
\ fizy = O ‘ o1
\ o § R
\ o "
T 185
8 & 0 BURTTTAS
) “ o 6122
» ~ » | 0 240209
L < L

a4

- Q 1"
- 1 1"
1 “‘
i o il
e e T s —_— g
] ' ‘ T s Ty " -~
" \
Al
"
%
[ Sons
3« 415+ I8V« 4B + 10 3810 4 B

[Fawd B3O 11 013 + A1) 4 254  4FLS + 3683 « 257 + J608 4 4E00 + 10 4 411 +

Sekil 3. I, integralinin hesabz
(Figure 3. I, account of the integral)

Sekil 3’den de gorildigi gibi I, integralinin Simpson yontemi ile
[0.6, 1.4] araligini 16 es parcaya bdlerek hesapladigimizda yaklasik
olarak 0.4842788157 br? olarak bulduk. I3 integralinin (9) formiilii ile
hesaplanacadini ispatladik. Buna gdre n=2 icin (9) formiliinden
1.4 cosx sinx] 14
[ya 2 dx = 04842788157 + [— 22 + 22| "~ 0.7422120299
6 x 2x 2x 1o
bulunur. Geogebra vyardimiyla ayni integral Simpson yontemi ile
yapildiginda yaklasik degeri Sekil 4’'te gorildigt gibidir.

cosx

13:
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I - L

2 somx; |
gt B30 160 (Ha + G55 + J04 » 435 + 258 + 461 + 7800 ¢ 450 » JM0 + 2311 4 517+ AT + 81

Sekil 4. I; integralinin hesabi
Figure 4. I3 account of the integral)

Sekil 4’den de goriildigi gibi yazilimda I; integralinin hesabi
0.7422127888 olup Simpson yontemi ile hesabi sonucu 0.7422549313
olarak bulunmustur. GOruldigu gibi (9) formilt ile bulunan 0.7422120299
sonucu daha iyi bir sonucgtur.

.. 4 . o :
Ornek 3: g==j;655;dx integralinin sonug¢larini benzer sekilde

Geogebra yazilimi yardimiyla karsilastiralim. Yazilimda bu integralin
sonucu 2.001895148 olarak elde edilir. Simpson yontemi ile [2,4]
araligini 16 es parcaya bodlerek elde ettigimiz sonug¢ 2.0020207032"dir.
(7) formiliini kullanarak elde ettidimiz sonug¢ ise 2.0018990376’dir.
Buradan (7) formiilinin daha iyi sonuc¢ verdigi gorilmektedir.

Ornek 4: L5=J:;;$E;dx integralinin dederlerini benzer vyollarla

bulup karsilastiralim. Geogebra vyazilimindan bu integralin sonucu
0.1190628095 olarak bulunmustur. Yine bu integralin sonucu [0.2, 1.2]
aralidini 16 es parcaya bdlerek Simpson yéntemini uyguladigimizda
sonucu 0.1190604718 olarak buluruz. (16) formilinde a=2, b=1 ve n=3
olarak alip uyguladigimizda integralin sonucunu 0.1190634388 olarak
buluruz. Bu sonucun daha yaklasik bir defer oldudu gdriilmektedir.

6. BIR EK: (HEMEN HEMEN CAUCHY ESAS DEGERLERI)
(AN APPROPRIATE: (QUANTITY OF CAUCHY IMMEDIATELY))
Bu kesimde, diger kesimlerde verilen Dbelirli integrallerin 1.
Tip ve 2. Tip “Hemen Hemen Cauchy Esas Deferleri” tanimlanacak ve bazi
integrallerin bu dederleri hesaplanacaktir.
Tanim 1: (1. Tip Hemen Hemen Cauchy Esas Degerleri (h.h.V.P;))

[ f(x)dx integrali sonlu sayida elemanter fonksiyonla ifade
edilemeyen bir integral ve A(x) ve B(x) iki fonksiyon olmak {izere,
[A(x)dx =[ f(x)dx+B (x) bir indirgeme formiilii olsun.

a) Eger, V.P“tlfo)dx+hnmqw(B(R)—-B(—R)) varsa, fj;A(x)dx improper
integralinin 1.Tip hemen hemen Cauchy esas de§eri wvardir denir ve
heh.V.Py [ A(x)dx=V.P.[" f(x)dx+limg_(B(R) — B(-R)).

Asagidaki tanimlari yapmis oldudumuzu varsayalim;

b) Eger,  V.P.[f(x)dx+lim,_,+(limge(B(R) —B(r) varsa, [ A(x)dx
improper integralinin 1. Tip hemen hemen Cauchy esas dederi vardir
denir ve h.h.V.P [°A(x)dx=V.P. [ f(x) dx+lim,_ o+ (limg_c(B(R) — B(r)).
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c) Eger, V.P.[° f(x)dx+Rimg.,(lim,o-(B(r) —B(-R) varsa, [ A(x)dx
improper integralinin 1.Tip hemen hemen Cauchy esas degeri vardir
denir ve h.h.V.P, [° A(x)dx= V.P.[ _f(x)dx+Rimg_e(lim, o-(B(r) —B(R) yazilir.

Bu iki tanimin sirasiyla L?f(x)dx ve mef(x)dxintegrallerinin
Cauchy esas dederleri ile cakistidi gorilir.
Tanim 2: (2. Tip Hemen Hemen Cauchy Esas Degerleri (h.h.V.P ,))

[f(x)dx integrali sonlu sayida elemanter fonksiyonla ifade edilemeyen
bir integral ve A(x) ve B (x) iki fonksiyon olmak lzere,

[A(x)dx=[ f(x)dx+B (x) olsun.

a) Eger, fj;f(x)dx + limgL,(B(R) —B(R)) varsa, fj;A(x)dx improper
integralinin 2. Tip hemen hemen Cauchy esas de§eri vardir denir ve
hohV.Py [Z A(Gx)dx= [ f(x)dx+limg o (B(R) — B(—R)).

Asagidaki tanimlari yapmis oldudumuzu varsayalim;

b) Eger, Lff(x)dx+hnyqo+ﬂhnRﬁw(B(R)—-B(r) varsa, _gnA(x)dx improper
integralinin 2. Tip hemen hemen Cauchy esas dederi vardir denir ve
h.hV.P, [  A(x)dx=], f(x)dx+lim, o+ (limp_e(B(R) — B(r)).

c) Eger, [° f(x)dx+Rim, q(lim,,o-(B(r) —B(R) varsa, [ . A(x)dx
improper integralinin 2. Tip hemen hemen Cauchy esas dederi vardir
denir ve h.h.V.P, [° A(x)dx=["_ f(x)dx+Rimge,(lim,.o-(B(r) —B(-R) yazilir.

Bu iki tanimin da sirasiyla er(x)dx ve finf(x)dxintegrallerinin
gercek degerleri ile cakistigi gorilir.

Teorem 12.

n=>1 bir dogal sayi olmak iizere,

i) thPlfmsz':fldxz—ﬁ . (38)
ii) hhvplfwczfj‘ld =0. (39)
v
lll) thPZf dx— (— )n m (40)

dir.

iIspat:

Ispatlari time varim yéntemiyle yapiyoruz.

i) n=1 ic¢in; (15) formiili de g&éz oniine alinirsa,h. hVPlfDo ﬂnxdx—
V.P. —foo ﬂdx — —llquoo (st + Cosk _ (M + %)) olur. Ote vyandan, V.P.

R2 R -R
o smx n . sinR CcoSR sin(—R) cos(—R Lo
) 2 {1, 2, 5 VE 7] ve liMpe (T +28 - (24 2H) 0. piger

bir 1fadeyle,

-0 x

hhV.P [ T dx = -2 T (41)
n=2 icin ; (15) formulu de goz onine alinirsa,

f°° Siﬂ —_— (_f°° ﬂ _ 1 sinx | cosx _l“ﬂ_icosx) 1 B d d

o0 5 = o . Tt 13 a0 olur. Buradan da,

thPlf‘”ﬂd %}% ) (42)
Simdi (38) formilinin dodruludunu kabul edelim. O zaman,
J-oo sinx dx = 1 foo sinx d _( 1 sinx 1 cosx) 1dud ..

oo yzn¥3 AX = (2n+2).(2n+1) Yo x2n+1 2n+2 x27+2+ 1 (2n42).(2n+1) x21+1 ordugu tein,
© sinx _ 1 . 1 sinR 1 cOoSR _ 1 sin(—R _
h.h.V.Py f—OOxZ"+3dx_ (2n+2).2n+1) " 2n! limgc, (2n+2R2n+1 (2n+2).(2n+1) RZ™1  2m42 (—R)21+1
(zmz)l(znﬂ)(fgg;’jl) olur. Burada ki limit O dir. Yani,
o sinx ™ 1 T

h.-h.V.Py f—oo x2n+3 dx = o0 C(ntl.2ntz) | (2n+2)! (43)
bulunur.

ii) nin ispati ic¢in (9) Formili g6z Online alinir ve aynili ispat

yolunu izleriz. Bunun ispatini sadece n=1 ic¢in yapalim; (9) Formili de
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g6z oniine alinirsa, hhV.P fw 2 dx=-V.P. —foo P dx + - l1mR_>Oo (——C:ZR +—S’:R -
??gf..ﬂ%%ﬁg olur. Ote yandan, V'P fw amxdx 0 [2, 5 ve 7]
. __CosR ﬂ _ cos(—R _ sin(— R)) _ , ,
ve hnmqw( 2 = R — 0 dir. DiJer bir ifadeyle,
[ee)
h.h.V.Py [2 =5 dx=0. (44)

iii) nin lspatl icin ise (19) Formiildi gdz Online alinir. Ayni
ispat yolu izlenir. Var sayalim ki (40) Formiilil doJrudur. O zaman,

-2 1 o e=x° 1 e-R ~(-R?
h.h.V. P2 f —dx = —-2. (mh h.V. P2 f_mﬁdX) — mhmR—wo (W - (_R)m)=

00 x2Nn+2
Vi . .
n o
(=2)™. (- 2)2n+11357 oD +0 olur. DiJer bir yazilisla,
2
—(—_o\n+1 Vi

h.h.V. PZf oo x2n+2 aezdx =(=2) "1.3.5.7..(2n-1).(Zn+1) (43)
Sonu¢ III:

. 2
a) h.h.V.P, [j %dx =ﬁ

0 2
b) h.h.V.P, [’ ﬂz@x:ZJgdny
ispat:
(o) inr?
a) hhV.P, |, ST e 2f cosx?dx — hmR_,,,oo(st +lim,._ g+ %) =\E bulunur.

Ote yandan, Teorem 7 i) den fwsmx dx nin gercek dederi de J% dir.
b) hhV.P[" Sl;f dx=2[° cosx?dx — llmR_)Jroo(st y) :2_\/% bulunur.
NOT: h.h.V.P; ve h.h.V.P, tanimlari tesadiifi olarak ortaya
¢cikmistir. Bazi improper integralleri literatiirdeki ilgili

kavramlariyla hesap etmek isterken bir hata vyapilmistir. Bu hatal1
hesaplamalar ¢ok diizglin bir netice vermistir. Bu diizgin neticeler
h.h.V.P; ve h.h.V.P, tanimlarini yapmaya yoneltmistir. Bunun ig¢in bu
makalenin h.h.V.P; ve h.h.V.P,'i iceren 6. Kismi “BIR EK” olarak
adlandirilmistir.

7. SONUC, TARTISMA VE ONERILER
(CONCLUSION, DISCUSSION AND RECOMMENDATIONS)

Ly, (2), 5, (), (1), 8), (9, (10), (15), (le), (17), (18),
(20), (21), (22) wve (23) 1Indirgeme formilleri Dbir baska belirsiz
integal bulma ydntemiyle elde edilebilir. Biz bu formitlleri, tahmin
yliriterek ve belirsiz integral tanimini kullanarak elde ettik. Her bir
indirgeme formillerinin do§rulanmasi herbirinin iki tarafinin tirevi
alinarak goriilebilir. Ornedin ispatsiz olarak verdidimiz (20)----- (23)
formillerinden (23) formilinin dodrulanmasini yapalim; esitligin iki
yaninin tirevini alalim,

sina(x+b)® _ 2a cosa(x+b)® (Zan(x+b).cosa(x+b)2—nz(x+b)"_1.sina(x+b)2) __sina(x+b)?
x+b)*+t T T (xtb)1 n2(x+b)2n T (x+b)nH1
Bir improper integralin Cauchy Esas Degeri (V.P.) ve gercgek

degeri  tanimlari ele alindiginda, bu integralin a)h.h.V.P; ve
a)h.h.Vv.p, tanimlarinin bu tanimlarindan farkla tanimlar oldugu
goriilir. EgJer Cauchy Esas Degeri (V.P.) ve gercek degeri birbirine
esitse, h.h.V.P; ve h.h.V.P, degerleri de birbirine esittir. h.h.V.P;
ve h.h.V.P, tanimlarinda gecen [A(x)dx integrali de, [A(x)dx=/ f(x)dx+B (x)
kosulundan dolayi sonlu sayida elemanter fonksiyonla ifade edilemeyen
bir integraldir. Ote vyandan,[A(X)dx-[f(x)dx=B(x) dir. Tim indirgeme
formilleri tekrar ele alinirsa, B(x)’in sonlu sayida elemanter
fonksiyonla belirtilmis oldugu goértlebilir. Bu baglamda (5) Formiilinl

. - e* . .
gbz onlne alirsak f;;;dx integralinin, sonlu sayida elemanter
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. . . 1 pe* \ .. e*fo! 1! 2!
fonksiyonla ifade edilemeyen —Jl—dx integrali ile B(x )Z_ZT}' =zt
(k— D‘

-+ + - +_@ D] +C fonksiyonunun (sonlu sayida elemanter fonksiyonla

belirtllmls) toplamindan olustudu goriliir. Bu tarz acilimlar (8),
(10), (15), (16), (18), (20), (21), (22) wve (23) indirgeme formiilleri
i¢in de yapilabilir.

X
Sonlu sayida elemanter fonksiyonla ifade edilemeyen f%;dx,

cosx sinx 2 —x2 1 X Lo . .
1] f———dx [e* dx, [e™ dx,_fa;dx, _fa;dx .. gibi integraller belli
blr arallkta Taylor serisi yardimiyla yaklasik olarak c¢oézilebilir [3
ve 9]. O zaman, bu yalin integrallerle ifade edilebilen (1), (2), (5),
(6), (1), (8), (9, (10), (15, (le6), (17), (18), (20), (21), (22) ve
(23) indirgeme Formiillerinde esitligin sol tarafinda bulunan genel
integraller, bu indirgeme formlilleri sayesinde daha 1iyi vyaklasik
olarak hesaplanabilir

.. .. 3 g
Ornegin, L m —dx = a olsun, (8) Formuluni kullanarak,

3_x 2n+1 32 2nl 2n—2 2n-3 -1 22 on—1
X dy~ _ 3 N
5 (It T s YamE T i Tt (- DG 3)n) — G
on—2 on-3
P —_ |
+(ln2)2 t25-5 (In2)3 +-t (n 1) (l 2)" ) bulunur.

Benzer sekilde, f ——dx =f ise, (5) Formulinden,

X
[2Edx ————(——+ ot 20

1 yxn+1 2 22

)+ (0 +11+2++(m—-1)!)  bulunur.

00 g=X2
fl %dx| <yJVm+6e ! oldugu

(18) Formulu yardimiyla 3y,56R+igin,
0 e X
gdsterilebilir, vyani L ;Efdx improper integrali vyakinsaktir. Ayni
sekilde, Bu Indirgeme Formiilleri yardlmlyla,_ﬂnA(x)dx improper
integrallerinin yakinsak ya da i1raksak olduklari arastirilabilir.
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