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HISSE SENETLERININ FIYATLANDIRILMASI iCIiN YENI BiR
STOKASTIK MODEL ONERISI

Aladdin SAMILOV* Batuhan BOZDAG*

OZET

Bu makalede genel olarak hisse senetlerinin modellenmesi icin kullanilan
Samuelson modeline alternatif bir stokastik diferansiyel denklem modeli ele
almmustir. Ik olarak, her iki model icin parametrelerin tahmin formiilleri
verilmis ve New York Stock Exchange (NYSE)'de islem géren Motorola hisse
senedinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri arasi giinliik kapanis fiyatlar: veri seti
icin parametre degerleri elde edilerek Euler semalart kurulmustur. Daha
sonra her iki modelden elde edilen fiyat tahminleri tablolar ve sekiller halinde
verilmigtir. Son olarak, modeller Euclid metrigi kriterine gore karsilagtiriimis
ve alternatif modelin bu veri seti i¢in Euclid metrigi kriterine gore Samuelson
modelinden biraz daha iyi sonuglar ortaya koydugu goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Stokastik diferansiyel denklem, Samuelson modeli, Hisse senedi, Euler semasi.

1. GIiRIS

Bilindigi gibi hisse senedi fiyatlarinin tahmin edilmesi problemi 6nemli bir problem
olarak her zaman dikkate almmustir. {1k olarak L. Bachelier hisse senedi fiyatlarin

Xt w) = X(0, w) + put+ oWi(t,w) (1)

stokastik siireci ile modellemistir (Cootner, 1967). Burada H, (1.5, P) olasilik uzay1
iizerinde tammlanmis  E(|X]*) <o kosulunu saglayan rassal degiskenlerin

x| = (£ [I.\'i:)'}i'ﬂ normuyla birlikte bir Banach uzayr ve S, (0,5, P)x[0,T]

5

rT

tlizerinde tanimlanmis E[X(t)["dt < oo kosulunu saglayan stokastik siireclerin

Jo
X ()l = [“Fr: E|x(£)[*dt)™*  normuyla birlikte bir Banach uzayr olmak iizere,
W(-,-)ES Wiener siireci, X(0, -) € R ise hisse senedinin baslangi¢ degeridir.
Ancak bu model negatif degerler alabildiginden ve hisse senedi fiyatlar1 hi¢ bir zaman

negatif olamayacagindan giiniimiizde gegerli bir model degildir. P.A. Samuelson (1965)
ise hisse senedi fiyatlari i¢in

pr—— e+ oWiE, e

) | 2] .
Xt ) = X(0, )V = (2)

modelini 6nermistir. Daha sonra bu modelin
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X(tw)=X%X(0,w) +uf X(s,w) ds+ o [ X(s,w)dW(s, ) (3)

o Jg

integral denkleminin bir ¢oziimi oldugu goriilmiistiir. Burada birinci integral bir
Lebesgue integrali (Samilov, 2007) ikinci integral ise It6 integralidir (Allen, 2007). Bu
integral denklem sembolik olarak

dX(t, w) = u X(t, w)dt + X (t,w)dW (L, w) (4)

seklinde gosterilir ve bu denkleme ise Itd stokastik diferansiyel denklemi (ISDD) denir.
Bu model giinlimiizde hisse senetlerinin modellenmesi i¢in siklikla kullanilan bir
modeldir. Biz ise bu makalede Allen (2007)'de iki hisse senedi i¢in verilen modelin tek
hisse senedi i¢in 6zel bir halinin gelistirilmesi ve bu model ile (3) modelinin ayn1 veri
seti lizerinde karsilagtirmasi tizerine ¢alistik.

2. MODELIN GELISTIiRILMESI

H(t, x) hisse senedinin t anindaki fiyatim gostermek iizere, kiigiik bir At zaman
degisimi i¢indeki hisse senedi fiyatindaki degisimi 4 ile gosterelim. Bu durumda 44
degisimi i¢in {i¢ durum s6z konusu olur. Bu degisimleri AH = 1, AH = —1ve 4H =0
ile gosterelim. Burada kiigiik 4t degisimi i¢cin 44 = 1 hisse senedi fiyatindaki bir
birimlik artisi, 4H = —1  bir birimlik azalis1 ve AH = Oise hisse senedi fiyatinda

herhangi bir degisim olmadigin1 gosterir. Hisse senedi fiyatlarindaki degisim
olasiliklariin hisse senedi fiyatlariyla dogru orantili oldugu varsayilir (Allen, 2007). Bu
kabulle birlikte fiyatlardaki degisimler ve bu degisimlere karsilik gelen olasiliklar Tablo
1'de verilmigtir.

Tablo 1. Degisimler ve degisimlere karsilik gelen olasiliklar

AH Olasilik
AH; =1 p, = b(t,x)HAt
AH, = —1 | p, =d(t,x)HAL

AH; =0 |p3=1—(p, +p;)

Burada b(t,x) ve d(t, x) hisse senedinin kazang ve kayip oranlarim gostermektedir.
P(t, x) hisse senedi fiyatinin ¢ anindaki olasilik yogunlugu olmak {izere toplam olasilik
kuralindan

P(t+At,x) =P(t,x)[1—(p, +p,)] (%)

+b(t,x —1)HP(t,x —1)At
+d(t,x + 1)HP(t,x + 1)At

yazilabilir. Tkinci ve {iglincii toplananlarm (f,x) noktasi civarinda ikinci mertebeden
Taylor agilim polinomlari
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) i 2(PEH) 2*(PLH) _
(t,x—1)P(t,x—1)H * PbH — T (6)
d(PdH) &°(PdH) )
d(t,x+ 1)P(t,x + 1)H & PdH + - . (7)
dx dx*
seklinde yazilabilir. (6) ve (7)’yi (5)’te yerine yazarsak
P(t+ At,x) =P(t,x)— P(t,x)bHAt — P(t,x)dHAt
3(PbH) 8% (PbH)
+PbHAL— At + —— At
dx dx*
) d(PdH) @*(PdH)
+PdHAL + — At+ At (8)

dx dx’

elde edilir. Buradan da ilgili diizenlemeler yapildiktan sonra At = 0 i¢in P(f, x)'in
yaklasik olarak

(- d)PH) 6 x

d*(b+d)PH
X))+ ————
dx

apP

P x) = X g
o (t,x) ox (t,x) (9)
Fokker-Plank (ileri Kolmogorov denklemi) kismi tiirevli diferansiyel denklemini
sagladigir goriliir. Burada (. x) ile (9) denklemine ait kismi tiirevlerin deger aldigi

noktalar gosterilmektedir.

Diger yandan
dH(t,w) = (b —d)H(t, w)dt + (b + d)H(t, w)dW(t, w) (10)
H(t,, tu:I = H,

ISDD'nin ¢6ziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksyonunun da (9)
denklemini sagladig It6 lemmas1 (Allen, 2007) ve varyasyon hesabin du Bois-Reymond
lemmas1 (du Bois-Reymond, 1879) yardimiyla ispatlanabilir. Bu nedenle (10) denklemi
hisse senedi fiyatlar i¢in uygun bir model olarak alinabilir. Bu modelde parametreler
birer degisken olmalarma karsin biz bu parametreleri, parametre tahmin islemlerini
basitlestirmek amaciyla (b — d) = @ ve (b + d) = ¥ olarak kabul ettik.

3. MODEL PARAMETRELERININ TAHMINi

Denklem (10) ve (3)'ten fiyat tahminleri yapilabilmesi i¢in model parametrelerinin
tahmin edilmesi gerekmektedir. Model parametrelerinin tahmin edilebilmesi i¢in ise
Allen (2007)'de verilen parametrik olmayan yontem kullanilabilir . Buna gore (10)
denkleminin @ ve v parametrelerinin ‘@ ve ¥ tahminleri i¢in

- 1 Z{;_Dl [~'1.:+1 B x:-} - 1 EI:"‘r-=_l?l.(J‘.:—‘.I. _I:):
g=—

— = J - 11
ah Dot RV V5 ()

formiilleri, (3) denkleminin ¢ ve & parametrelerinin /i ve & tahminleri i¢in ise
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N-1p. . | N-17. R
_[{: i‘ E::.:. [’:_;1 -1‘-] c; _ |i1 Z::,} (:‘_'.1 q .I:j (13)
Ah X \Iﬂn i
formiilleri gegerli olur. Burada x,, i = 0,1, ..., N veri degerleridir. Goriildiigii gibi i =g,

5 = 1 dir.
3.1 Niimerik Coziim

Ele alinan stokastik diferansiyel denklem (SDD)'leri niimerik olarak ¢6zmek i¢in Euler-
Maruyama (EM) yontemi kullanilmigtir. Genel anlamda

dx(t) = f(t.x(6))dt + g(¢, X (t) }dw (t)
seklindeki bir SDD'nin EM semasi i = 0,1, ..., N — 1 i¢in agagidaki gibidir:

Yiiq(@) = ¥ (@) + F(t. Y (@))}At + g(t, ¥;(w) )AW, (w),
YD(wj = X(0,w)

Burada ¥, (w) ® X(t,w),t, =i At, At =T/N, ve
AW, (w) = (W (., w) —W(t,w))~ N(0,At) dir (Kloeden ve Platen, 1999).
Genel EM semasina gore denklem (10)'uni = 0,1, ..., N — 1 i¢cin EM semast
Y,11(0) = ¥,(0) + .Y, (0)8t + V¥, (w)atn,(w) (13)

Yo(w) = X(0,w)
olmakta, denklem (3) igin ise;

Y.iq(@) = ¥,(@) + u ¥ (w)At + o ¥ (@)VAtn,(w) (14)

¥plw) = X(0,)
olmaktadir. Burada 7, ~ N(0,1) rassal degiskenler olup EM semasi uygulandiktan
sonra tahminler elde edilen ger¢eklesmelerin ortalamalari olarak alinir.

4. BULGULAR

Model parametrelerinin elde edilebilmesi ve modellerin karsilastirilabilmesi i¢in New
York Stock Exchange (NYSE)'de islem géren MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-
11.05.09 tarihleri arasi giinliik kapanis fiyatlar1 veri seti ele alinmistir (NYSE, 2010).
Bu verilere gére 4 h =1 olmak iizere (11) ve (12) formiillerinden elde edilen
parametre tahminleri ¢ = 0.01296, ¢ = 0.01044, i = 0.01296 ve ¢ = 0.04486, (13)

ve (14)'te yerlerine konulduktan sonra (13) ve (14) semalar1 50000 gerceklesme ve
At =1/128 i¢in uygulanmis ve sonuglar Tablo 2'de gergcek degerlerle birlikte
verilmistir.
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Tablo 2. Gerg¢ek endeks degerleri ve EM tahminleri

Gergek | (13) ile | (14) ile Gergek | (13) ile | (14) ile Gergek | (13) ile | (14) ile

Fiyat | Tahmin | Tahmin Fiyat Tahmin | Tahmin Fiyat Tahmin | Tahmin
1 |3.96 3,9600 | 3,9600 | 13 | 4.54 4,6299 | 4,6294 | 25 | 5.81 5,4140 | 5,4137
2 | 431 4,0107 | 4,0109 | 14 | 4.54 4,6896 | 4,6895 | 26 | 5.71 5,4800 | 5,4797
3 1423 4,0613 | 4,0616 | 15|49 4,7511 | 4,7505 | 27 | 5.81 5,5507 | 5,5503
4 1420 4,1187 | 4,1185 | 16 | 4.81 4,8109 | 4,8112 | 28 | 5.96 5,6241 | 5,6242
5 | 4.55 4,1719 | 4,1718 | 17 | 4.68 4,8681 | 4,8688 | 29 | 5.53 5,6839 | 5,6837
6 | 437 4,2222 | 42225 | 18 | 4.87 4,9334 | 49337 | 30 | 5.54 5,7545 | 5,7536
7 |4.20 4,2783 | 42785 | 19| 5.10 5,0101 | 5,0093 | 31 | 5.71 5,8544 | 5,8538
8 423 4,3302 | 4,3306 | 20 | 5.56 5,0697 | 5,0698 | 32| 5.87 59161 | 5,9153
9 1433 4,3864 | 43871 |21 | 524 5,1336 | 5,1340 | 33| 6.31 5,9990 | 5,9977
10 | 4.63 4,4480 | 4,4482 | 22 | 5.57 5,1866 | 5,1876 | 34| 6.22 6,0711 | 6,0711
11 | 4.56 4,5112 | 4,5108 | 23 | 5.66 5,2660 | 5,2659 | 35 | 6.50 6,1431 | 6,1426
12 | 4.69 4,5612 | 4,5616 | 24 | 5.51 5,3383 | 5,3381 |36 6.27 6,2335 | 6,2329

Ayrica sirastyla Sekil 1 ve Sekil 2'de (13) ve (14) ile yapilan tahminler ve gercek
degerler grafiklendirilmistir.

e B ; . ; ; : .

&

= wfeh

|E B Lk

o

2 g - - EM Tahminleri

E g . . . | —*— Gergek Degerler
] a 10 15 20 25 30 35

" : - - - - '
5 2l
.:",:P B o L
bt
—% -+ EM Tahminleri
E g . . . —4+— Gergek Dederler

0 5 10 15 20 25 a0 35

Zaman

Sekil 2. Samuelson modeli tahminleri ve gercek degerler

Bu calismada model karsilastirma kriteri olarak R**'min Euclid metrigi, yani
i=0,1,..,35 i¢in x = (xy,x,,...,x5-) vektorii gergek deerleri, & = (%, %y, ..., Ts2)
vektorii ise tahmin degerleri gostermek iizere, d(x, %)= (XE,(x. — )7 )
kullanilmistir. Bu formiilde £'* ile (13) tahmini ve ¥'* ile (14) tahmini gosterilmistir.
Tablo 2'de verilen degerler yardimiyla hesaplanan uzakliklar ise (10) ve (3) igin

d(x, Y} =1.33211564190 ve d(x, "% ) = 1.33230877749 olarak elde edilmislerdir.

Bu sonug ise alternatif modelin Samuelson modelinden ele alinan veri seti i¢in biraz
daha iyi sonuglar verdigini gostermektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismada, hisse senetlerinin modellenmesi i¢in kullanilan Samuelson modeline
alternatif bir stokastik diferansiyel denklem modeli ele alinmistir (bkz denklem (10)).
[lk olarak, her iki model i¢in parametrelerin tahmin formiilleri verilmis ve bir uygulama
yapilmigtir. Son olarak, modeller Euclid metrigi kriterine gore karsilagtirilmis ve
alternatif modelin bu veri seti i¢in Samuelson modelinden biraz daha iyi sonuglar ortaya
koydugu goriilmiistiir. Bu ¢alismada yalniz bir veri seti tizerinden tek bir tahminle
sonuglar elde edilmistir. Kapsamli bir simiilasyon g¢alismasi ile modelin istatistiksel
anlamliligina bakilabilir.
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A NEW STOCHASTIC MODEL FOR STOCK PRICES

ABSTRACT

As an alternative to the widely used Samuelson model, a stochastic differential
equation model for modeling the stock prices is investigated. Firstly, the
formulas for estimating the parameters are given for both models. Then Euler
schemes are constructed via estimating the values of parameters for daily
closing prices of Motorola stock, which is traded in New York Stock Exchange
(NYSE), between the dates of 03.20.09-05.11.09. Estimated prices from both
models are illustrated in figures and tables. Finally, both models are compared
through Euclidean metric criteria and it has been shown that alternative model
suggests slightly better results when compared to Samuelson model.

Keywords: Stochastic differential equation, Samuelson model, Stock, Euler scheme.
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