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H�SSE SENETLER�N�N F�YATLANDIRILMASI �Ç�N YEN� B�R
STOKAST�K MODEL ÖNER�S�

Aladdin �AM�LOV*  Batuhan BOZDA�*

ÖZET

Bu makalede genel olarak hisse senetlerinin modellenmesi için kullan�lan
Samuelson modeline alternatif bir stokastik diferansiyel denklem modeli ele 
al�nm��t�r. �lk olarak, her iki model için parametrelerin tahmin formülleri 
verilmi� ve New York Stock Exchange (NYSE)'de i�lem gören Motorola hisse 
senedinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri aras� günlük kapan�� fiyatlar� veri seti 
için parametre de�erleri elde edilerek Euler �emalar� kurulmu�tur. Daha 
sonra her iki modelden elde edilen fiyat tahminleri tablolar ve �ekiller halinde 
verilmi�tir. Son olarak, modeller Euclid metri�i kriterine göre kar��la�t�r�lm��
ve alternatif modelin bu veri seti için Euclid metri�i kriterine göre Samuelson 
modelinden biraz daha iyi sonuçlar ortaya koydu�u görülmü�tür. 

Anahtar Kelimeler: Stokastik diferansiyel denklem, Samuelson modeli, Hisse senedi, Euler �emas�.

1. G�R��

Bilindi�i gibi hisse senedi fiyatlar�n�n tahmin edilmesi problemi önemli bir problem 
olarak her zaman dikkate al�nm��t�r. �lk olarak L. Bachelier hisse senedi fiyatlar�n�

stokastik süreci ile modellemi�tir (Cootner, 1967). Burada ,  olas�l�k uzay�
üzerinde tan�mlanm��  ko�ulunu sa�layan rassal de�i�kenlerin

 normuyla birlikte bir Banach uzay� ve ,

üzerinde tan�mlanm��  ko�ulunu sa�layan stokastik süreçlerin 

  normuyla birlikte bir Banach uzay� olmak üzere, 
 Wiener süreci,  ise hisse senedinin ba�lang�ç de�eridir. 

Ancak bu model negatif de�erler alabildi�inden ve hisse senedi fiyatlar� hiç bir zaman 
negatif olamayaca��ndan günümüzde geçerli bir model de�ildir. P.A. Samuelson (1965) 
ise hisse senedi fiyatlar� için 

modelini önermi�tir. Daha sonra bu modelin 
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integral denkleminin bir çözümü oldu�u görülmü�tür. Burada birinci integral bir 
Lebesgue integrali (�amilov, 2007) ikinci integral ise Itô integralidir (Allen, 2007). Bu 
integral denklem sembolik olarak 

�eklinde gösterilir ve bu denkleme ise Itô stokastik diferansiyel denklemi (ISDD) denir. 
Bu model günümüzde hisse senetlerinin modellenmesi için s�kl�kla kullan�lan bir 
modeldir. Biz ise bu makalede Allen (2007)'de iki hisse senedi için verilen modelin tek 
hisse senedi için özel bir halinin geli�tirilmesi ve bu model ile (3) modelinin ayn� veri 
seti üzerinde kar��la�t�rmas� üzerine çal��t�k.

2. MODEL�N GEL��T�R�LMES�

 hisse senedinin  an�ndaki fiyat�n� göstermek üzere, küçük bir  zaman 
de�i�imi içindeki hisse senedi fiyat�ndaki de�i�imi  ile gösterelim. Bu durumda 
de�i�imi için üç durum söz konusu olur. Bu de�i�imleri ,  ve 
ile gösterelim. Burada küçük  de�i�imi için  hisse senedi fiyat�ndaki bir 
birimlik art���,   bir birimlik azal��� ve ise hisse senedi fiyat�nda
herhangi bir de�i�im olmad���n� gösterir. Hisse senedi fiyatlar�ndaki de�i�im 
olas�l�klar�n�n hisse senedi fiyatlar�yla do�ru orant�l� oldu�u varsay�l�r (Allen, 2007). Bu 
kabulle birlikte fiyatlardaki de�i�imler ve bu de�i�imlere kar��l�k gelen olas�l�klar Tablo 
1'de verilmi�tir.

Tablo 1. De�i�imler ve de�i�imlere kar��l�k gelen olas�l�klar

Olas�l�k

Burada  ve  hisse senedinin kazanç ve kay�p oranlar�n� göstermektedir. 
 hisse senedi fiyat�n�n  an�ndaki olas�l�k yo�unlu�u olmak üzere toplam olas�l�k

kural�ndan

yaz�labilir. �kinci ve üçüncü toplananlar�n  noktas� civar�nda ikinci mertebeden 
Taylor aç�l�m polinomlar�
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�eklinde yaz�labilir. (6) ve (7)�yi (5)�te yerine yazarsak 

elde edilir. Buradan da ilgili düzenlemeler yap�ld�ktan sonra   için 'in 
yakla��k olarak 

Fokker-Plank (ileri Kolmogorov denklemi) k�smi türevli diferansiyel denklemini 
sa�lad��� görülür. Burada  ile (9) denklemine ait k�smi türevlerin de�er ald���
noktalar gösterilmektedir. 

Di�er yandan 

ISDD'nin çözümü olan stokastik sürecin olas�l�k yo�unluk fonksyonunun da (9) 
denklemini sa�lad��� Itô lemmas� (Allen, 2007) ve varyasyon hesab�n du Bois-Reymond 
lemmas� (du Bois-Reymond, 1879) yard�m�yla ispatlanabilir. Bu nedenle (10) denklemi 
hisse senedi fiyatlar� için uygun bir model olarak al�nabilir. Bu modelde parametreler 
birer de�i�ken olmalar�na kar��n biz bu parametreleri, parametre tahmin i�lemlerini 
basitle�tirmek amac�yla  ve  olarak kabul ettik. 

3.  MODEL PARAMETRELER�N�N TAHM�N�

Denklem (10) ve (3)'ten fiyat tahminleri yap�labilmesi için model parametrelerinin 
tahmin edilmesi gerekmektedir. Model parametrelerinin tahmin edilebilmesi için ise 
Allen (2007)'de verilen parametrik olmayan yöntem kullan�labilir . Buna göre (10) 
denkleminin  ve  parametrelerinin   ve tahminleri için 

formülleri, (3) denkleminin  ve  parametrelerinin  ve  tahminleri için ise  
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formülleri geçerli olur. Burada  veri de�erleridir. Görüldü�ü gibi = ,
 dir. 

3.1 Nümerik Çözüm 

Ele al�nan stokastik diferansiyel denklem (SDD)'leri nümerik olarak çözmek için Euler-
Maruyama (EM) yöntemi kullan�lm��t�r. Genel anlamda 

�eklindeki bir SDD'nin EM �emas�  için a�a��daki gibidir: 

Burada , , ve

' dir (Kloeden ve Platen, 1999). 

Genel EM �emas�na göre denklem (10)'un için EM �emas�

olmakta, denklem (3) için ise; 

olmaktad�r. Burada  rassal de�i�kenler olup EM �emas� uyguland�ktan 
sonra tahminler elde edilen gerçekle�melerin ortalamalar� olarak al�n�r.

4.  BULGULAR 

Model parametrelerinin elde edilebilmesi ve modellerin kar��la�t�r�labilmesi için New 
York Stock Exchange (NYSE)'de i�lem gören MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-
11.05.09 tarihleri aras� günlük kapan�� fiyatlar� veri seti ele al�nm��t�r (NYSE, 2010). 
Bu verilere göre  olmak üzere (11) ve (12) formüllerinden elde edilen 
parametre tahminleri , ,  ve , (13) 
ve (14)'te yerlerine konulduktan sonra (13) ve (14) �emalar� 50000 gerçekle�me ve 

 için uygulanm�� ve sonuçlar Tablo 2'de gerçek de�erlerle birlikte 
verilmi�tir.
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Tablo 2. Gerçek endeks de�erleri ve EM tahminleri 

Gerçek 
 Fiyat 

(13) ile 
Tahmin 

(14) ile 
Tahmin 

Gerçek 
Fiyat

(13) ile 
Tahmin 

(14) ile 
Tahmin 

Gerçek 
Fiyat

(13) ile 
Tahmin 

(14) ile 
Tahmin 

1 3.96  3,9600 3,9600 13 4.54  4,6299 4,6294 25 5.81  5,4140 5,4137 
2 4.31  4,0107 4,0109 14 4.54  4,6896 4,6895 26 5.71  5,4800 5,4797 
3 4.23  4,0613 4,0616 15 4.9  4,7511 4,7505 27 5.81  5,5507 5,5503 
4 4.20  4,1187 4,1185 16 4.81  4,8109 4,8112 28 5.96  5,6241 5,6242 
5 4.55  4,1719 4,1718 17 4.68  4,8681 4,8688 29 5.53  5,6839 5,6837 
6 4.37  4,2222 4,2225 18 4.87  4,9334 4,9337 30 5.54  5,7545 5,7536 
7 4.20  4,2783 4,2785 19 5.10 5,0101 5,0093 31 5.71  5,8544 5,8538 
8 4.23  4,3302 4,3306 20 5.56  5,0697 5,0698 32 5.87  5,9161 5,9153 
9 4.33  4,3864 4,3871 21 5.24  5,1336 5,1340 33 6.31  5,9990 5,9977 
10 4.63  4,4480 4,4482 22 5.57  5,1866 5,1876 34 6.22  6,0711 6,0711 
11 4.56  4,5112 4,5108 23 5.66  5,2660 5,2659 35 6.50  6,1431 6,1426 
12 4.69  4,5612 4,5616 24 5.51  5,3383 5,3381 36 6.27 6,2335 6,2329 

Ayr�ca s�ras�yla �ekil 1 ve �ekil 2'de (13) ve (14) ile yap�lan tahminler ve gerçek 
de�erler grafiklendirilmi�tir.

�ekil 1. Alternatif model tahminleri ve gerçek de�erler

�ekil 2. Samuelson modeli tahminleri ve gerçek de�erler 

Bu çal��mada model kar��la�t�rma kriteri olarak 'n�n Euclid metri�i, yani 
 için  vektörü gerçek de�erleri, 

vektörü ise tahmin de�erleri göstermek üzere, 
kullan�lm��t�r. Bu formülde  ile (13) tahmini ve  ile (14) tahmini  gösterilmi�tir.
Tablo 2'de verilen de�erler yard�m�yla hesaplanan uzakl�klar ise (10) ve (3) için 

 ve  = 1.33230877749 olarak elde edilmi�lerdir. 
Bu sonuç ise alternatif modelin Samuelson modelinden ele al�nan veri seti için biraz 
daha iyi sonuçlar verdi�ini göstermektedir. 
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5. TARTI�MA VE SONUÇ 

Bu çal��mada, hisse senetlerinin modellenmesi için kullan�lan Samuelson modeline 
alternatif bir stokastik diferansiyel denklem modeli ele al�nm��t�r (bkz denklem (10)). 
�lk olarak, her iki model için parametrelerin tahmin formülleri verilmi� ve bir uygulama 
yap�lm��t�r. Son olarak, modeller Euclid metri�i kriterine göre kar��la�t�r�lm�� ve 
alternatif modelin bu veri seti için Samuelson modelinden biraz daha iyi sonuçlar ortaya 
koydu�u görülmü�tür. Bu çal��mada yaln�z bir veri seti üzerinden tek bir tahminle 
sonuçlar elde edilmi�tir. Kapsaml� bir simülasyon çal��mas� ile modelin istatistiksel 
anlaml�l���na bak�labilir.
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A NEW STOCHASTIC MODEL FOR STOCK PRICES 

ABSTRACT 

As an alternative to the widely used Samuelson model, a stochastic differential 
equation model for modeling the stock prices is investigated. Firstly, the 
formulas for estimating the parameters are given for both models. Then Euler 
schemes are constructed via estimating the values of parameters for daily 
closing prices of Motorola stock, which is traded in New York Stock Exchange 
(NYSE), between the dates of 03.20.09-05.11.09. Estimated prices from both 
models are illustrated in figures and tables. Finally, both models are compared 
through Euclidean metric criteria and it has been shown that alternative model 
suggests slightly better results when compared to Samuelson model. 

Keywords: Stochastic differential equation, Samuelson model, Stock, Euler scheme. 
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