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KAPULA TAHM�N YÖNTEMLER� VE �STANBUL MENKUL 
KIYMETLER BORSASI�NDA SEKTÖRLER ARASI BA�IMLILIK 

YAPILARI ÜZER�NE B�R UYGULAMA 

Asl�han ALHAN*                                Salih ÇELEB�O�LU**

ÖZET

Kapulalar, en genel ifade ile rastgele de�i�kenler aras�ndaki ba��ml�l�k
yap�s�n� ortaya koymak amac�yla kullan�lmaktad�r. Bu çal��mada k�saca 
kapula tahmin yöntemleri anlat�lm��t�r. Ayr�ca, Kapula tahmin yöntemlerini 
örneklendirmek amac�yla, �stanbul Menkul K�ymet Borsas� (�MKB) sektör 
endeks verileri kullan�larak sektörler aras�ndaki ba��ml�l�k yap�s� kapula 
tahmin yöntemleri ile ortaya konmaya çal���lm��t�r. Minimum ki-kare tahmin 
edicileri ve optimizasyondaki arama yöntemleri arac�l���yla sektörler aras�
k�sa ve uzun dönemli ba��ml�l�k yap�lar� haftal�k ve ayl�k veriler üzerinden 
ara�t�r�lm��t�r. K�sa dönemli, yani, haftal�k verilerde asimetrik yap�y� yans�tan 
Asimetrik Lojistik Model (ALM) Kapulan�n (Mendes, 2008) sektörler aras�
ba��ml�l�k yap�s�n� ortaya koydu�u görülmü�tür. Uzun dönemli, yani, ayl�k
verilerin gösterdi�i simetrik yap� için Clayton, Gumbel ve Frank kapula 
ailelerinin (Nelsen, 2006) uygun olabilece�i sonucuna var�lm��t�r.

Anahtar Kelimeler: Kapula, Kapula tahmin yöntemleri, Clayton kapula, Gumbel kapula, Frank 
kapula, Sektörler aras� ba��ml�l�k.

1. G�R��

Kapulalar, tek de�i�kenli marjinalleri [0;1] üzerinde düzgün da��l�ma sahip ve çok 
de�i�kenli da��l�mlar� bu tek de�i�kenli marjinallere ba�layan fonksiyonlard�r. Kapula 
fonksiyonlar� rastgele de�i�kenler aras�ndaki ba��ml�l�k yap�lar�n� ortaya koyar.

Tan�m (�ki boyutlu kapula (veya k�saca kapula)) 
]1,0[]1,0[:C 2 � �eklinde tan�mlanm�� )v,u(C  fonksiyonu a�a��daki özellikleri sa�larsa 

iki boyutlu kapula ad�n� al�r:

1. Her , [0;1]u v�  için 
 0),0()0,( �� vCuC                                          
 ve 

uuC �)1,(      ve    vvC �),1(                              
 dir;               

2. Her 1 2 1 2, , , [0;1]u u v v �  için 21 uu �  ve 21 vv �  iken 
0),(),(),(),( 11211222 ���� vuCvuCvuCvuC                                              

 d�r (Nelsen, 2006, 10). 
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A�a��daki temel teorem 1959 y�l�nda A. Sklar taraf�ndan ispatlanm��t�r ve kapulan�n
varl���n� ortaya koyar. 

Teorem (Sklar Teoremi): 

H, marjinalleri F ve G olan iki de�i�kenli bir da��l�m fonksiyonu olsun. O zaman 
her Ryx �,  için 

� �)(),(),( yGxFCyxH �                                                   

olacak �ekilde bir C kapulas� vard�r. E�er F ve G sürekli ise, C tektir; aksi halde, C, F
ve G�nin de�er kümelerinin kartezyen çarp�m� (yani, F GDomC R R� � ) üzerinde tek 
türlü tan�mlanm��t�r. Tersine, e�er C bir kapula ve F ile G marjinal da��l�m
fonksiyonlar�ysa, o zaman H fonksiyonu marjinalleri F ve G olan bir ortak da��l�m
fonksiyonu tan�mlar (Nelsen, 2006, 18).  

Kapulalar�n, finansta, aktüeryada, portföy analizlerinde, risk analizlerinde, zaman 
serilerinde, hidrolojide, durdurma i�lemlerinin kullan�ld��� sa�kal�m analizlerinde ve t�p
istatistiklerinde gittikçe artan say�da uyguland��� görülmektedir. 

Kapulalar�n özellikleri: 

1. Rastgele de�i�kenler aras�ndaki ba��ml�l�k yap�s�n� yans�tmas�.
2. Bir de�i�kenli marjinal rastgele de�i�kenlerin azalmayan dönü�türmeleri alt�nda

de�i�mez kalmas�.
3. E� monotonluk (comonotonicity), yani de�i�kenlerin ayn� yönde de�i�imini 

yans�tmas�.
4. Ayn� aile içindeki çok de�i�kenli da��l�mlar�n ayn� veya ters yönde s�ralanmas�n�

yans�tmas�d�r.

2. KAPULA TAHM�N YÖNTEMLER�

Problemi tahmin içeren bir ara�t�rmac� genelde, ara�t�rd��� konu ile ilgili elde etti�i
verileri kullanarak, en küçük hata ile gerçe�e en yak�n tahmini elde etmeyi amaçlar. Bu 
amaca yönelik olarak �statistik�te ve ondan yararlanan bilimlerde çok çe�itli tahmin 
yöntemleri geli�tirilmi�tir. Bir kapula fonksiyonu da temel olarak çok de�i�kenli bir 
da��l�m modelinin ba��ml�l�k yap�s�n�n bir ifadesi oldu�undan, bu bölümde kapula 
tahmin yöntemleri tan�t�lacakt�r. Kapula tahmin yöntemleri parametrik, yar�-parametrik 
ve parametrik olmayan olmak üzere üç ana ba�l�k alt�nda incelenebilir.  

2.1 Parametrik Tahmin Yöntemleri

Bu k�s�m bu yöntemlerden En Çok Olabilirlik (MLE) (ya da Tam En Çok Olabilirlik 
(EMLE)) ve Marjinallere �li�kin Ç�karsama (IFM) yöntemleri tan�t�lacakt�r.

2.1.1 En çok olabilirlik yöntemi (MLE) 

Bu yöntemle tahmin edilen çok de�i�kenli da��l�m�n marjinal da��l�mlar�na ait 
parametrelerle, ba��ml�l�k yap�s�n� yans�tan kapulaya ili�kin parametrelerin tamam�
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birlikte tahmin edilir. Bu yöntemde kapula yo�unluk fonksiyonu ile tek de�i�kenli 
marjinal olas�l�k yo�unluk fonksiyonlar� en az�ndan hipotetik olarak bilinmelidir 
(Cherubini et al., 2004). 

2.1.2 Marjinallere ili�kin ç�karsama yöntemi (IFM) 

En çok olabilirlik tahmini çok zaman ald���nda ya da kullan�lmas� mümkün 
olmad���nda, çok de�i�kenli kapula tahmin yöntemlerinde iki a�amal� IFM tahmin 
yöntemi tercih edilir; bu a�amalar�n ilki bir de�i�kenli marjinallerin en çok olabilirlik 
tahminini ve ikincisi, birinci a�amada elde edilen ve sabit tutulan parametrelere sahip 
ba��ml�l�k parametrelerinin en çok olabilirlik tahminlerini içerir. Teorik olarak bu 
yöntemde verilen analiz ba��ms�z ve ayn� da��l�ml� (i.i.d.) gözlemler içindir, ancak 
ortak de�i�kenler (covariates) oldu�unda da IFM yöntemi kullan�labilir.  

�ki a�amal� tahmini temel alan bu yöntem, ç�karsama ya da tahmin fonksiyonlar�n�
olabilirlik skor fonksiyonlar�na (tek de�i�kenli veya çok de�i�kenli) kar�� getirmesi 
nedeniyle, marjinallere ili�kin ç�karsama fonksiyonu (yöntemi) (IFM) ad�n� almaktad�r
(Joe, 1997; Joe, 2005). 

Tahmin edicilerin hesaplanabilirli�i ve asimptotik göreli etkinli�i aras�nda önceli�e göre 
yer de�i�tirme vard�r; bir ba�ka deyi�le baz� tahmin edicilerde hesaplanabilirlik, 
baz�lar�nda da asimptotik göreli etkinlik ilk s�rada yer almaktad�r. Genelde, Fréchet-
Hoeffding s�n�rlar� civar�ndaki uç ba��ml�l�k haricinde IFM iyi bir etkinli�e sahiptir. 
Birkaç kategoriye sahip kesikli marjinal veriler için IFM yüksek derecede etkin olurken, 
kategoriler fazlala�t�kça IFM�nin etkinli�i dü�meye ba�lar. Marjinallerin sürekli olmas�
durumunda, güçlü ba��ml�l�k varsa IFM�nin etkinli�i kaybolabilir. Hesaplamada, 
özellikle toplam parametre say�s� 15-20 civar�n� a�t���nda IFM tahmini di�erlerine göre 
daha kolayd�r. Parametrelerin (veya fonksiyonlar�n�n) standart hatalar� genelde Jacknife 
ile veya baz� durumlarda asimptotik kovaryans matrisinden tahmin edilebilir. En çok 
olabilirlik tahmini hesaplama olarak mümkün oldu�unda, IFM iyi bir ba�lang�ç noktas�
olarak kullan�labilir. 

�ki a�amal� yöntem, özellikle tek de�i�kenli marjinaller ayn� oldu�unda, farkl�
kapulalar�n kar��la�t�r�lmas� için uygundur. Pratikte bu tür bir kar��la�t�rma çok 
de�i�kenli modelin duyarl�k analizi sonuçland�rmas� bak�m�ndan önemlidir. IFM 
tahmininin güçlü birliktelik yüzünden etkisiz oldu�u hissedildi�inde, bir ve iki 
de�i�kenli log-olabilirliklerinin kombinasyonuna dayal� tahmin/ç�karsama 
denklemlerinin bir biçimi çok de�i�kenli log-olabilirli�e alternatif olarak dü�ünülebilir.
Birle�ik olabilirli�i bir örnek olarak içeren bu yöntemlerle ilgili ayr�nt�l� referanslar için 
bkz. Joe (2005). Joe, iki a�amal� IFM yönteminin boyut say�s� artt�kça, birle�ik
olabilirlik ve benzeri tahmin yötemlerinde olas�l�klar� hesaplamay� kolayla�t�raca��n�
ummaktad�r (Joe, 2005).

2.2 Yar�-Parametrik Tahmin Yöntemleri 

Bu k�s�mda Sözde En Çok Olabilirlik Fonksiyonu (Pseudo Maximum Likelihood 
Estimator-PMLE) tahmin edicisi tan�t�lacakt�r. Bu tahmin yöntemi ile bulunan tahmin 
edici, sözde olabilirlik denkleminin bir çözümü olarak bulunur.  

       Kapula Tahmin Yöntemleri ve İstanbul Menkul Kıymetler Borsası’nda   Copula Estimation Methods and An Application to the Inter-Sectoral
 Sektörler Arası Bağımlılık Yapıları Üzerine Bir Uygulama Dependence of İstanbul Stock Exchange  
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Sözde en çok olabilirlik yöntemi, daha çok say�sal i�lem içerdi�i ve c� yo�unlu�unun
var olmas�n� gerektirdi�i için, parametrik olmayan tahmin yöntemlerine göre daha az 
çekicili�e sahiptir. Bununla birlikte bu yöntem ba��ml�l�k parametresi � �n�n gerçek say�
olmas�n� gerektirmedi�inden, genelde di�er yöntemlere göre daha fazla uygulanabilir 
(Genest et al., 1995; Genest and Favre, 2007). 

2.3 Parametrik Olmayan Tahmin Yöntemleri 

Marjinal da��l�mlar�n önceden bilindi�i veya örnekten elde edilebildi�i durumlardaki 
tahmin yöntemleri önceki kesimlerde incelendi. Bu k�s�mda da, da��l�mdan ba��ms�z
veya parametrik olmayan tahmin yöntemleri ele al�nacakt�r. Gözlem birim 
de�erlerinden veri kümesinin ba��ml�l�k derecesinin bir örnekten tahmin edilmesinden 
sonra, bu de�er(ler)i kullanarak kapula ailesinin tahmin edilme yöntemine 
de�inilecektir.  

2.3.1 Kendall �  de�erine dayanan yöntem 

Genel olarak parametre ile Kendall � de�eri aras�nda ( )a� ��  ili�kisi varsa, n�

örnekten tahmin edilen Kendall � de�eri olmak üzere, � ( )n na� �� �eklinde tan�mlanan  
�
n� �nin �  için Kendall �  de�erine dayal� bir tahmin edici oldu�u söylenebilir (Genest 

and Rivest, 1993).

� �
1

1 1 # : ,
n
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n n�
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� � �� �     olmak  üzere  
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� �� �nin yakla��k standart normal da��l�ma sahip oldu�u görülmü�tür; burada 

� �1 2 ... nW W W W n� � � � �dir. Delta yöntemi uyguland���nda, n ��  ise, 

� �21� , 4 '( )n nN S a
n

� � �� �� � �
� �

  olur.  Böylece, �   için 1 ��  güven   katsay�l�  güven aral���

/ 2
1� 4 '( )n nZ S a
n�� ��

biçiminde ifade edilir (Genest nad Favre, 2007). 

Bu yönteme benzer �ekilde Spearman �  de�erine dayanan yöntem de kullan�lmaktad�r. 

Kapula tahmin yöntemleri için uygulamada kar��la��lan problemler ve tahmin 
yöntemlerindeki geli�melere paralel olarak yeni tahmin yöntemleri geli�tirilmektedir.  

Tahmin edilen kapula ailesinin (ya da çok de�i�kenli modelin) gerçekte veriye uygun 
olup olmad���n� test etmek için kullan�lan Ki-kare, Kolmogorov-Smirnov, Anderson-
Darling, Kolmogorov-Smirnov Anderson-Darling ve Cramér-von Mises testleri en s�k
kullan�lanlar aras�ndad�r (Berg and Bakken, 2006).
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2.4 Tahmin Yöntemlerinin Özellikleri 

Kim, Silvapulle ve Silvapulle 2007�de yay�nlanan makalelerinde parametrik ve yar�
parametrik tahmin yöntemlerini kar��la�t�rm��lar ve baz� sonuçlara ula�m��lard�r. Bu 
çal��malar�n�n sonucu olarak, Kim ve arkada�lar�, PMLE yönteminin MLE ve IFM 
yöntemine tercih edilmesi gerekti�i sonucunu vurgulamaktad�rlar (Kim et al., 2007).  

Bilindi�i gibi, parametrik olmayan tahmin yöntemleri marjinal da��l�mlar ve 
parametrelerle ilgili herhangi bir bilgi elde edilemedi�i durumlarda kullan�lan tahmin 
yöntemleridir. Genellikle, parametrik olmayan tahmin yöntemlerinden do�rusall�k ve 
normal da��l�m varsay�m�na ihtiyaç olmadan hesaplanabilen ve cebirsel yap�s� daha 
basit, hesaplanmas� daha pratik oldu�undan, Kendall �  de�eri kullan�lmas� tercih 
edilmektedir. Parametrik olmayan tahminde, uç de�erler (extreme values) önemli 
oldu�unda, üst ve alt kuyruk ba��ml�l�k katsay�lar� kullan�larak kapula ailesini tahmin 
eden bir ba�ka yöntem kar��m�za ç�kmaktad�r.

Finans teorisine göre getirilerin normal da��l�ma sahip oldu�u kabul edilmektedir. 
Ancak piyasada bilginin simetrik payla��ld��� varsay�mlar� günümüz karma��k finansal 
piyasalar�n�n davran�� dinamiklerine uymamaktad�r. Getirilerin normal da��ld���
varsay�m� alt�nda kurulan modeller geli�mi� piyasalarda k�smen ba�ar�l� performans 
sergilerken, zaman içerisinde de�i�en varyans ile yüksek oynakl�k (volatility)  
sergileyen veri yap�lar�nda modellerin tahminini zorla�t�rmaktad�r. Kapula yöntemi, 
marjinal da��l�mlar� temel ald���ndan de�i�en varyans ve da��l�m�n normal 
olmamas�ndan etkilenmemektedir (Çifter ve Özün, 2007). Dolay�s�yla, ülkemizin en 
önemli finansal piyasas� olarak kabul edilen �MKB�ndaki hareketlili�i izlemek için 
borsadaki genel de�i�imi yans�tan �MKB Ulusal-Tüm endeksi ve borsadaki de�i�imin 
önemli bir k�sm�n� yans�tan �MKB Ulusal-100 endeksi ile sektör endeksleri aras�ndaki 
ba��ml�l�k yap�s�n� ortaya koymada kapula yönteminden yararlan�labilir. Bu anlamda 
ba��ml�l�k yap�lar�na parametrik olmayan yöntemlerle uygun kapula ailesini bularak 
ula��lmaya çal���lacakt�r.  

3.BULGULAR

3.1 Veri Kümesi

Elde edilen ham veri, 02.01.1997 tarihinden, 30.04.2007 tarihine kadar olan zaman 
aral���nda, �MKB�de i�lem yap�lan günler seçilerek olu�turulan, �MKB Ulusal-Tüm, 
�MKB Ulusal-100, �MKB Ulusal-Hizmetler, �MKB Ulusal-Mali ve �MKB Ulusal-S�nai
günlük seans kapan�� endekslerini içermektedir. 

       Kapula Tahmin Yöntemleri ve İstanbul Menkul Kıymetler Borsası’nda   Copula Estimation Methods and An Application to the Inter-Sectoral
 Sektörler Arası Bağımlılık Yapıları Üzerine Bir Uygulama Dependence of İstanbul Stock Exchange  



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Özel Sayı 2011
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2011

39

� 39

0
10
20
30
40
50
60
70
80
90

02
.0

1.
19

97

02
.0

1.
19

98

02
.0

1.
19

99

02
.0

1.
20

00

02
.0

1.
20

01

02
.0

1.
20

02

02
.0

1.
20

03

02
.0

1.
20

04

02
.0

1.
20

05

02
.0

1.
20

06

02
.0

1.
20

07

GünlerK
ap

an
��

 E
nd

ek
s 

D
e�

er
le

ri 
(1

00
0)

Ulusal-Tüm

Ulusal-Hizmet

Ulusal-Mali

Ulusal-S�nai

Ulusal-100

�ekil 1. �MKB sektör endekslerinin günlere göre de�i�imi (�MKB, 2007) 

�ekil 1, �MKB�de i�lem gören hisse senetleri endekslerinin 2 Ocak 1997�den 30 Nisan 
2007�ye kadar olan performans�n� günlük seans kapan�� fiyatlar�yla göstermektedir 
(�MKB, 2007a; �MKB 2007b). Buna göre, kapan�� endekslerinin zamana göre de�i�en 
dinamik bir yap�da (zaman içerisinde de�i�en varyans ile de�i�kenlik sergiledi�i) 
oldu�u görülmektedir. Genel olarak endeks de�erleri artan bir e�ilim göstererek ini�li-
ç�k��l� hareket sergilemektedir. 

Çal��mada kullan�lan veriler, 02.01.1997 tarihinden 30.04.2007 tarihine kadar olan 
zaman aral���nda, �MKB�de i�lem yap�lan günler seçilerek olu�turulan, �MKB Ulusal-
Tüm, �MKB Ulusal-100, �MKB Ulusal-Hizmetler, �MKB Ulusal-Mali ve �MKB
Ulusal-S�nai seans kapan�� endekslerinin ayl�k ortalamalar�n�n % de�i�iminden olu�an
123 birimi ve seans kapan�� endekslerinin haftal�k ortalamalar�n�n  % de�i�iminden 529 
birimi kapsamaktad�r (Alhan, 2008).

Çal��mada uygulanmas� daha pratik oldu�undan, özellikle uzun dönemli (ayl�k) veriler 
için parametrik olmayan tahmin yöntemi ve k�sa dönemli (haftal�k) veriler için uygun 
dü�en kapula ailesinin parametre say�s� fazla oldu�undan, arama yöntemi kullan�lm��t�r.
Parametrik olmayan yöntemde, Kendall �  de�erinden yararlan�lm��t�r. Örnekten elde 
edilen Kendall �  de�eri arac�l���yla kapulan�n parametresi ve dolay�s�yla veri kümesine 
uygun olan kapula ailesi tahmin edilmi�tir.1

�������������������������������������������������������
1�En uygun kapulan�n seçimi, AIC (Akaike Information Criterion), BIC( Bayesian Information Criterion) 
ve KLIC (Kullback-Leibler Information Criterion) gibi ço�unlukla zaman serilerinde kullan�lan bilgi 
ölçütleri yan�nda, do�rudan uyum iyili�ini göz önüne alan 2�  analizine dayand�r�larak yap�labilir. 
Bunun yan�nda kapulan�n seçimi uygulama yap�lan özel alana göre, hakl� nedenlere dayand�r�larak da 
yap�labilir. Bkz [Kole et al., 2007]. Ayr�ca bu çal��mada yer verilen kapula modellerinin matematiksel 
ifadesi için Ek 1�e bak�n�z.

�
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Tablo 1. Ulusal-tüm ve ulusal-hizmetler sektörleri için kapula ailelerine ait parametre tahminleri 
ve beklenen frekans de�erleri 

Gözlenen Frekanslar �� * Kapula 
Ailesi

�� Beklenen Frekanslar 
Hesaplanan 
Ki-kare
De�erleri 

Clayton 5,70 

27 3 0 0 
3 20 6 1 
0 6 16 8 
0 1 8 22 

3,491 

Gumbel 4,00 

24 6 1 0 
6 17 7 1 
1 7 19 4 
0 1 4 26 

13,896 

26 5 0 0 
4 18 7 2 
0 8 14 8 
1 0 9 21 

0,742 

Frank 11,40 

24 7 1 0 
7 17 6 1 
1 6 17 6 
0 1 6 24 

6,130 

* S�n�flanmam�� örnek Kendall � de�eri 0,692�dir.

Burada Ki-kare hesaplan�rken beklenen frekans� 5�ten küçük olan hücreler %20�yi 
a�mayacak biçimde birle�tirilmi�tir. Böylece; 1 serbestlik derecesinde 0,05 anlam 
düzeyinde Ki-kare çizelge de�eri 3,841 oldu�undan, bu veri kümesinin Clayton Kapula 
ailesine uygun oldu�unu ifade eden 0H  hipotezi istatistiksel olarak reddedilemez. 
Ulusal-Tüm ve Ulusal-Hizmetler sektörlerinin ba��ml�l�k yap�s�n�n Clayton Kapula 
ailesine uygun oldu�u sonucu ç�kar�labilir.

Tablo 2. Ulusal-hizmetler ve ulusal-mali sektörleri için kapula ailelerine ait parametre tahminleri 
ve beklenen frekans de�erleri 

Gözlenen Frekanslar �� * Kapula 
Ailesi

�� Beklenen Frekanslar 
Hesaplanan 
Ki-kare
De�erleri 

Clayton 4,00 

26 4 0 0 
4 18 7 2 
0 7 14 8 
0 2 8 20 

2,676 

Gumbel 3,00 

21 8 2 0 
8 15 8 1 
2 8 16 5 
0 1 5 25 

8,588 

24 6 0 1 
5 17 8 1 
1 6 14 9 
1 2 8 20 

0,683 

Frank 10,00 

23 7 1 0 
7 16 7 1 
1 7 16 6 
0 1 6 23 

3,343 

* S�n�flanmam�� örnek Kendall � de�eri 0,620�dir.

Burada Ki-kare hesaplan�rken beklenen frekans� 5�ten küçük olan hücreler %20�yi 
a�mayacak biçimde birle�tirilmi�tir. Böylece; 2 serbestlik derecesinde 0,05 anlam 
düzeyinde Ki-kare çizelge de�eri 5,991 oldu�undan, bu veri kümesinin Clayton ve 
Frank Kapula ailesine uygun oldu�unu ifade eden 0H  hipotezleri istatistiksel olarak 
reddedilemez. En küçük Ki-kare de�eri Clayton Kapula ailesine ait oldu�undan, Ulusal-
Hizmetler ve Ulusal-Mali sektörlerinin ba��ml�l�k yap�s�n�n Clayton Kapula ailesine 
uygun oldu�u sonucu ç�kar�labilir.
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Tablo 3. �MKB endeksleri haftal�k yüzde de�i�imine ili�kin gözlenen frekanslar, tahmin edilen 
Asimetrik Lojistik Model Kapula ailesine ait beklenen frekanslar ve Ki-kare analiz sonuçlar�

Sektörler
Gözlenmi� Frekanslar 
(Haftal�k)

Beklenen Frekanslar 
(Haftal�k)

Parametre 
De�erleri* 

Ki-kare
De�erleri

Ulusal-
Tüm Ve 
Ulusal-
Hizmetler 

90 25 13 3 
25 59 40 9 
13 35 60 24 
4 12 17 100 

81 36 11 4 
33 57 35 7 
12 30 63 27 
6 8 23 94 

1

2

3,04
0,84
0,91
0,613
0,692

G

O

p
p

�

�
�

�
�
�
�

�

2

2
9;0,05

14,28
16,919

�

�

�

�

Ulusal-
Hizmetler 
Ve Ulusal-
Mali

70 34 19 9 
33 38 34 26 
18 37 52 23 
12 23 25 76 

61 37 22 13 
37 45 34 17 
22 34 47 29 
13 17 30 73 

1

2

2,3
0,68
0,67
0,397
0,620

G

O

p
p

�

�
�

�
�
�
�
�

2

2
9;0,05

14, 41
16,919

�

�

�

�

:G� S�n�flanm�� de�erlerden hesaplanan Kendall �  de�eri 
:O�  Orijinal örnek veriden hesaplanan Kendall �  de�eri 

Tablo 3 incelendi�inde; Ki-kare de�erleri hesaplan�rken beklenen frekans� 5�ten küçük 
olan hücreler %20�yi a�mayacak biçimde birle�tirilmi�tir. Di�er sektörler dikkate 
al�nd���nda ise 9 serbestlik derecesinde 0,05 anlam düzeyinde Ki-kare çizelge de�eri
16,919 oldu�undan, bu veri kümesinin Asimetrik Lojistik Model (ALM) kapula ailesine 
uygun oldu�unu ifade eden 0H  hipotezi istatistiksel olarak reddedilemedi�i ve 
dolay�s�yla Asimetrik Lojistik Model (ALM) kapula ailesine uygun oldu�u
söylenebilir.2

4. SONUÇ 

Bu çal��mada �MKB�nda hesaplanan Ulusal-Tüm-Ulusal Hizmetler ve Ulusal 
Hizmetler-Ulusal Mali endeks de�erleri aras�ndaki ba��ml�l�k yap�s� ara�t�r�lm�� ve 
sektörler aras� iki�erli ba��ml�l�k yap�s�n� ortaya koyan kapulalar k�sa ve uzun dönemli 
veriler üzerinden tahmin edilmi�tir.

Ele al�nan bu endeks de�erlerinin uzun dönemli ba��ml�l�k yap�s�n�n Clayton 
kapulas�na, k�sa dönemli ba��ml�l�k yap�s�n�n Asimetrik Lojistik Model (ALM) 
kapulas�na uygun dü�tü�ü sonucuna ula��lm��t�r. Ayr�ca bu endeks seans kapan��
de�erlerinin -tüm veri türleri üzerinden- asimetrik ve a��r� bas�kl�k/sivrilik yüzünden 
normal da��ld��� varsay�m�n�n sa�lanmad��� görülmü�tür.

Uygulama kesiminde de örneklendirildi�i gibi, kapula yöntemi de�i�kenler aras�ndaki 
ba��ml�l�k yap�s�n� tahmin etmede etkin bir biçimde kullan�lmakta ve özellikle 
parametrik yöntemlerin varsay�mlar�n�n �normallik, de�i�kenler aras�
ba��ms�zl�k,�vb.� sa�lanmad��� durumlarda günlük hayatta kar��la��lan problemlerde 
uygun bir biçimde devreye girmektedir. Ayr�ca kapulalar�n bu anlamda �statistiksel 
problemlere uygulanabilirli�inin artmas�, tahmin yöntemlerinin çe�itlenmesine, 

�������������������������������������������������������
2 Daha ayr�nt�l� bilgi için ve di�er sektörler aras� ikili ba��ml�l�k yap�lar� için bak�n�z Alhan, 2008. 
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kolayla�mas�na3, sözgelimi, çok de�i�kenli da��l�m tahminlerinde �boyut sorunu�nun 
azalt�lmas�na yard�mc� olabilece�i söylenmektedir (Scott, 1992). 
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COPULA ESTIMATION METHODS AND AN APPLICATION TO 
THE INTER-SECTORAL DEPENDENCE OF ISTANBUL STOCK 

EXCHANGE

ABSTRACT 

In the most common expression, copulas are used to determine the 
dependence structure between random variables. In this study copula 
estimation methods are introduced briefly. In addition, to illustrate the copula 
estimation methods it is tried to put forth the dependence structure between 
sectors by using the sector index data of Istanbul Stock Exchange (ISE).  By 
means of the minimum chi-square estimators and optimization search 
methods, the short and long-term dependence structure between sectors are 
investigated over weekly and monthly index data. In the short-term, that is, in 
weekly data which reflects the asymmetric structure was revealed by the 
Asymmetric Logistic Model (ALM) Copula (Mendes, 2008). For the long-
term, i.e., the monthly data showing a symmetrical structure it was concluded 
that Clayton, Gumbel and Frank copula families (Nelsen, 2006) can be 
appropriate.   

Keywords: Copula, Copula estimation methods, Clayton copula, Gumbel copula, Frank copula, 
Inter-sectoral dependence.
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EK:  Kapula Modellerinin Matematiksel �fadeleri 

Gumbel kapula ailesi

� �1/
( , ) exp ( ln ) ( ln )C u v u v

�� �
� � �� � � � �� � , 1 �� � � .

Clayton kapula ailesi

� �1/
( , ) max 1 ,0C u v u v

�� �
�

�� �� �� � �� � , � �[ 1; ) \ 0� � � � .

Frank kapula  ailesi 

1 ( 1)( 1)( , ) ln 1
1

u ve eC u v
e

� �

� ��

� �

�

� �� �
� � �� ��� �

, � �( ; ) \ 0� � �� � .

Asimetrik Lojistik Model (ALM) kapula ailesi 

1/
1 2 1 2 1 2( , , , , ) exp ( ) (1 ) (1 )C u v p p p u p v p u p v� � � � �� � �� � � � � � �� �� � � � ;

2
1 2, [0,1] , 1p p �� �  , lnu u� ��  ve lnv v� ��  dir. 
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