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KORELASYON MATRISLERININ ESITLIGi TESTINDE PERMUTASYON TESTI
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0z

Bu calismada, farkli yiginlardaki p tane tesadiifi degisken arasindaki korelasyon matrislerinin

esitligi hipotezinin test edilmesinde permiitasyonlarin olusturulmasina dayali Shipley’in 6nerdigi test
istatistiginin I. tip hata olasiliklar1 Monte-Carlo yontemiyle hesaplanmigtir. Normal ve karma-normal
dagilimli ii¢ y18in i¢in ayr1 ayr1 incelenen deneysel L.tip hata olasiliklari, 6rnek ¢aplar 3 ile 10 arasinda
degiskenlik gosterirken ve anlamlilik diizeyi 0.05, 0.10 ve 0.20 iken elde edilmistir. Simiilasyon
sonuglarina gore, normal dagilan veri i¢in tahmin edilen deneysel olasilik degerleri beklenen « 'nin
¢ok yakiminda degerler vermistir. Karma-normal veri i¢in sonuglarin tiimiiniin ¢ ’dan kiigiik degerler
olmasi, test istatistiginin normal dagilmayan (karma-normal) veri i¢in de saglam oldugunu goéstermi-
stir.

Anahtar Kelimeler : Korelasyon matrislerinin esitligi, Permiitasyon testi, Degisebilirlik.

TESTING THE EQUALITY OF THE CORRELATION MATRICES WITH THE
PERMUTATION TEST

ABSTRACT

In this study, the emprical rejection levels of the Shipley’s test based on permutations are calcu-
lated by using the Monte Carlo procedure in order to test the hypothesis of the equality of correlation
matrices of different populations, involving p variables. These values are obtained for normal and mix-
tures of normal distributed three population and are investigated when the expected rejection level is
0.05, 0.10 and 0.20 and the sample size differs from 3 to 10. In respect of the simulation results, the
emprical rejection levels of the normal data seems to be very close to the expected rejection levels.
Separately, since all the results are smaller than & in case of mixtures of normal data, the test statistic
appears to be robust for non-normal (mixtures of normal) data too.
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1. GIRiS

Farkli yiginlardaki p tane tesadiifi degisken icin elde edilecek korelasyon, kovaryans ya da kismi

korelasyon matrisleri arasinda anlamli bir fark olup olmadigi ile ilgili birgok ¢aligma vardir. Manly ve
Rayner (1987) ¢ok degiskenli normal dagilim varsayiminin saglandigi ve yeterince biiyiik ¢apli 6rnek-
ler i¢in kovaryans matrislerinin esitligi hipotezi i¢in kullanilabilecek olabilirlik oran testini dnermistir.
Korelasyon matrislerinin esitligi hipotezinin testi problemlerinde, korelasyon matris elemanlarinin
standartlagtirilarak kullanildig1 testlerde, olabilirlik oran testindeki varsayimmlar ihmal edilmistir
(Krzanowski, 1993). Riska (1985) Jacknife yontemini, Krzanowski (1993) permiitasyon testini kul-
lanarak korelasyon matrislerinin esitligi hipotezinin test edilmesi tizerine ¢alismalar yapmuslardir.
Krzanowski’nin Onerdigi test, korelasyon matrislerinin ortak aygen vektér ve aygen degerlerine
dayalidir ve normal dagllmayan veri i¢in de Monte Carlo simiilasyonlar1 iyi sonuglar vermistir. Ayrica
Shipley (2000), p degiskenli yiginlarin korelasyon matrislerinin esitligi hipotezinin test edilmesinde,

korelasyon matrisinin yalnizca kdsegen iist elemanlarinin kullanilmasini ve permiitasyonlarin olustu-
rulmasini dnermistir.

Bu c¢aligmada, Shipley’in 6nerdigi test istatistigi tanitilarak, Monte Carlo simiilasyon yontemiyle,
deneysel L.tip hata olasiliklarinin beklenen IL.tip hata olasiliklarina olan yakinligi normal ve karma-
normal veri i¢in incelenmistir. Ayrica kullanilan yontemin gercek veri iizerinde uygulamasi da
yapilmustir.

2. TEST iSTATISTIGIi

Permiitasyon testi, tesadiifi degiskenlerin degisebilirligine (exchangeability) dayali parametrik
olmayan bir test yontemidir (Sakaori, 2002). Bu yontemin, yokluk hipotezi altinda kesin ve sapmasiz
sonuglar {irettigi ve en az parametrik testler kadar gii¢lii oldugu bilinmektedir.

Permiitasyon testinin gegerliligi icin sart olan tesadiifi degiskenlerin degisebilirligi asagidaki gibi
tamimlanmustir. p tesadiifi degisken sayisini, n gozlem sayisini ifade etmek tizere, i = 1, 2, ..., n

ve X, = (Xl,Xz,...,Xp) seklinde tanimlansin. Eger

Pr(ﬁ()(i <x, )J = P{ﬁ(){i <x, )j

i=1 i=1

olasihig1 saglantyorsa, X, X,,..., X, tesadiifi degiskenleri degisebilirdir denir (Sakaori, 2002). Burada
(cl,cz,...,cn) n tane gozlemin miimkiin tiim permiitasyonlarindan herhangi birini ifade etmektedir.
X, tesadiifi degiskenleri bagimsiz ve ayni dagilimli ise degisebilirlik dzelligi saglantyor demektir.

Y1gin sayis1 g olmak iizere bu g tane bagimsiz yigima iliskin korelasyon matrislerinin esitligi hi-
potezi goz oniinde bulundurulsun. X. ik > k yigindaki i birime iliskin ; tesadiifi degisken olmak iizere,
k yigindaki j tesadiifi degiskenin ortalamast u & ve varyanst da G?k olsun.
(i =12 ..,n,j=12,.,p k=1 2,...,g). k wyigindaki p tane tesadiifi degiskenden olusan
X (X s X s X ) vektoriine iliskin varyans kovaryans matrisi,
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seklinde tanimlansin. Yiginlar arasinda tesadiifi degisken vektorleri X lerin degisebilirligi, X, 'nin

Uy ve 0, ile standartlagtiriimasi sonucu saglanir. Eger bu y1in parametreleri bilinmiyorsa bunlarin
yerine ornekten elde edilen tahmin edicilerinin kullanilmast ile standartlagtirma yapilarak ta degise-
bilirligin saglandig ileri siiriilmektedir (Krzanowski, 1993). k. yigindaki !- tesadiifi degiskenlerin

standartlastirilmasi, X, = (X . G, ¢ ip) olmak lizere,

l

f e
Oy O O ok

Y =(Xil_ﬂ1k Xy — 1y, Xip_/“lpk]

seklinde olur. i=1l..,n ve mn+n,+..+n =n iken YH,YZI,...,YII; Y,.Y,,...Y,

n ny2s v

Y, Y,,... Y, , standart tesadiifi degiskenleri g tane bagimsiz yigm igin degisebilirlik Ozelligini

saglar. k=1,2,...,g ve X, = (X[I,Xl.z,...,Xl.p) olmak iizere, R, , k yigma iliskin px p ’lik kore-
lasyon matrisi, Iék da R, ’nin tahmin edicisi olsun. 7,, R,’nin kosegenin {istiinde yer alan
p( p—l)/ 2 tane korelasyon katsayisindan meydana getirilen bir vektér olarak tanimlansin.
rk =[[(’12,R13,...,Rl 0 Ry Ryyeos Ry 5 ;R(pfl)p:| iken g tane yigma iligskin korelasyon matrislerinin
esitligi icin tanimlanan yokluk hipotezi,

Hyrn=rn=..=r,
ile ifade edilir. 7, 7, ’nin tahmin edicisi olmak tizere bu hipotezi test etmek i¢in kullanilacak test ista-
tistigi,

dir (Shipley, 2000). Permiitasyon testi yontemiyle / hipotezinin testinde, ornekten S istatistigi

hesaplanir. Sonra n tane gozlemden her bir gruba n,,n,, ..., n e birim diisecek sekilde olusturulmasi

gereken tiim miimkiin permiitasyonlarin herbiri igin S " (cok sayida permiitasyonun olusmasi duru-
munda tesadiifi olarak belirli sayida permiitasyonu se¢gmek yoluna gidilebilir) hesaplanir. Per-

miitasyonlardan hesaplanan S “larmn icerisinden S’den biiylik olanlarin orani basta belirlenen anlam-
lilik diizeyinden kiigiik ise F/, hipotezi red karar1 verilir.

3. SIMULASYON CALISMASI

H , hipotezinin dogrulugu altinda I.tip hata olasiliklarinin belirlenmesine iliskin simiilasyon ¢al-

1smasi1 i¢cin Matlab programinda yazmis oldugumuz program kullanilmigtir. Bu program tesadiifi
degiskenlerin dagilimlarinin normal ve karma-normal olmasi durumlart i¢in iki farkli sekilde tasar-
lanmstir. Tesadiifi degiskenlerin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olmasi durumu i¢in,
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olmak iizere, H,: R, = R, = R, olsun. H hipotezinin dogrulugu kosulu altinda, varyans-kovaryans
matrisi

512
>=|1 43
2 3 8

ayni olmak {izere merkezi parametreleri

1 2 6
m=20 =5 =1
3 7 8

olan ¢ok degiskenli normal dagilimlardan n,,n, ve n; c¢aph ornekler Uretilmistir. & *nin herhangi bir

degeri igin 1000 tekrarin sonucunda, ger¢ekte dogru olan K hipotezinin permiitasyon testi
sonuclarma gore hangi oranda red edildigi tahmin edilmistir. Elde edilen sonuglar & 'nin ve
n,,n,,n,’in gesitli degerleri i¢in Tablo 1°de verilmistir.

Ayni iglemler tesadiifi degiskenlerin dagilimmimn & =0.30 ve
4 2 4

512
21=143 5 22=294
2 38 4 416

olmak tiizere,

(I_S)N(ﬂlazl)+gN(ﬂ2’zz)
(1-8)N(ﬂ2,21)+5N(ﬂ3,22)
(I_S)N(ﬂ3’zl)+£N(ﬂlazz)
ile tanimlanan ¢ok degiskenli karma-normal dagilimlardan n,, n, ve n, c¢apli drnekler iiretilerek

yapilmig ve sonuglar Tablo 2°de verilmistir.
Tablo 1. Normal dagilimdan iiretilen veri igin /, hipotezinin dogrulugu altinda elde edilen deneysel I.

tip hata olasiliklar
(24

ny,n,,n, 0.05 0.10 0.20
3,3,3 0.0440 0.1030 0.1770
4,44 0.0560 0.0940 0.2070
5,5,5 0.0490 0.1220 0.1980
5,6,4 0.0380 0.1000 0.1990
5,6,5 0.0470 0.0960 0.1910
5,6,6 0.0430 0.1130 0.2200
6,6,6 0.0500 0.1010 0.2020

10,10,10 0.0520 0.1070 0.1920
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Tablo 2. Karma-normal dagilimdan {iretilen veri i¢cin /|, hipotezinin dogrulugu altinda elde edilen
deneysel . tip hata olasiliklar

o

ny, 1y, N, 0.05 0.10 0.20
3,33 0.0180 0.0700 0.1770
4,44 0.0220 0.0600 0.1620
5,5,5 0.0260 0.0750 0.1600
5,6,4 0.0240 0.0730 0.1680
5,6,5 0.0430 0.0770 0.1540
5,6,6 0.0370 0.0690 0.1540
6,6,6 0.0120 0.0770 0.1740

10,10,10 0.0330 0.0890 0.1780

4. GERCEK VERIYE DAYALI BiR UYGULAMA

Korelasyon matrislerinin esitliginde permiitasyon testi yonteminin kullanimini gergek bir veri liz-
erinde uygulamak amaci ile Smith vd. (1962)’de yer alan veriler kullanilmigtir. Bu veri setinde agirlik-
larina gore dort gruba siniflandirilmis birimler ve her birimden yas, agirlik ve boy uzunlugu tesadiifi
degiskenlerine iligskin alinmis 6l¢iimler yer almaktadir. Gozlenmis bu veriler {izerinden elde edilen S
istatistigine iligkin deger 22.1623 olarak hesaplanmistir. Ayrica 4 gruptan her biri i¢in elde edilen ko-
relasyon matris tahminleri,

1 -0.9608 0
R = 1 -0.2774|,
1
1 0.9955 0.7467
R, = 1 0.7015],
] 1
1 -0.9693 -0.8195]]
R, = 1 0.8824
(- 1 -
1 -0.8760 -0.8926 |
R, = 1 0.9082
1

olarak elde edilmistir. Ornekten tesadiifi olarak olusturulan 1000000 adet permiitasyonun her biri i¢in
S” degerleri hesaplanmis, S =22.1623den biiyiik olanlarin oran1 0.0295 olarak belirlenmistir. L. tip
hata olasiligt & =0.05 olarak alindiginda, 0.0295 < 0.05 oldugu i¢in /| hipotezi red edilir. Yani
dort grubun korelasyon matrislerinin esit oldugu hipotezi red edilir.
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5. SONUC/TARTISMA

Farkli yiginlardaki p tane tesadiifi degisken arasindaki korelasyon matrislerinin esitligi hipotez-
inin test edilmesinde permiitasyonlarin olusturulmasina dayali Shipley (2000)’in 6nerdigi test ista-
tistigine iligkin, I. tip hata olasiliklar1 Monte-Carlo yontemiyle hesaplanmistir. Normal ve karma-
normal dagiliml {i¢ y18n i¢in Ltip hata olasiliklar1, 6rnek ¢aplart 3 ile 10 arasinda degiskenlik goster-
mis ve ti¢ farkli anlamlilik diizeyi i¢in tahmin edilmistir. Bu uygulama ile asagidaki sonuclar elde
edilmistir:

* Normal dagilan veri i¢in tahmin edilen deneysel olasilik degerlerinin, beklenen « 'nin ¢ok
yakininda degerler verdigi goriilmiistiir.

= Karma-normal dagilimh veri i¢in elde edilen sonuglarin tiimiiniin « ’dan kii¢iik olmasi, test
istatistiginin normal dagilmayan (karma-normal) veri i¢in saglam kaldigini gostermistir.

* Veri elde etmenin pahali ve zaman alic1 oldugu deneylerde, 6rnek caplarinin kiigiik ve farklilik
gostermesi durumlarinda da Shipley’in testinin korelasyon katsayilarinin esitligi hipotezinin testinde
kullanilabilecegi goriilmiistiir.

Ayrica korelasyon matrislerinin esitliginde permiitasyon testi yontemi, gercek bir veri iizerinde de
uygulanarak sonuglarin gegerliligi gosterilmistir.
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