ANADOLU UNIVERSITESI BILIM VE TEKNOLOJI DERGISI ,B
Teorik Bilimler

ANADOLU UNIVERSITY JOURNAL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY —B
Theoretical Sciences

Cilt/Vol.:1-Say1/No: 1 : 49-56 (2011)

DOGRUSAL REGRESYONDA SAGLAM GUVEN ARALIKLARI
Meral CETIN !, Tuba KAVRUK

0z

Saglam regresyon yontemlerine iliskin ¢ok sayida calisma olmasina ragmen, regresyon pa-
rametrelerinin saglam giiven araligina ve testlerine iliskin ¢aligmalar az sayidadir. Bu c¢aligmalarin
cogu da konum parametresinin giiven araligi lizerinedir. Bu ¢alismada, dogrusal regresyon analizinde
normallikten sapmalar ve aykirn deger varliginda, parametre tahminlerinin ve varyanslariin
saglam(robust) versiyonlari kullanilarak 3 -parametrelerinin saglam giiven araliklari hesaplanmig ve

bu araliklar En Kii¢iik Kareler (EKK) yontemine dayali klasik giiven araliklari ile bir benzetim calis-
masi ile karsilastirilmustir.

Anahtar Kelimeler : Giiven araliklari, Saglam regresyon, Saglam kestiriciler, M-kestiriciler.
ROBUST CONFIDENCE INTERVALS IN LINEAR REGRESSION
ABSTRACT

Although it is many studies with respect to robust regression methods, there is a few studies with
robust confidence interval and tests in the literature. Many of these studies are respect to confidence
interval of location parameter. In this study, the aim is compute to confidence intervals for regression
parameter and compare to classical confidence interval based on least squares estimator with simula-
tion study, using robust version of parameter and variance, in case of non-normality and outlier.

Keywords: Confidence interval, Robust regression, Robust estimators, M-estimators.
1. GIRIS

Saglam regresyon yontemlerine iligkin ¢ok sayida caligma olmasina ragmen, regresyon pa-
rametrelerinin giiven araligina ve testlerine iliskin ¢alismalar az sayidadir. Bu c¢aligmalarin ¢ogu da
konum parametresinin gliven aralif1 iizerinedir. Regresyon parametreleri i¢in saglam giiven aralik-
larina iligkin ilk ¢alisma Gross (1977) tarafindan yapilmstir. Tiku vd. (1986) konum kestiricileri igin
saglam giiven araliklarini tanimlamislar ve ortalamanin saglam kestirimi olarak kesilmis (trimmed)
ortalamay1 kullanmislardir. Du Mond ve Lenth(1987) galismalarinda konum 6l¢iisii i¢in saglam giiven
aralig1 vermislerdir.

Field C.A(1997), kiiciik 6rneklemlerde regresyon parametresi i¢in giiven araliginin hesaplan-
masinda {i¢ farkl alternatif yaklagimda bulunmustur. Androver vd. (2004), konum(location) 6l¢iisii ve
basit dogrusal regresyon modelleri i¢in saglam giiven araliklarin1 tanimlamislardir.

Bu calismada dogrusal regresyon analizinde normallikten sapmalar ve aykir1 deger varliginda, re-
gresyon parametresi i¢in saglam giiven araliklari incelenecektir. Saglam parametre ve saglam varyans
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kestirimleri kullanilarak, normallik varsayim bozulumunda giiven araliklarinin karsilastirilmasi igin bir
benzetim galigmasi yapilmustir.

2. SAGLAM REGRESYON KESTIRICILERI
Saglam bir regresyon tahmin edici bulmak i¢in ilk adim Edgeworth tarafindan yapilmistir. Artik

kare degerlerinin kullanilmasindan dolay1 aykir1 degerlerin EKK {iizerinde ¢ok biiyiik etkisi oldugunu
sOylemis ve asagidaki gibi tanimlanan en kiiciik mutlak deger regresyonunu dnermistir:

enkiigiik i le,| (D
A

Bu konudaki bir sonraki adim M-tahmin edicilerinin kullanimidir (Huber, 1981).
2.1 M-Kestiriciler

Huber, M-tahmin edicileri olarak bilinen bir tahmin edici siifi 6nermistir. Bu tahmin yontemi, ar-
tiklarin kareleri (e;) yerine, artiklarin baska bir fonksiyonunu en kiigiikleme fikrine dayanmaktadir.
M- tahmin edicisinin amag fonksiyonu,

min 2 Ae) @)
ﬂ 1

biciminde verilir ve artiklarin simetrik bir fonksiyonudur. p(—¢) = p(¢) ve sifir noktasinda en kiigiik
degerini alir.

Bu amag fonksiyonunun £ . regresyon parametresine gore tiirevi alindiginda,

ZW(ei)xi =0 3)

denklem sistemi elde edilir. Burada ¥, o ’nun birinci tiirevidir. Esitlik (3)’deki denklem sistemi
iteratif yontemlerle ¢oziiliir. Literatiirde i fonksiyonu igin gesitli 6neriler verilmektedir. Bunlardan
bazilar1 agagida verilmistir:

Huber y fonksiyonu,

-c X <—C
v.(x)=9x -c<x<c “4)
c X>c

bi¢cimindedir ve burada c=1.345"dir.

Hampel (1974) y fonksiyonu,
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|x| 0£|x|<a
—-a aS|x|<b
w(x) =sgn(t) a( c-|x| j b <c (5)
c—-b
0 cS|X|

bigimindedir ve burada a= 1.7, b=3.4, ¢c= 8.9’dur.

Andrews  fonksiyonu,

sin(x/ k) |X| <kn
(t)= (6)
0 |x| > km
bi¢cimindedir ve burada k=1.5 ya da k=2"dur.
Tukey(k) w fonksiyonu,
x(1-(x/k)*)* |x|<kn
v = [RA=GT0DT o
0 |x| > km

bigimindedir ve k=5 ya da k=6’dir (Candan,1995).

Bu ¢alismada Huber(1981) tarafindan verilmis regresyon parametresi saglam kovaryans tahmini kul-
lanilmstir:

P E‘(lﬂ)2 ' -1
=—"7 (X'X 8
cov(f3) [E(l//,)]z( ) (®)
Esitlik (8), asagidaki gibi de gosterilebilir:
cov(f) = (DY (o ©)
(a/mYw oo

M-kestiriciler y-yoniindeki aykiri degerlere karsi saglamken, x-yoniindeki aykir1 degerlere karsi
saglam degildir ve bozulma noktas1 1/n.

3. SAGLAM GUVEN ARALIKLARI

¥, = B, + Bx, + & biciminde verilen basit dogrusal regresyon denkleminde [, parametresinin
klasik giiven araligi,

BiFtynSB) (10)

Coklu dogrusal regresyon modeli i¢in ise (j=1,2,...,k)

B, F i S(B) (11)
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seklinde tanimlanir. Bu esitliklerde t, tablo degerini, S(B j) ’da parametrenin standart sapmasini goster-
mektedir.

En Kiigiik Kareler (EKK) yontemi, artiklarin normal dagildigini, bagimsiz degiskenlerin tiim
diizeyleri i¢in esit varyansh oldugunu ve bagimsiz degisken ile artiklarin iliskisiz oldugunu varsayar.
Bu varsaymmlar saglanmadiginda, parametre tahminleri yanl olabilir, EKK etkin olmaz, biiyiik artik
degerleri hata varyansini ve standart sapma degerlerini gisirir. Boylece parametrelerin giiven araliklari
uzamaya, yayilmaya baglar ve tahminler asimptotik olarak tutarli olmayabilir. Aykir1 degerler hata
varyansini sisirdiginde, modelin aykir1 degeri tespit etme giiclinii de zayiflatirlar. Boylece EKK yak-
lagimi giivenilir sonuglar vermez (Ryan,1997).

Bu nedenle bu calismada saglam giiven araliklar1 elde etmek i¢in parametre ve varyans tah-
minlerinin saglam versiyonlar1 kullanilmistir. Saglam regresyon ydntemlerine iliskin ¢ok sayida ¢a-
ligma olmasina ragmen saglam kestiricilere dayali giiven araliklar1 ve testlerine iligkin ¢aligsmalar az
sayidadir. Regresyon parametrelerinin giiven araligina iliskin ¢aligmaya fazla rastlanilmamaktadir.

Regresyon parametreleri i¢in saglam giiven araliklarina iligkin ilk ¢alisma Gross (1977) tarafin-
dan yapilmistir. Gross bu ¢aligmasinda, basit dogrusal regresyon modelinde bilinmeyen parametrelerin

dogrusal kombinasyonuna iliskin saglam giliven araligi tahminini, ele alinan farkli bir X-dizayn matrisi
icin tamimlamigtir.

Gross tarafindan onerilen giiven araligi,
T+t S o (12)
bi¢imindedir.

Burada T, S ; ’lerin kombinasyon degerleri L, ile elde edilen bisquare nokta tahmin degeridir. t

giiven araliginin (1 — ) olasiligiyla tahmin edilen parametreyi igermesini saglamak ama- ciyla oneri-

len sabit degerdir ve o =0.05 alinmasi 6nerilir. Sg=D, g dizayn matrisinin bazi fonksiyonlar1 olmak
tizere T’nin standart hata tahminidir. Field ve Welsh (1998) kii¢iik 6rneklemlerde regresyon pa-
rametreleri igin kosullu saglam giliven araligi tanimlamiglardir. Kosullu giiven araligi,

B,-6l(a, f.a).B,-6u(a, f,a)] (13)

bi¢iminde tanimlanir. Araligin alt sinirt

I(a,f,a)=K;l(1—%a/a) (14)
st siniri,

u(a,f,a):K;(%a/a) (15)

bicimindedir. Bu esitliklerdeki K degeri,

K, (x/a)=K(o,....,0,x,00/a) kosullu dagilim fonksiyonudur ve burada

Kp[l(a,f,a/a)zl—%a

Kp[u(a,f,a/a):%a

bigiminde tanimlanir (Field and Welsch,1998).
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Field (1997), saglam regresyon i¢in giiven araliklarin1 olusturmada kiigiik érneklem tekniklerini
kullanilmistir. Bunun i¢in de giiven araliklarinin olusturmada ii¢ alternatif yaklagimi ele almisgtir.

Saglam giiven araligina iligkin bir diger ¢alisma Field ve Zhou (2003) tarafindan verilmistir. An-
cak bu ¢aligma da, regresyon parametreleri igcin M-tahmin yontemi kullanilarak hatalar arasinda zaman
serisi tiiriinde bir iliskinin varli§ina izin veren, giivenilir gliven araligi olusturulmustur. Adrover vd.
(2004) ise konum ve basit dogrusal regresyon modelleri i¢in aykirt deger varliginda ve diger pa-
rametrik modelden sapma oldugu durumlarda bile gercek sinirlara yakin ve sabit saglam giiven aralik-
larin1 tamimlamiglardir. Bu giiven araligi, potansiyel asimptotik yani dikkate almayan 6nceki saglam
araliklarin gelistirilmis halidir.

4. UYYGULAMA

Bu ¢alismada bilinmeyen £ parametrelerine iligkin klasik giiven araliginin saglamhgini elde et-
mek igin veri kiimesinde aykir1 deger oldugunda [ parametrelerinin ve varyanslarinin saglam versi-
yonlar1 dikkate alinmustir.

Bunun i¢in, bir benzetim ¢alismasi planlanmistir. Bu benzetim calismast S-Plus paket pro-
graminda hazirlanmigtir. Basit dogrusal baglanim denkleminde £ ’nin saglam tahmin edicisini bul-

mak i¢in yukarida bahsettigimiz M-tahmin edicileri kullanilmistir, yine B > nin varyans tahmini de
Huber tarafindan Onerilen varyans-kovaryans tahmini(Esitlik.9) kullanilmigtir. EKK, Huber, Hampel

ve Andrews tahmin edicileri i¢in £’ lara iliskin giiven sinirlart hesaplatilmigtir. Bu hesaplamalarda
aykir1 degerin olmadig1 ve aykir1 degerin oldugu durumlar g6z oniine alinmigtir. Hatta tek aykir1 deger

ve ¢ok aykir1 deger yaratilarak karsilagtirmalar yapilmistir. Ayrica, O 2 *nin tahminler iizerindeki etkis-
ini gorebilmek amacryla 0.01, 0.1, 1 ve 10 olmak iizere dort diizeyi alinmistir. Benzetim ¢alismasinda
kullanilan etken olarak aykiri deger ve hata varyansi géz oniine almmis ve 1000 tekrar {izerinden
sonuglar elde edilmistir. Calisma da ayrica EKK, Huber, Hampel ve Andrews tahmin yontemleri i¢in
ortalama giiven aralig1 uzunluklari, giiven araliklarinin gergek parametre degerini kapsama olasiliklar

da hesaplanmis ve ayrica parametreler i¢in Hp : B i = O hipotez testi 6nem kontrolii yapilmigtir. Or-

talama giiven araligi uzunlugu, her bir tekrar i¢in bulunan aralik alt smir ve {ist siir farklar to-
plaminin tekrar sayisina boliinmesi ile elde edilmistir. Kapsama olasiliklari, her bir tekrar igin gergek
parametre degerlerinin hesaplanan aralik alt ve {ist sinir degerleri arasinda yer alip almadigina baki-
larak hesaplanmistir. Ayrica parametre 6nem kontrolleri yapilmistir. Giiven araliklar1 %95 giiven
diizeyi i¢in elde edilmistir.

Tablo 1. Aykirideger yokken kestiricilere iligskin ortalama giiven aralik (g.a) sonuclari

Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A.
Tahmin uzunluklar uzunluklar uzunluklar uzunluklar
Ediciler (02=0.01) (02=0.1) (02=1) (°2=10)

bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
EKK 0.022 0.008 0.068 0.026 0.216 0.082 0.684 |0.259
Huber 0.298 0.113 0.298 0.113 0.298 0.113 0.298 |0.113
Hampel 0.379 0.143 0.379 0.143 0.379 0.143 0379 |0.143
Andrews 0.022 0.008 0.069 0.026 | 0.219 0.083 0.692 |0.262
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Tablo 2. Tek aykirideger durumunda kestiricilere iliskin ortalama giiven aralik sonuglari

Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A.
Tahmin uzunluklari uzunluklari uzunluklari uzunluklari
Ediciler (02=o.01) (02=0.1) (02=1) (02=10)

bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
EKK 1.500 0.567 1.501 0.567 0.513 0.572 1.635 10.618
Huber 0.305 0.115 0.303 0.115 0.303 0.115 0.303 |0.115
Hampel 0.305 0.115 0.319 0.121 0.315 0.119 0461 |0.174
Andrews 0.022 0.008 0.071 0.027 0.224 0.085 0.718 | 0.271

Tablo 3. Cok aykirideger durumunda kestiricilere iligskin ortalama giiven aralik sonuglari

Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A. Ortalama G.A.
Tahmin uzunluklari uzunluklari uzunluklari uzunluklari
Ediciler (02=0.01) (02=o.1) (02=0.1) (02=10)
bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
EKK 2.444 0.924 2.444 0.924 2.452 0.927 | 2.524 | 0.954
Huber 0.290 0.110 0.310 0.117 0.314 0.119 | 0.317 | 0.120
Hampel 1.069 0.404 0.885 0.335 0.635 0.240 | 0.536 | 0.203
Andrews 0.023 0.009 0.073 0.027 0.230 0.087 | 0.784 | 0.296
Tablo 4. Aykirideger yokken kestiricilere iliskin kapsama olasiliklari
Kapsama Kapsama
Tahmin Kapsama olasiliklar1 | Kapsama olasiliklari olasiliklart olasiliklart
Ediciler (02=0.01) (02=o.1) (02=1) (02=10)
bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
EKK 0.956 0.957 0.956 0.957 | 0.956 | 0.957 |0.956 |0.957
Huber 1.000 1.000 1.000 1.000 | 0.980 | 0.984 [0.579 |0.616
Hampel 1.000 1.000 1.000 1.000 | 0.976 | 0.979 [0.619 |0.638
Andrews 0.946 0.950 0.946 0.950 | 0.946 | 0.950 |0.942 |0.954
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Tablo 5. Tek aykirt deger durumunda kestiricilere iliskin kapsama olasiliklari

Kapsama Kapsama
. Kapsama olasiliklar1 | Kapsama olasilik- olasiliklart olasiliklart
Tahmin
. 2 2 2 2
Ediciler (9 =0.01) lar1 (O =0.1) (O =1 (9 =10)
bl b2 bl b2 bl b2 bl b2

EKK 0.000 1.000 0.000 1.000 | 0.000 | 1.000| 0.086 |0.999
Huber 1.000 1.000 0.998 1.000 | 0.599 |0.964| 0.164 |0.530
Hampel 1.000 1.000 0.975 0.996 | 0.859 |0.936| 0.303 |0.561
Andrews 0.848 0.951 0.848 0.951 | 0.846 |0.953| 0.837 |0.952

Tablo 6. Cok aykirt deger durumunda kestiricilere iliskin kapsama olasiliklart

Tahmin Kapsama olasilik- | Kapsama olasilik- | Kapsama olasilik- | Kapsama olasilik-
Ediciler lar1 (02 =0.01) lar1 (0'2 =0.1) lar1 (02 =1) lar1 (02=10)
bl b2 bl b2 bl b2 bl b2
EKK 0.000 1.000 | 0.170 1.000 0.405 1.000 | 0.542 1.000
Huber 1.000 1.000 | 0.977 1.000 0.392 0.990 | 0.089 0.632
Hampel 0.000 1.000 | 0.008 1.000 0.064 | 0.977 | 0.076 0.672
Andrews 0.836 0.946 | 0.845 0.942 0.846 | 0.941 | 0.811 0.944

Yukaridaki gizelgeler incelendiginde, O 2=0.01 ve 02=0.1 icin en kisa giiven araliklarinin EKK
ve Andrews yontemleri ile elde edildigi, ancak kapsama olasiliklarinin Huber ve Hampel yontemlerin-
den daha kii¢iik bulundugu goriilmiistiir. Huber ve Hampel tahminlerinde kapsama olasiliklari varyans

kiigiikken 1’e yakin olmakla birlikte, varyans bilylidiigiinde (O 2 =10), EKK ve Andrews yontemlerine
gore daha kisa aralik uzunluklar1 vermelerine ragmen kapsama olasiliklari oldukg¢a diismiistiir ve
giivenilirlikleri bozulmustur. Huber ve Hampel tahmin edicileri tiim etkenler i¢in, EKK ve Andrews
tahmin edicileri ile benzer sonuglar vermistir. EKK ve Andrews yontemlerinde tiim tekrarlar i¢in pa-
rametrelerin anlamli bulundugu, Huber ve Hampel’da ise bir iki 6rneklem i¢in parametrelerin anlam-
s1z ¢iktig1 goriilmektedir.

Veri kiimesi tek aykir1 deger igerdiginde, EKK yonteminde aralik uzunluklar1 saglam yontemlere
gore oldukea biiyiik ¢ikmistir ve 34 parametre degerinin kapsama olasiliklar genelde sifir bulunmus-

tur. Huber ve Hampel tahmin edicileri varyans kiiclik oldugunda iyi sonuglar verirken, ancak varyans

0 =10 oldugunda kapsama olasiliklar1 diigmiistiir. Andrews yontemi varyans biiylik oldugunda,

Huber ve Hampel yontemlerinden daha uzun araliklar vermistir ancak kapsama olasilig1 ¢ok daha iyi
bulunmustur. Sonug olarak, kii¢iik varyans degerleri i¢in en iyi sonucun Huber ve Hampel yontemleri
ile, varyans biiylik oldugunda ise Andrews yontemi ile elde edildigi goriilmiistiir. Veri kiimesinde iki
aykir1 deger olusturuldugunda, farkli varyans diizeyleri i¢in EKK ve saglam M-ydntemlerinden elde
edilen ortalama giiven araliklar1 uzunluklar1 ve bu araliklarin gergek parametreyi kapsama olasilik-
larina iligkin sonuglar incelendiginde de tek aykiri deger sonuglar ile benzer sonuglar gézlenmistir.
EKK yonteminden elde edilen giiven araliklari saglam yontemlere gore oldukga uzun ve B4 para-

metresini kapsama olasiliklar1 ¢ok diisiik bulunmustur. Huber i¢in bulunan aralik uzunluklarinin yine
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birbirine yakin ve varyanstan etkilenmedigi ancak varyans arttifinda kapsama olasiliginin ¢ok fazla
diistigli goriilmektedir. Hampel yonteminde ise varyans arttikca aralik uzunlugunun daha kisaldigi
goriilmektedir ve kapsama olasiliklar1 EKK yonteminden daha kotii sonuglar vermistir. Andrews
yonteminde kapsama olasiliklar1 varyans kiigiik oldugunda Huber’den daha kotii ¢ikmugtir. Ancak
varyans biiyiidiiglinde Huber’den daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Sonug¢ olarak; Hampel
yontemi iki aykir1 deger oldugunda giivenilir degildir. Huber yontemi varyans kiiciik oldugunda

(o 220.01 ve 0°2=0.1 icin) iyi sonuglar vermistir. Andrews yontemi ise daha kisa araliklar verdigi igin
kiiclik varyansta Huber kadar iyi kapsama olasiliklar1 vermemistir, ancak varyans arttiginda aralik
genigligide biiyilidiigiinden en giivenilir sonuglar1 vermistir. Ayrica her yontemde tiim tekrarlar i¢in
parametreler onemli ¢ikmigtir.
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