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OZET

Matematik ile sanatin ikili oldugu alanlardan biri de muziktir/nsanlik tarihi boyunca pek
cok matematik¢i muzik ile ilgilengtir. Bu calsmamizda matematik ve muzik arasindakkiier
incelenmy ve bu ikilinin aslinda biri djerinin ayrilmaz bir parcasi oldtu ceitli drneklerle
anlatilmaya cakilmis ve matemagin mazik ile i¢ ice var oldgu vurgulanmaya cagilmigtir.

Anahtar Sozcukler:Altin Oran,Fibonacci Dizisi,Oktav,Aralik Dizileri

MATHEMATICS AND MUSIC

ABSTRACT

One of the areas where mathematics and art ardedles music. Throughout human history,
many mathematicians have been interested in mimstbis study, the relations between mathematics
and music were examined and tried to be explaingd warious examples that these two are
inseparable parts of the each other, and it wasdrto be emphasized that mathematics is in the
music.
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1. GIRIS
insanin bulundgu her yerde vardir miziknsani insan yapan en 6nemli kilttrel
ogelerden biridir. Peki, insanin en dnemlisikkerinden biri olan mizik yalnizca sanatsal bir

0ge midir? Sanatin 6tesinde acaba miwmuzik olmasinda matematiksel bigg) herkesin
sezemedi bir baska ahenk yok mudur?

Tarihsel olarak, ilk once ritim, daha sonra ngiziikinci 6nemli unsuru olan ezgi
kesfedilmistir. Modern muzgin temelini olgturan armoni ise gecen bin yilin ikinci yarisinda
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olgunlgmistir. Yillar yili mizik kimi sanat¢inin ekmek kapi&imi antropol@un argtirma
konusu, kimi merakl fizik¢i ve matematikcinin kafal kurcalayan gizemli bir problem
olmustur.Ne ilgingtir, muzgin tarihsel gekimiyle matemafiin tarihsel gekimi paralellik
gostermektedir. Her ikisi de 6nce somut bigitliceyle ortaya ¢ikmidaha sonra soyut-somut
arasinda salinip durrstur. Ornggin matematik nesne , saymaylaslanisken, muzik, ilkel
toplumlarda dinsel ayinlerde calinan ritim olgtur. Kim bilir belki de o zamanin
muzisyenleri sayl saymayi ilk gfedenlerdi!

Kimi gbrise gore tanri tamsayilari, insan da mategngaratmstir. Mzikte, seslerle
notalar arasindaki gki bu gorige benzetilebilir. Ancak birinin bir sanatgdrinin ise bir bilim
dali oldgunu da kabul etmek gerekimsan, muzin ham maddesi olan sesleri yuzyillar
icinde ygurarak gunumiz tonal migni olusturmustur. Bu tarihsel geyimde ddénemin
blyuk matematik dehalarinastgikaracak matematiksel zekaya sahip J.S. Bach v& W
Mozart'in pay! biyik olmgtur. Ozellikle Bach'in en biiyiik hobisinin matematkmasi
ilgin¢ bir tespittir. Bach muzikte devrimsel nitdli flig sanatini gegtirirken matematiksel
yaklasimlardan destek almive mizikte yeni bir @r acmstir. Ote yandan matematik
tarihninde muzisyen matematikcilere de rastlamak Riimduir.

Ornesin; Unli matematikgi olarak bilinen Pisagor aynmaada iyi bir mizisyen
olup, muzikte oktavi bulmgur. Bir teli iki esit parcaya boélerek ayni sesin incesini elde
ettigini gbzlemitir.

Cok az ksi besteciyle tamma firsatt bulmgtur. Bu firsati bulanlar, ger
matematikgileri biraz
tanimglarsa aralarindaki benzerlikleri hemen fark ederResteciler, yakaladiklari ezgiyi
duzenlerken surekli sayarlar, dillerindensiohieyen rakamlar mirildandiklarini ezgiye gifte
olurken parmak hesabi beyler sayip ince bir tahtanin Ustiinde dengede drangalsan
birinin psikolojisini sergilerler. Eminim o siradseyinlerinin matematikle grasan bolimanu
yogun olarak kullaniyorlardir. Gundelik hayatlari daeraatikcilerin hayatina cok benzer,
analiz yetenekleri cok kuvvetlidir.

Kotl sarki soyleyen birinin sesinin kotd olmasinin asgdeni ¢gunlukla ton
disina ¢cikmasi ya da, matematiksel bir ifadeyle, kulin tanim arainin dsindaki notalari
kullanmasidir Sarkilardaki ezgiler belirli dizileri takip ederleBu dizilerin ¢ok bilinen bazi
matematiksel dizilere benzediklerini sdyleyebiliriz

Moduler aritmetgin gtzel uygulamalarindan olan muzik dizileri tapldan topluma
desisiklik gosterir. Orngin batida tam ve yarim seslerden saln major ve minor diziler
kullanilirken, dguda komali seslerden de yararlanilarakstoitulmus makamlar kullanilir.
Heyecan uyandiran bir ggr dnemli nokta LA notasidir. Fiziksel olarak 44tzKrekansli ses
dalgasi olarak bilinen LA “dganin sesi” olarak bilinir. Telefonu ilk agtnizda kesiksiz dutut
sesi ya da elektrik tellerindekisultu genellikle LA notasidir. Bunun igindir ki migjenler
akortlarini bu dgismez referans sese gore yaparlar. Oyle ki klasik iknikonserleri
baslamadan 6nce, ga kemanci ayga kalkarak tim orkestraya LA sesini vererek onanola
saygisini gosterir ve boylece orkestranin buigiimii ve uygumunu sglar.

Rakamlar bu kadarsékar kullanan tek sanat dali olan mgimi asil ilgi ¢ekici yonu,
armoninin gekmesiyle ortaya cikmgtir. Farkh seslerin ayni andaki birliktginden dgan
uyum anlamina gelen armoni, aslengaoin icinde hep vardidyi mizik kulggina sahip
herhangi biri, dganin bircok sesleginde, belki kylarin 6tisiinde ya da elektrik tellerinin
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uguldamasinda bu goiskan sesleri duyabilir. Orgen tinilayan bir gitar telinin ardina daha
azsiddetteki armonik sesleri ( @askanlari ) iyi muzik kul&na sahip herkes algilayabilir.

Eger evinizde bir mizik aleti varsa DO-Mi-SOL segterayni anda tinlatarak siz de
basit bir akor olgturabilirsiniz. Ya da derinlik hissi uyandiran modebir caz akordu elde
etmek isterseniz buna bir de Si notasini eklemdmieiirim. Ote yandan DO-FA sesi (1. ve 4.
sesler) ise uyumsuz sesler gidadan insanda bir gerilim hissi uyandirir. Ortgdz kilise
tarafindan yasaklanan bu gerilimli uyumsuz segdgtan sesleri olarak nitelendirilgtir.

Kisacasl matematik ve muzik tarih boyunca el elaydinizi guzellgirmislerdir.
Kimi matematikgcilerin matemain bir ¢eit sanat, kimi muzisyenlerin ise migm bir ¢ssit
bilim  oldugunuiddia etmeleri, herhalde birbirlerine  duyduklarihayranliktan
kaynaklanmaktadir. Matematik ytzyillar boyunca kesdensel dilini olgturarak akla hitap
etmis, muzikse ayni evrensellikte gonullerin ortak dilitusturmustur.Bir de matemuzikciler
vardir: hem gondlden hem de akilla ayni anda korar ya da en azindan kamulanlar
dinleyebilmek isterler.

Matematik ve muzik ikkisini incelemeye, dgal bir giris olmasi i¢in, bu iki alanin
bazi tanimlariyla bdamak gerekirse, matematik icin: “Tumdengelimlilakirtitme yoluyla,
soyut varliklarin (sayilar, geometrkkiller, fonksiyonlar, uzaylar vb.) 6zelliklerinevbunlar
arasinda kurulan entilari inceleyen bilim” (Blyik Larousse S6zluk Aeasiklopedisi, 1992:
7860); “[gercek dinyadaki hicbigeyle iliskisi olmasi gerekmeyegn formal sistemlerin
kurulimasi ve kgedilmesi”; “aksiyomlardan[dgayla deil mantikla sinanan] teoremler
tiretme @rasi”; mizik icin: “Insana, sesler aragiyla kendini anlatma olaga veren sanat,
bu sanatin Urdnleri” (Buyuk Larousse Sozluk ve Klugedisi, 1992: 8490); Sitsel ortam ve
seslerin belli bir 6lctide bilingli olarak dizenlenmali’; “seslerin insanin biyolojik ritmini
sembolik olarak canlandirmak icin kullagiti (Winsor, 1997); “anlamh bir yapi odturmak
tzere melodik, armonik ve ritmik desenler halindézehlenmy sesler” gibi tanimlar
siralanabilir.Sekil 1'de gérilen siniflandirma, ginimuzden yaild®6 yizyil 6nceki Pisagor
okulunun miifredatini gésteriyor (Garland and Kah®95: 64§. Burada “ayriklik 6zelfii
olan nicelikler” ve “sureklilik 6zelli olan buyukliklerle grasan iki grup yapilmy; aritmetik
mutlak olan, muzik goéreceli (kd) olan niceliklerle, geometri sabit duran, astvon ise
hareketli buytkltklerle ikkili olarak siniflandiriimgtir.

Acaba muizii neden matemaiin dali olarak siniflandirmglardi; bu hi¢ yerinde
olmayan bir siniflandirma miydi yoksa mantikli yanlmi vardi? Bu sorunun yanitini
disinurken muzi en kuguk, temel bikeninden en dst diizeydeki yapilarina kadar gbzden
gecirerek animsamak matematik—muzigkisini aydinlatmaya yardimci olacaktir.

QUADRIVIUM

Matematik (‘dgismez’in bilimi)

Aritmetik Muzik Geometri Astronomi
(mutlak) (goreceli) (sabit) (hareketli)

Sekil 1. Quadrivium ve bilgenleri
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2. MUZIKTE MATEMAT IKSEL YAPILAR
2.1. Muziksel Sesin Bgica Ozellikleri

Giristeki tanimlarda, mugin oncelikle ses icermesi gerektie deinilmisti. Bu ses,
genellikle muziksel bir ses olacaktir. Mlziksel lsasgurulti seslerinden ayiran 6zellik,
muziksel seslerin ayirt edilebilir bir perde vetet® 6zellginin olmasidir. Bilindigi gibi
perde, sesin tizlik derecesingkin bilgiyi tasiyan parametresidir. Yani sesin temel frekansina
bagli bir tizlik derecesi (perde) algilaniyor. Bir gesiskin bir perdenin algilanabilmesinin
Olcltl ise, o sesin periyodik olma derecesidir. Ms$el bir ses, zamana $abir periyodik
fonksiyon olarak dgiindlebilir:

meZ

g(t = mTo)=9(t) {

— 0 <t<

WY

Sekil 2. Periyodik birg(t)fonksiyonu
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Sekil 3. Dogal bir muziksel ses zarfi 6rngi

* Muzikte yalnizca muziksel seslergle guriltl sesleri ve korwma sesleri de yer alabilir.
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Sekil 4. Titresen bir telin ilk 6 harmoni gi

Sekil 2'de Tp periyoduyla periyodik olan bir ses yeraliyor, dikeksen deiddetini
gosteriyor. Ancak dgal kaynakli muziksel seslerin sinirli bir siresrdiave yari periyodik
Ozelliktedirler (Bora, 1994: 258-59%€kil 3). Mlziksel seslerin belirleyici 6zelliklearasinda
‘perde’, ‘siddet’ ve ‘sure’nin yani sira bir de tini, yani é@m keman, flit ve piyano seslerini
birbirinden ayirmamizi gayan 06zellik bulunmaktadir. Tini, “sesin dokusularak
adlandirlabilir. D@al muziksel ses zarfi Orpmi goOsterensekilde, sesinsiddetindeki
yukselme ve alcalmalar, nasil ségdivb. gibi 6zellikler, o sese gkin tinyr belirleyen
Ozellikler arasindadir. Daha kapsamli bir incelegreise harmoniklerine goz atmaliyiz.

Gergin bir tel gibi titrgebilen yapilar, birden ¢cok sayida frekansta ditreTitresimde
temel frekansin yanisira yeralan “temel frekansamdayl katlar”, harmonikler olarak
adlandirtir §ekil 4). Tini farkini belirleyen de, titgen sistemlerin boyut, bicim, malzeme
bakimindan farklari nedeniyle gerek harmoniklemygrekse harmonik olmayan spektral
bilesenlerin zaman icinde izledikleri ayri genlikglgmlerinin (nasil birsiddet degeri konturu
izleyip ne zaman son@u vb) farkli sistemler (titrgm kaynaklar) icin farkli olmasidir.
Boylece, tini farklarini inceleyebilmek icin sesirekans spektrumunun zaman icindeki
degisiminin bilinmesi gerekginden, zaman- frekans gosterimi elde edilmelidunén igin
biraz daha matematik kullanmamiz gerekiyor. Somgeli“sinyal isleme”cilerin klasik
yontemlerinden biri olan “kisa sdreli Fourier d@athd” ile bir sesin zaman—frekans
gosterimi elde edilebilir:

o0

STFTR(z, f)= x(t)y "(t - 7 )7 dt

—0o0

Burada x(t) incelenen “ses sinyalini”y(t) pencereleme fonksiyo-nunu, pencere
merkezinin zaman eksenindeki konumunu simgeliydryl&e, 6zetle aciklanirsa, incelenen
sinyalin i¢ carpim yoluyla dgal logaritma tabanli€) terimin igcergindeki sinis ve kosinus
bilesenleri ile korelasyonu saptanarak sintsoidal delamgyonu elde ediliyorSekil 5'te bir
keman sesinin zaman—frekans gdsterimi yer aliyor.
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Sekil 5. Bir keman sesinin waterfall diyagramiyla g&terilen zaman-frekans gésterimi
(http://www.ciarm.ing.unibo.it/researches/violimfml

2.2. Miiziksel Ses Sistemi, Diziler, Zamanl#iskili Ogeler

Yukarida muziksel seslere ve guriltd sesleringirdlenisti. “Konusma sesleri”,
muziksel ses ve gurultd sesi olarak tarif edileslese bir arada igeriyor. Basit bir drnekle
aciklarsak, orngn “kitap” sozcigundeki k, t, ve p harflerini soylegimiz anlarda guraltt
yapiyoruz, yani belli bir perdenin algilanamadsesler Uretiyoruzi ve a'yl soylediimiz
anlarda ise perdeler gluyor. Sarki sdyleyen bir kinin sesinde de bu periyodik ve periyodik
olmayan kisimlarin hepsi bulunuyor; o halde niconlgma dgilama sarki muzik olarak
duyuluyor? Cunkisarkida yer alan perdeler “bir miziksel ses sistémiusturacak bicimde
belirlenmi bir perdeler kimesi” icinden secilerek kullanil@erdelerdir. Muziksel ses
sisteminin olgumu ve yapisindan sodzedebilmek icin yine 26 yudnkesine gitmek
gerekiyor. Eski Yunanlilar, bir sesin, temel frekam o sesin temel frekansinin tamsayi
katlarina git olan seslerle uyumlu tinlagini kesfetmislerdi. Bu frekanslar yukarida s6zedilen
tek sesin harmonik bigenlerinin frekanslarinasitir: f, ile 2f;, 3f;, 4f;, vb.

Efsaneye gore, Pisagor ellerinde cekiclerle saall bazi demircilere rastlar.
Cekiclerden cikan sesler birbiriyle ¢cok uyumlu amlaktadir. Pisagor cekicleri tagiinda
agirhklarinin (12:9:8:6) oraninda olgunu farkeder. Cekic garliklariyla seslerinin temel
frekanslar arasinda matematiksel bigkiikurmak dgal olarak pek olasi ¢éd; ama gergin
bir telin boyu ile sesinin temel frekansi arasindesin bir iliski bulunuyor §ekil 6).
Pisagorcular (12:9:8:6) oranlarind&ekil 7’deki gibi turettikleri (2:1), (3:2), (4:3) e/ (9:8)
oranlarini muzikteki esas araliklar olarak kabulileet Bu oranlar, tamsay! katlardaki
frekanslarin tek bir oktav (kkangic¢ frekansi ile onun iki kati olan frekans amdaki oktav)
icine aktarildginda balangic frekansina oranlarini belirtiyggekil 6'da gortlen monokordu
kullanarak, telin boyunu dggestirmek yoluyla bu “b@il frekanslar” kolayca hesaplaya-
biliyorlardi. (Muzigi “baglil niceliklerin” hesabiyla grasan bir @reti olarak tanimladiklarini
burada animsamak yerinde olur.)
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Sekil 6. Monokord

Sekil 7 Pisagorculara gore “esas araliklar”

2:1 — oktav (sekizli) (f,2f;,4f1,8f;,...) 3:2 — tam bali

4:3 — tam dortlu

9:8 — tam ses (buyuk ikili)
637
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Frekans orani (2:1) (“oktav”) olan seslet, @f;, 4f;, 8f, ...), ayni ses renginin
(kromanin*) agik/koyu tonlari gibiydi, bdylece ayaulla adlandirildilar. Ancak, esas araliklar
olarak saptadiklari araliklarin (2:1)sohda hicbir ¢gidini tek baina Ust Uste ekleyerek
baslangic kromasini Ust oktavlardan herhangi birinalm blarak elde etmeye olanak yoktu,
cunklip 1'den buyluk bir dgal sayl olmak Uzere §+1)/p seklindeki Pisagor tipi araliklarin
hicbir pozitif tamsayi kuvveti, 2’'nin higbir poziiamsayi kuvvetineget degildir:

| p+1 'ln

l (m.n.peN
Lp

lp>1

j"!

*kroma: Oktav goz onune alinmaksizin algilanankiderecesi; bir tizlik derecesinin
algilansinda oktava gére @gesmeyen ozellik.

Bununla birlikte, cok 6nem verdikleri (3:2) oradaki b&il frekansi (muzik dilinde
“tam beli”) 12 kez Ust Uste ekleyerek gangi¢c sesinin 7oktav yukarisina ya#lkaolarak
ulasabildiklerini saptadilar

( (372} 2") ve bulduklari 12 sesin frekanslarinslaagic oktavina aktararak oktavi
12 parcaya bolduler. gagida gosterilen, bulduklarn 12 tamgheyukaridaki frekansin tam 7.
oktavin frekansina oranina “Pisagor komasi” denir

Esitlikte goraldigt gibi, bu oran ayni zamanda 6 “tam ses” yukaridadsin de
baslangic oktavindaki kal frekansidir. Bu farklilik, bgdangic sesinin dgsik bir yere
aktariimasi, dizilerin tiz ve kalin bolgelere @o surdirtlerek gesgletiimek istenmesi ve
daha karmgk ve cok sesli migin gelistiriimek istenmesi s6z konusu olglunda yeni ses
uyumsuzluklarinin olgmasina yol acti. Bu sorunlari gidermek ic¢in bugiit“dizenli”
sistem kullaniimaktadir. Bu ses sisteminin iki é&rif 12 “yarim sesin” @t aralikh olmasi ve
oktavin tam iki kat frekansta olmasidir. Bu yokatsayisi ikinin on ikinci dereceden kokiine
esit olan bir geometrik dizi elde edilmektedir:

fi_fo_fi_  _fa
fO fl f2 fll

fiz = alzfo} _ 12
fiz = 2fo — ¢ vz
Boylece Orngin dogal tam beli biraz kougultilmi@, dasal tam dortli biraz
blyutulmtar. Piyano akortcularinin saatlerce irrasyonekdres oranlariyla grastiklari
buglnkl sistem, s6zgelimi, Johann Sebastian Bad@aesten her birinin majér ve minor
tonlarinda ikser tane bestelegli ve “Esit Duzenli Klavye” adini verdi Unli 48 Preltd ve
FUg’'l yazma olanani s&lamistir.

Aralarindaki muziksel aralik “yarim ses” olarak aafflirilan ve her oktavda yinelenen
bu 12 kroma arasindan secilen biglaagic sesine géli ardisik aralilk kombinasyonlari
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uygulanarak, bu #angi¢c sesini bir Ust oktavdaki kargina bir merdiven gibi hdayan
cssitli diziler elde edilir.

Bu dizileri olusturan aralik kombinasyonlarina érnek olarak:

Kromatik dizi 1¢in; [, 4 Yo, Vo, Yo, Vo, Y. Vo, Vo, V2]
Maydr dizi i [1.1,%.1,11, %]

Armonik minér dizisi g [1. % 1, 1. % % , ]

Tam ses dizist 1¢m: [E: 1ok X 1 1

Blues dizisi i¢in; [/ 1, ¥, %, / 1]

yazilabilir.

Dizilerin bir ya da daha fazla turtine ait saslagssitli besteleme kurallari igcinde
secilip siralanmasiyla “melodiler (ezgiler)” sturulur.

Muzikte zamanla ikkili 6geler olan tempo, ritim, 6lct gibi kavramlagayle tanimlar
getirilebilir:

Tempo = vurg sayisi / zaman

Ritim : Vurus surelerinin (ve bazeniddetlerinin de) periyodik olarak yinelenen
deseni.

Olcu : Genellikle ritmin 1 periyodunda yer alan lp vury sayisi

Bu durumda, cgtli ritimler, bu deseni olgturan ardyik slre oranlari olarak
gosterilebilir. Orngin desenin 1 periyodunun siresi 1 birim alinirsa:

seklinde yazilabilir. ger vurglarin strelerinin yani sirgddetlerinin de simgelenmesi

Vals : %1/3%]

Swing : %%,%%%%:%%«]
Samba : %%%%6%%%6%6%6%]
Bossa nova: %%6%6%6%%%%6%%]

istenirse, her bir vuguikiser deser ile gosterilebilir. S6zgelimi, ‘kuvvetli'yi 3,Hafif'i ‘1’ ile
simgelersek Vals icin
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[(1/3, 3), (1/3, 1), (1/3, 1)] yazilabilir.

2.3. Karsilasilan Bazi Ozel Matematiksel Yapilar
Gorsel sanat dallarinin yanisira mizikte de sikgam bir konu

“Fibonacci dizisi” ve “altin oran”dir. Fibonacciasi, ilk iki elemani 1,sonraki her bir
elemanin dgeri kendisinden 6nceki son iki elemanirgegerinin toplaminagt olan dizidir

A ¢ ]
o /o J
Y Y
3 b
AC| _|4B|
ICB| ~ |AC|

biciminde yazilabilir.
Bu denklemin pozitif koku
1+5

— > 1,618 = o

= altin orandir.

Fibonacci dizisi={1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}

Bir piyano klavyesinin bir oktavlik bdlimine bakgdhda, diyatonik ve kromatik
dizilerin baglandigl balangic perdesi ile birlikte diintlerek, Fibonacci dizisinin ilk yedi
elemani gorilebilft (Sekil 8)
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5 siyah tus

CDEFGABZC
1 oktavda 8'’i beyaz 13 tus

Sekil 8. Piyano klavyesi ve Fibonacci dizis

Fibonacci dizisi sonsuza giderken dizinin her Benganinin bir sonraki elemanina
oraninin yakinsagi deser olan altin oranin geometrik anlami, bigdoya da dikdértgen bu
oranda bolundgiinde, buyik parcanin butiine oraninin kiiciik pardaiyiik parcaya oranina
esit olmasidir.

Altin oran = 1,618

Bestecilerin, yapitlarinda kimi zaman yapiti splwan daha kucgik bdlumlerin
surelerini, kimi zaman da yapitin doruk noktasikonmumunu altin orana uygun olarak
yerlestirdikleri bulunmutur.
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