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Newtonyen Olmayan Olgulebilir Kiimeler Uzerine Bir Not
Oguz OGURY ), Zekiye GUNES?

Oz
Bu c¢alismada, ilk olarak sayilabilir coklukta v —6l¢iilebilir kiimenin kesisiminin ve bazi kosullar altinda birlesiminin de
v —olgiilebilir oldugu gosterildi. Bunun yaninda Newtonyen olmayan v Gs ve VFtr kiime tanimlari verilerek, ilgili

teoremler elde edildi. Ayrica Newtonyen olmayan anlamda Cantor milkemmel kiime tanimlandi ve 61¢U teorisinde 6nemli
orneklerden olan sayilamaz fakat 6l¢iisii sifir olan Cantor kiimesi Newtonyen olmayan anlamda genellestirildi.

Anahtar Kelimeler: Newtonyen Olmayan Olgii, v —olgtilebilir kiime, v —Cantor Kiime

A Note on Non-Newtonian Measurable Sets

Abstract

In this study, it was first shown that the intersection of a countably large number of v —measurable sets and their union
under some conditions are also v —measurable. Besides , the relevant theorems were obtained, by giving non-Newtonian

set definitions " Gs and v F;. In addition, the Cantor perfect set was defined in a non-Newtonian sense, and the Cantor

set, which is an important example in measure theory being uncountable but has zero measure, was generalized in a non-
Newtonian sense.
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1. Giris

Gecmisten giinlimiize matematik, mithendislik, finans, ekonomi, tip, biyomedikal gibi bircok
uygulama alanma sahip olan Newtonyen olmayan kalkiiliis, 1967-1970 yillar1 arasinda Michael
Grossmann ve Robert Katz tarafindan klasik analize bir alternatif olarak olusturulmustur.

Newtonyen olmayan kalkiiliisiin temelini olusturan "Non-Newtonian Calculus” isimli kitap,
1972 yilinda Michael Grossmann ve Robert Katz tarafindan yayinlanmigtir (Grossman & Katz, 1972).
Daha sonra Newtonyen olmayan kalkiiliis Michael Grossmann tarafindan gelistirilerek geometrik,
kuadratik ve harmonik hesap siniflar1 elde edilmistir (Grossmann, 1979; Grossmann, 1983).

Newtonyen olmayan analizde elde edilen bazi ¢alismalara 6rnek verecek olursak; Cakmak ve
Basar Newtonyen olmayan dizi uzaylar1 (Cakmak & Basar, 2012), Duyar ve Ogur Newtonyen
olmayan reel sayilarin topolojisi (Duyar & Ogur, 2017), Duyar ve Sagir Newtonyen olmayan agik
kiimelerin Lebesgue 6l¢isi (Duyar & Sagir, 2017), Ogur ve Demir Newtonyen olmayan Lebesgue
Olcisl (Ogur & Demir, 2019) (zerinde ¢alismalar yapmuslardir.

Bu calismada Duyar ve Sagir'in "Non-Newtonian Comment Of Lebesgue Measure in Real
Numbers" adli ¢aligmasi (Duyar & Sagir, 2017) ile Demir'in "Reel Sayilarda Newtonyen Olmayan
Lebesgue Olgiisiiniin Baz1 Ozellikleri" adli yiiksek lisans tezinden (Demir, 2019) faydalanarak

Newtonyen olmayan 0lgiilebilir kiimelerin eksik kalan bazi 6zellikleri verilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tamm 1. v, goruntu kiimesi A olan bir trete¢ olsun. Her p, g € A olmak Uzere, bu Uretece gore

asagidaki iglemler ve siralama bagmtisi ile olusan yapiya v —aritmetik denir.

v — toplama p+g=v{v @) +v ()}
v — cikarma p=q =viv'@) - v (@)}
v — ¢arpma pxq=viv'(®) xv ()}
v —bolme (v71(g) # 0) p/q=v{vI(®) /v 1)}

v — siralama p<g=viv i) <v (@)}

R, = R(N) = {v(x):x € R} kimesine Newtonyen olmayan gercek sayi kiimesi denir
(Grossman & Katz, 1972).

Tammm 2. R, deki (d, B)N v — agik araliginin 6l¢iisii

my(a, B)N =v (m (v_l(d)'v_l(B)»

seklinde tanimlanir (Duyar & Sagir, 2017).
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Tammm 3. R, de bos olamayan bir G v —agik kiimesinin Newtonyen olmayan 6l¢Usi

birlesen araliklarinin Newtonyen olmayan 6l¢iilerinin toplamidir. Yani

my(G) = y Y my (6x)

Ayrica

my(G) = . me(fckr)"k)zv =, Z}"k;xk
K X

Burada 6, = (%, yx)y ile tamimlhidir (Duyar & Sagir, 2017).
Tamim 4. R, de tanimli bos olmayan v —sinirli, v —kapali F kiimesinin 6l¢isu
myF = v{m(v=1(4),v"1(B)) — m(v1(CH)}
seklinde tanimlanir. Burada S = [A, B]y , F kiimesini iceren en kiicilk v —kapali aralik. Burada C§ =
S — F kimesi v —acik kiimedir. Yukaridaki tanim tekrar diizenlenirse
myF = B=A~myCE
elde edilir (Duyar & Ogur, 2017; Ogur & Demir, 2019).
Tamm 5. Bos olmayan v —sinirli bir K klimesinin Newtonyen olmayan dis dl¢iisii, K klimesini

iceren tim v —sinirli, v —agik kiimelerin 6lgiilerinin en biiyiik alt siniridir. Yani
V.
m'yK = I%rclt; {myG}
ile tanimlanir (Ogur & Demir, 2019).

Tammm 6. Bos olmayan v —smirli bir K kimesinin Newtonyen olmayan i¢ 6lcusi, K

kiimesinin igerdigi tim v —kapli kiimelerin 6lgllerinin en kuguk Gst siniridir. Yani
v
m, K =" sup{myF}
FckK

ile tanimlanir (Ogur & Demir, 2019).
Teorem 1. v —sinirhi bir E kiimesi verilsin. Eger E kiimesi ikiser ikiser ayrik v —06lcilebilir Ej,
kiimelerin sonlu ya da sayilabilir sonsuz kiimelerinin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa E,

v —Olculebilirdir ve

mNE = N Z mNEk
k

esitligi saglanir (Demir, 2019).
3. Bulgular ve Tartiyma

Bu caligmada, ilk olarak sayilabilir ¢oklukta v —dlgiilebilir kiimenin kesisiminin ve bazi

kosullar altinda birlesiminin de v —0lculebilir oldugu gosterilecektir. Bunun yaninda Newtonyen

4 4 . . - . .
olmayan = Gs ve ~ F, kiime tamimlar1 verilecek ve ilgili teoremler elde edilecektir. Ayrica
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Newtonyen olmayan anlamda Cantor miikemmel kiime tanimmi verilecek, 6l¢l teorisinde dnemli
orneklerden olan sayilamaz fakat Sl¢iisii sifir olan Cantor kiimesi Newtonyen olmayan anlamda
verilecektir.

Teorem 2. Sayilabilir sayida v —dlgiilebilir kiimenin kesisimi v —0lculebilirdir.

Ispat. E, kimeleri v —olgiilebilir kiimeler olmak tizere, E = Ny, E, olsun. E, kimeleri
v —olgiilebilir oldugundan v~1(E}) kiimeleri dlgiilebilirdir. Dolayistyla Nj—; v~ *(E;) kimesi de

Olciilebilirdir. Ayrica

oo

(i@ =v <kﬂ Ek) —vl(E)

k=1

yazilabileceginden v~ (E) 6lgiilebilirdir. Dolayistyla E kiimesi v —0lctilebilir bir kiimedir.
Teorem 3. E,E,, E5, ... kimeleri v —0l¢ulebilir olsun.
E1 CE2CE3C"'

ise ve

E = UEk
k=1

kiimesi v —smirh bir kiime ise

myE = Y lim [myE,].

nooo
Ispat. E, E, E;, .. kiumeleri v —élcilebilir oldugundan, v=1(E;), v (E,),v *(E3), ...
kimeleri 6l¢llebilir kiimelerdir. Yine
EicE,CcE;C--
oldugundan,
vI(E) cvTH(E,y) © (E3) € -

yazilir. Ayrica

E = UEk
k=1

oldugundan

co

v I(E)=v1 <O Ek> = U v 1(E,)
k=1

k=1
olur. E v —sinirh oldugundan v=1(E) smirli olup

mv~1(E)

lim [y~ (E,)]

= lim [v‘l (v(mv‘l(En)))]

n—

= lim [V_l (myEy)]
n—->0oo
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yazilir. Boylece
v(mv Y(E)) =v ( lim [v~?! (mNEn)])
n—-oo
ve buradan

myE = Y gi_{go[mNEn]

oldugu elde edilir.
Teorem 4. E,, E,, E5, ... kimeleri v —0dlgulebilir ve E = Ny~ Ej olsun. Eger
E1:)E2:)E3D"'

kapsamasi saglanirsa

myE = Y lim [myE,]

n—-oo

olur.
Ispat. E,, E,, E5, ... kimeleri v —olgiilebilir oldugundan, v=1(E,),v 1 (E,),v 1 (E3), ...
kiimeleri ol¢llebilir kimelerdir. E = Ny~ E} oldugundan

v I(E)=v1 <ﬁ Ek> = ﬁv‘l(Ek)

k=1 k=1
yazilir. Ayrica

Ei DE, DE; D
oldugundan,

vH(E) 2 vTH(Ey) D (E3) o -
olur. Buradan

my=1(E) = lim [mv~1(,)]
= lim vt (v(imv 1 (E))]
= lim [y~ (my E)]
ve bdylece
v(mv 1 (8)) = v (lim [V~ (myE,)])
yani

myE = Y rlli_r){)lo[mNEn]

elde edilir.
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Ornek 1 ( v —Cantor vGO Kumesi). S = [0, i]N olacak sekilde v —kapali aralig1 alinsin.
v —Cantor * G, kiimesinin yapimi bir dizi adimda olusturulsun. [0, i]N araligindan; ilk adimda g

< .o (1 2 < G . i N i 2 7 8
uzunlugundaki (— ,—) aralig1 secilsin, ikinci adimda buna = uzunlugunda (— ,—) ve (— ,—)
3 °'3/nN 9 9 '9/nN 9 °'9/nN

olmak tizere iki aralik eklensin, ti¢iincii adimda her birinin uzunlugu % olan dort aralik daha eklensin.

Benzer sekilde devam edilirse

1% i 2 i 2 7 8 i 2 7 8 19 20
3'3/)n 9’9 /y 9’9 /)y 27 '27 /y 27 727 /y 27 727/
25 26
(Z.2) u..
27 "27
Kumesi elde edilir. Boylece

mN(VGO)=%+§+2i7+---

(e @) v ()

{1+2+4+ }
379727

olur. Bu ise

my (”GO) =v{1}=1
oldugunu gosterir.

v —Cantor Mikemmel VPO Klmesi. S = [0, i]N, v —kapal1 araligi v G, v —agik araliklar
kiimesi ¢ikarilarak elde edilen v —kapali kiimesi F = v P, ile gosterilsin. v Go = CY;

my (V Po) =1-0-myC{

=1-1=0

bulunur. Buradan v —Cantor mikemmel * P, kimesi v —sifir dlgiisiine sahiptir. v Ureteci bire bir
orten oldugundan v —Cantor mikemmel v P, kiimesi ile Cantor miikemmel kiimesinin giicii aynidir.

- < " v L
Cantor miikemmel kiimesi sayillamaz oldugundan v —Cantor mikemmel = P, kimesi de

sayillamazdir.
Teorem 5. v —smurlt her sayilabilir kiime v —06l¢ulebilirdir ve v —sifir lgiisiine sahiptir.
Ispat. v —smirh E kiimesi
X1,X2,X3, .

noktalarindan olussun. x;, noktasindan olusan tek elemanli kiime E) olsun. Agikca, Ej

v —0lcllebilirdir ve bir v —sifir 6l¢ii kiimedir ve
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E = UEk
k=1

olur. Teorem 1°den

mNE = N z mNEk
k

yazilir. Boylece E kiimesinin v —0lglsu v —sifir olur. v —Cantor mikemmel kiimesi = P,’in

gosterdigi gibi teoremin tersi yanlistir.
Tamm 7. E kiimesi, sayilabilir sayidaki v —kapali kiimelerin birlesimi olarak temsil

edilebilirse, yani

E = UFk
k=1

ise E 'nin bir * E, tipi bir kiime oldugu soylenir.

Tamim 8. E kiimesi, sayilabilir sayidaki v —agik kiimelerin kesisimi olarak temsil edilebilirse,

E = ﬂGk
k=1

ise £ 'nin bir * G tipi bir kiime oldugu sdylenir.

yani

Teorem7. ” F; tipi ve v Gs tipi her v —sinirlt kiime v —0l¢tlebilirdir.

Ispat. v E; tipi kiimeler icin agiktir. Clinkii kiimelerin birlesiminin v —smirlilig1, birlesenlerin

v —simirhiligini ima eder ve v —kapal1 kiimeler v —6l¢iilebilir oldugundan

E = UFk
k=1

v —Olcilebilirdir.
E, V65 tipinden v —sinirh bir kiime ise, o zaman E kimesini A ile iceren bir v —ac¢ik aralik

belirleyerek E'yi v —simirli v —agik kiimelerin kesisimi olarak temsil edebiliriz,

E = ﬁ(AGk)
k=1

buradan, v —smurli, v —agik kiimeler v —0lgiilebilir oldugundan sayilabilir sayida kesisimleri de

v —Olcllebilirdir.
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4. Sonuclar ve Oneriler

Bu calismada, Newtonyen olmayan v Gs Ve v F; kiime tanimlar1 verilmis ve ilgili teoremler

elde edilmistir. Newtonyen olmayan analizde dnemli yeri olan Cantor mikemmel kime tanimi

verilmis, Ol¢ii teorisinde onemli 6rneklerden olan sayilamaz fakat Olgiisii sifir olan Cantor kiimesi
Newtonyen olmayan anlamda genellestirilmistir. Bu ¢aligmada tanimlanan v Gs Ve v E; kumeleri

genel 6l¢ii teorisine Newtonyen olmayan anlamda tagmabilir.
Yazarlarin Katkisi
Tiim yazarlar caligmaya esit katkida bulunmustur.
Cikar Catismasi1 Beyani
Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yazarlar, makalenin tim sireclerinde “Yiiksek6gretim Kurumlar1 Bilimsel Arastirma ve Yayin
Etigi Yonergesi” kapsaminda uyulmast gerekli tiim kurallara uyuldugunu, karsilagilabilecek etik
ihlallerden Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi ve yayin kurulunun herhangi bir sorumlulugunun
bulunmadigini, bu ¢alismanin Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi disinda herhangi bir akademik yaym

ortaminda degerlendirilmedigini beyan ederler.
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