
İstatistik Araştırma Dergisi Cilt OL No 02 Özel Sayı Sayfa 1OJ-1I5 Akustos2002 

ı. GİRİş 

ii:: ı :: 

GI/M/lIn-l Kuyruk Modelinde Kaybolan Müşteri 
Akımının Analizi 

Alifettah SHAHBAZOV' Vedat SAGLAM" Nurhan ALİSDEMİR'" 

ÖZET 

Bu çalışmada sonlıı kuynıklıı, rekurenl giriş/i ve çalışma silresi 
uslel dağılıma Ilyon tek kanallı bir stokastik hizmet sistemi 
araştırılmıştır. Yarı Markoy sureçleri y6ntemiyle sistemde 
müşterilerin kaybolma anları arasındaki stırelerin LS dtJniişümtl ye 

müşterinin kaybolma olasılıgı bulunmuştur. Ayrıca " hızlı hizmet" 
koşulıı altında kaybolan müşteri akımının Poisson akımına yak/aş/ığı 
açıklanmıştır. 

Aııahtar Ke/imeler:Ge/işlerarası süre, Hizmet siiresi, Kaybolan 
müşteri akımı, Yarı Markoy süreci, lApJace
Stlelljes dOnüşl1mii, Kaybolma olasılığı 

Sonlu kuyruk lu stokastik hizmet sistemlerinde kaybolan müşteri akımınııı 
(s/ream %yeiflows) analizi önemli bir konu olup bir çok bilim adamı tarafından 

incelenmiştir. Palm(1943) ilk kez G/ M / n/O sisteminde kaybolan müşteri 

akımımn(KMA) yenilenen süreç (renewat process) olduğunu gösterdi ve kaybolma 
anları arasındaki sürelerin Laplace-Stieltjes (LS) dönüşümü için fark denklemlerini 
kurdu. Palm problemi ile ilgili çalı şmalar çeşitli kuyruk modelleri için Takacs [10], 
Klimov [5] Çinlar ve Disney [4], Belyayev [2] ve Pourbabai [8] v.b. gibi araştırmacılar 
tarafından yapıldı. Bu çalışmalann hepsinde KMA'nın analizi kaybolma anları 
arasındaki sürelerin LS dönOşümünün bulunması ile sona ermiştir. Pratikte LS 
dönüşümünün tersini almak kolayolmadığından KMA 'mn asimptotik olarak analiz 
edilmesinde yarar vard ır. Bu problem "hızlı hizmet" koşulu altında bivasıta olasılık 

metotları ile M/ G / 1/ n - ı sisteminde ilk kaybolma am için Vinogradov (1968) 
tarafından çözüldü. Shahbazov (1986) durum uzayı sonlu olan yarı Markov sürecinin 
(semi Markov process) fikse edilen bir duruma giriş anları akımının Poisson akımına 
yaklaşma koşulunu buldu. 

Bu çalışmada durum uzayı sonlu olan yarı Markov süreçleri teorisine [3,7] 
dayanarak. GI/M/1/n -1 kuyruk modelinde müşterilerin kaybolma anları arasındaki 

sürelerin LS dönüşümü ve ortalaması, müşterinin kaybolma olasılığı (lass probability) 
ve KMA'nın Poisson akımına yaklaşma koşulu bulundu. Ele alınan problemin 
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çözümünde kullanılan bu yaklaşım diğer kuyruk modellerinin analizinde de 
kullanılabilir. 

Çalışmanın araştırma konusu olan kuyruk modeli aşağıdaki verilerle tanımlanır : 

Müşterilerin gelişlerarası süreleri bağımsız ve keyfi F dağılım fonksiyonuna sahip 
tesadüfi değişkenlerdir. Müşterilerin hizmet süreleri bağımsız ve fJ parametreli üste l 
dağılıma sahiptir. 

Herbir müşteri geliş anında sistemdeki müşteri sayısı n'den az ise sisteme girer, 
n 'ye eşit olduğunda ise hizmet almadan sistemi terk eder.Sözü edilen tesadüfi 
değişkenl er birbirlerinden bağımsızdır. 

Müşterilerin kaybolma anları 0 < t; < t~ < ... Ier olmak üzere v: 10!1 dizisine 
kaybolan miişteri akmıı denir. Bu akım yenilenen süreçtir, dolayısıyla kaybolma anları 
arasındaki t~ - tın ,t; - t~ •... süreleri aynı dağılıml ı bağımsız tesadüfi değişkenlerdir; tın 

ve y; - t;'_ ı : k ~ 2} birbirlerinden bağımsızdır. Kolaylık için TOn = tın, T,ın = t; - t:_ ı 
k ~ 2 işaretlerini kullanacağız. Diğer bir ifadeyle TOn ilk kaybolma am (firs/ overf/ow 

time), TnL! ise iki ardışık kaybolma am arasındaki süredir (recurrence time). Amacımız 

KMA'yl karakterize eden TOn ve T"n lerin "hızlı hizmet" koşulu altında dağılım 

fonksiyonlarını ve ortalamalarını asimptotik olarak belirlemektir. Burada "hızlı hizmet" 
koşulu hizmet süresinin gelişlerarası süreden büyük olması ihtimalinin sıfıra 

yaklaştığını ifade eder. 

2. GI/M /1/ n - 1 MODELİNi TEMSİL EDEN YARI MARKOV SÜREci 

X (t) , / ~ O ile t anında sistemde bulunan müşteri sayı sını gösterelim. Not 

edelim ki, giriş dağılım fonksiyonu F üste! dağılımdan farklı olduğunda X (t) ne 
Markov, ne de yarı Markov süreci (YMS) değildir. fakat KMA'yl karekterize eden 
TOn ve Tnn tesadüfi değişkenlerinin LS dönüşümü bir özel YMS yardımıyla 

bulunabi lir. Böyle YMS sürecinin kurulması için tı ile k -ıncı müşterinin geliş anını 

gösterelim ve X(tl. - 0)= X. olsun. Dolayı s ı y la Xj, k-ıncı müşterinin geliş anında 

bu müşteri hariç sistemde bulunan müşteri sayısını göstermektedir. Şimdi aşağıdaki 

eşitlikle {ç(t) ,t" O } yarı Markoy süreci tanımlansın : 

(I) 

Bu sürecin durum uzay ı {O, ı , .. ,n} dir, t!' ,ti, .... ler ise onun II durumuna 

varış anlarıdır.Böyl ece, ele alınan sistemde KMA'nın analizi ç (t) sürecinde n 

durumuna ilk varlŞ ve dönüş zamanlarımn dağılım fonksiyonlarının bulunmasına 

indirgenir. Qij (x) ile ç(t) 'nin çekirdeğini (kernel) gösterelim: 

Qij(x) ~ p{X,., ~ j .t,., -t, <x/X, ~j} (x ;' O; j,j~O,I, ...• n) 
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Eğer bir geliş anında sistemdeki müşteri sayısı i ise, sonraki geliş anında bu 
sayı i+ i den fazla olamaz, buna göre j + i < j :s; n ler için Qij (x) = O olur. Bunu 

dikkate alarak ve tam olasılık fonnülünü kullanarak sürecin i durumunda kalma 
süresin in (sojoum time) dağılım fonksiyonunu buluruz: 

Tanımına göre süreçin i durumunda kalma süresi i-inci ve U+ ll-inci geliş 
anları arasındaki süreye eşit olduğundan herbir F,(x) = F(x), x ~ O dır . Buradan ve 
yukarıdaki eşitlikten 

Q,, (x) ~ F(x)-r;:,Qil(X), OS i S li (2) 

bulunur. Şimdi Qij(x)'in i s: j s: i + i ler için hesabını yapalım. Tam olasılık formülünü 

kullanarak ve PUt +1 - tt < t) = F(t) olduğunu dikkate alarak yazabil iriz: 

, 
Qij(x) = fP(X U1 = j,tt+ı - tt <x/X t = i,tH1 -tt = t)dF(t) 

o 
, 

= f P(X U1 = jl Xı =i,tH 1 - tt = t)dF(t). 
o 

Sağ tarafta bulunan koşullu olasılık k-ıncı geliş anında j durumunda olan 
sistemin tU1 - tt = t zamanı içinde j durumuna geçiş olasılığıdır. Burada sözü edilen 

olayın gerçekleşmesi için t U L - t ot = t süresi içinde i + ı - j tane müşterinin hizmetini 
bitirip sistemden ayrı lması gerekmektedir. Hizmet süreleri bağımsı z ve J.1 parametreli 

üstel dağılıma sahip olduğundan sözü edilen koşullu olasıl ı k e-"(J1!) i" -1 I(i+l - j)!' 

ye eşittir . Buradan ve Qij (x) 'in yukarıdaki ifadesinden 

I S jSi+1 

bu lunur. Herbir O'; j S n için Q.(x)~ Q._,./x) olması açıktır. Böylece Qij(X) 

çekirdeklerinin hepsi bulunmuştur. 

i(s) ile F(x) 'in, q,(s) ile de Qij(x)'in LS dönüşümünü gösterelim. a,(s), s ;' O 

fonksiyonu da aşağıdaki eşitl i k le tanımlansın : fes) 

a,(s) ~ j(I'X)' e-''''''dF(x) (s ;'0, k ~ O, I, ... ). 
o k! 
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Bu halde Qij (x) lerin yukarıda elde edilen ifadeııerini kullanarak herbir 

O ~ i ~ n için qij (s) leri buluruz: 

q;;ts)=O , j +2:5 j :5n 

qij (s )=a,.,_/s) l :5 j :5 i + i 

q.} (s )=q._,./s) O:5 j :5n 

q,,(s) =/(s) - I;.oa,(s) 

(4) 

Burada son formül (2) eşitliğinin her iki tarafının LS dönüşümünü almak, (4) 
deki ikinci eşitliği kullanmak ve nihayet toplama indisini değişmekle elde edilir. 
qij (s)'lerin (4) deki ifadelerini dikkate alarak q(s)=[qij (s)]~ matrisin i oluşturalım : 

qoo ao 

q" a, ao 
q(s) = 

q"-ı ,o a"_ ı a"_2 a, ao 

q,,-ı ,o a ,,_ı a"_2 a, ao s 

Burada [], sımgesı [J matris elemanlarının s'nin fonksiyonu olduğunu 
göstennektedir ve I-inci sütunu oluşturan q;o = qiO(S) ler (4) deki son formülle 

verilir. Görüldüğü gibi q(s) matrlsinin üst köşegeni üstündeki elemanlarının hepsi 
sıfırdır. Bu tür yapılı matrisler kuyrnk teorisinin bir çok modellerinde ortaya 
çıkmaktadır. Ele alınan kuyrnk modelinin incelenmesinde aşağıdaki matris önemli rol 
oynamaktadır: 

l -qoo - ao 

-qıo I - aı - ao 

I - q(s) = (5) 

- q,,- ı.o - a,,_ı - a"_2 I - a , - ao 

- q,,- ı.o -a,,_ı - a"_2 - a, I-ao s 

Bu matrisin son satır ve son sütununu atmak suretiyle elde edilen alt matrisİn 

detenninantını !l" (s) ile gösterelim: 
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I-qoo - ao 

-qıo 1- °1 - ao 

"'. (s) = deı 
- q"-2 .0 - °"_2 -a~_ı i - ai - ao 

-Qn- I.O -0,,_1 - 0"_2 - a, i-ai 

(6) 

s 

Bu determinantda birinci sütun yerine (I. I. . ..• 1)/ sütun vektörü konulup ve 

s ::: O yazıldığında elde edi lecek olan determinantı da d" ile gösterelim: 

(7) 

Burada ", (k = 0,1, ... ) 

a, =a,(O)= İVı;?, e-"dF(r), k = O,I, ... (8) 

eşit liğiyle veril ir ve gelişleraras ı süre (iıııerorrivol time) içinde k tane müşterinin 
hizmetini bitirip sistemden ayrılması o lasılığını ifade eder. 
Şimdi YMS teorisinden bir sonucu hatırlayalım [7]; Y(t). t ~ O dumm uzayı 

{O.l, ... ,n}, çekirdeği ise Qij (x) olan YMS, TOn bu sürecin n durumuna ilk giriş anı, Tnn 
ise bıı dım/ma iki ardışık d6niiş arasıııdaki süre o/sun. Bıı halde TOn ve T"" lerin LS 

d6niişiim/eri 

9'o.(s) = 'o.(s)/,~(s), Re(s»O 

1-9' .. (s) = 1/, .. (s) • Re(s»O 

eşitlikleri ile verilir, burada 'ij ' [I - Q(s)r l ters matrisinin (ij)- elemanı, q(s) ise 

Qij (x) 'terin LS dönüşümlerinden oluşan malris, i da birim marrisdir. Not edelim ki 

sözü edilen ters matris mevcuttur, çünkü Re(s) > O ler için det[l - q(s)]:f; O. 

Ele alınan GII M I I I n - ) kuynık modelinin analizi için yukarıdaki formü lleri 
aşağıdaki gibi göstennekte fayda vard ır : 

9'0. (s) = "'.,(s)1 "'.(s) (9) 

1- 9' •• (s)=I/-q(s)I/"'.(s). ( ıo) 
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Burada ô.~o(s), I - q(s) matrisinde (n,O)-elemanının kofaktöıüdür, iAi 
simgesi A matrisinin determinantını gösterir. Şimdi bu formüller i, söz konusu kuyruk 
modelini temsil eden YMS'ye uygu layalım. Bu model için 1- q(s) matrisinin (5) ile 

verilen ifadesinden görülür ki .1~o(s) ana köşegeni ao(s) = fes + J.l) lerden oluşan alt 

matrisİn determinantıdı r, buna göre .1~o(s) = ao (sr olur. Bu durumda (9) formülü 

"'o, (s) = i(s + Jl)' i ll, (s), Re(s) > O ( II ) 

şeklin i alır . Şimdi II - q(s)1 determinantının sonuncu sütun elemanlarına göre ayrımını 

yazalı m. Bu sütunun sonuncu elemanı olan 1- ao(s) ' in kofaktörü .1~(s) dir, önceki 

- ao(s) elemanın kofaktörünün son sütunu ise (0, ... ,0, - ao' - aı)' şeklinded ir. Bu 

sütunu (O, ... , O, - ao' i - aı - I)' biçiminde gösterip toplam işlemini yaparsak 

- ao(s) 'in kofaktörünü .1" (s) - .1/1_1 (s) şekl inde gösterebiliriz. Böylece 

II - Q(s)1 = (i - ao (s ))ll, (s) + ao (s)[ll, (s) - II ,_, (s) 1 
= ll, (s) - I(s+ Jl)ll,_, (s) 

yazabiliriz. Buradan ve (I O) formülünden 

formülü elde edilir. 

( 12) 

(i i ) ve (12) eşit lik leri nden ET" = -",;,(0) ve ET" = -",;,(0) formüller i 

gereği 

( 13) 

ET = (~_ d,_, )11L 
"" an a"-I 

( 14) 

bulunur, burada m = -/'(0) gelişleraras ı sürenin orta laması, a ise 

-
a = I(Jl) = Je-"'dF(x) (15) 

o 

eşit liğiyle verilir. Not edelim ki a ::; f(J.l) hizmet süresİnin gelişlerarası süreden büyük 

olması o lasılığ ıdır. Gl i M / ı LO s İstemi için a müşterinin kaybolması o lası lğını 

göstermektedir [i ı ı. 
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3. KAYBOLAN MÜŞTERİ AKıMıNıN AsİMPTOTİK ANALİZİ 

(II) ve (12) formüllerinde bulunan 6.11_1 (5) ve 6 " (s) determinantlarını 

hesaplamak uzun zaman almaktadır. Ayrıca ({JOıı (s) ve ({J",. (s) LS dönüşüml erinin 

n ' nin büyük değerleri için ters dönüşümlerini elde etmek de kolay iş değildir. Bu 
durumda sözü edilen LS dönüşümlerinin a ~ O koşulu altında asimptotik anali zini 
yapmada yarar vardır. Bu koşul hizmet süresinin hızlı olmas ı anlamına geliyor. 

Teorem ı. a ~ O koşulu altmda aşağıdaki asimptotikjormüller geçerlidir: 

ETo, - (mla'); ET .. - (mla'). 

burada u - v işareti a ~ ° iken u i LI ~ ı olduğunu gösterir. 
ispat. Önce (S)eşitliği ile verilen aı; (O) lar için 

lima,(O) = O, k =O,I, ... ,n 
,~o 

(16) 

(17) 

olduğunu gösterel im. 0 0 (0) = a olduğundan (17), k = O için geçerlidir. Şimdi bu 

eşitl iğin doğru olduğunu varsayalım ve Xi e -ı i k! (x ~ O, k = 0,1, ... ) eşitsizlİğİnİ 

kullanarak (lhl (O) integralini değerlendirelim . Keyfi {J > O sayısı için yazabili riz: 

P ( )t+ ı .. ( ),., 
a (0)= J }Lt e-"dF(t) + J }Lt e-"dF(t) 
,.. o (k+i)! p (k+ i)! 

,;; }LfJ J v,ıt)' e-p'dF(t )+ jdF(t) ';; }LfJ a, (O) + I-F(fJ} 
k+ l o k! fj k+i 

Şimdi fJ = i 1,{aJ!ij seçersek 

O,;; a, .. (O)';; L,{aJ!ij + 1- F(fJ) 
k + 1 

buluruz. a, (O) --> O iken fJ --> ~ olduğundan 1- F(fJ) --> O olur. Buradan ve 

yukarıdaki eşitsizlikten a ~ O iken aHI (O) ~ O bulunur. Böylece tümevarım 

prensibine gö re (17) keyfi k = 0,1, ... için geçerlidir. 

Şimdi (7) ve (17) eşitliklerinden a --> O iken d, --> i bulunur. Buradan ve (13), 

(14) formüllerinden istenen (16) formü lleri e lde edi lir. 

Teorem 2. Varsayalım m2 = Ix2dF(x) < 00 ve F öyle değişiyor ki 
o 
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lim(m2 Im 2 )a" -t O 
.~, 

• 9 HH:: ;; 

( 18) 

olur. Bu durumda k = O ve k = 11 için aşağıdaki asimptotikjormiil doğrudur: 

HmP(T", IET,. < I) = I - e-- • 1;' 0 
.~, 

C 19) 

ispat. ıııı(s)'in I-inci sütununa diğerleri ni eklemek ve (4) deki son fonnülü 

kullanmak la bu sütun (1 - fCs) ..... (ı - fCs) . 1- fCs) + a,Cs»' şek l ine getirilir. Bu 

halde ıı.(s) . I-inci sütunl arı (1 - fCs) ..... I - fCs»' ve (0 ... .. 0. a, (s»' şeklinde olan 

İki determİnantın toplamı şeklinde yazı labilir. 2- İ nci determinant i -İnci sütun 
elemanlarına göre açıldığında onun fes + Jlf e eşit olduğu gÖlÜlmekted İr. Böylece 
ll.(s) determinantı 

şeklinde gösterilebilir, burada h" (s) , LlJS) de ı -i ncı sütun yerine 
vektörünü yazmakla elde edilir. Bu durumda (I 1) formülü 

1- f(s) [ ]--Q),. (s) = I+h.(s) f(s +/1.)" 

(1.1 .... ,1 )' sütun 

(20) 

biçiminde yazılabilir. Kolaylık açısından y" = ETo" olsun. Bu halde (16) deki I-inci 
formül 

(mır.) - a' . a .... O (2 1) 

biçiminde yazı labil i r. Şimdi ç ile gelişlerarası süreyi gösterel im. Bu halde 

O$; 1- e-J: $; x, x ~ O eşitsizliğİn İ ve Eç = m olduğunu dikkate alarak 

0 ,, 1- f(s IrJ = E(I - e- I" ',I')" (mlr. ls 

yazabi liriz. Buradan ve (2 1)dan a -t O iken fes /r,, ) - I bulunur. Şimd i 

eşitliğini veya ona denk olan 

eşitsizliğin i ku llanmakla f(s/rıı + Jl) -a sonucu, buradan da 
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I· i - i (s i Y J I· _i --,/:...:(=,.s I-,-,Y.o.:.) 
ım = ım 

0' ..... 0 f{s/Yn + tıY 0' ..... 0 an 

bulunur. Sağ tarafta bulunan limiti bulmak için 

f{s}=I _ ms + /1J 2s2+0(s2). s~O 
2 

formülünü kuıı analım . Burada s yerıne s/Y~ koyup (18) ve (21)formüllerini 
kuıı anırsak, a ~ O iken 

i . ----'-.I "'(s_1 y"".",) iliS i ( tnS ) ' tn,. ( ' i ' ) - =---- -- --a +os Y ~S 
a~ a~y~ 2 a~Yn m 2 

" 
(22) 

buluruz. Herbir s ~ O için O,; a,(sly.) ,; a, (O) ~ O olduğundan a,(sl yJ ~ O, 

buna göre 

Jim/ı (sly )= i 
0' ..... 0" ~ 

(23) 

olur. Şimdi (20)eşit l iğinde s yerine s IY. koyup a ~ O alırsak, (22)ve (23) eşit l ikleri 

gereği 

Jim qıo. (sly.) = (ı+sr' , s~O 
.~o 

(24) 

bulunur. Bu formülü ve LS dönüşümü için ters süreklilik teoremini dikkate alırsak 
k = O için (19) formülü ispatlanmış olur. 

Şimdi . (19) formülünün k =11 için doğru olduğunu gösterelim. (I i) ve (12) 
formü llerinden 

(25) 

formü lü elde edilir. O S J -e-$ $; x, x ~ O eşitsizliğin i kullanarak yazabiliriz 

0< 1- '1' (sly) = E(I - e- I" ,. J' •. ,-, ),, (y Iy)s 
- O.~ - I " ~- I " . 

Öte yandan y~ - (m/a,,) (a~O) olduğundan (Y._,/Y. I)~I (a~O) 

olur. Buradan ve yukarıdaki eşits izlikten 

Jim '1'0 .• -, (sIY.) = i 
HO 

bulunur. Bunu dikkate alarak (25) da a ~ O alırsak 
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lim 'P ,. (s i r. ) = !im 'Po, (s i rJ = (i + sı - o 
a-+O 0 -+0 

buluruz. Buradan ve ters süreklilik teoreminden (19) fo rmülü k = n için elde edilir. 
Teorem i spatlanmıştır. 

Bu teorem gereği nce "hı zlı hizmet" koşulu altında müşteri l erin kaybo lma anları 
arasındaki süreler A = 1 parametreli üstel dağı ııma sahiptir, dol ay ı sıyla KMA 
asimptotik olarak A = i parametreli Poisson süreci oluşturur . 

4. KAYBOLMA OLASILlGI 

Pt ile Gll M 111 n - ı sisteminde müşteri n i n kaybolma olasılığın ı gösterel im. 

Dolay ısıy la Pt müşterinin geliş anında sistemde n tane müşteriyle karş ı laşması 

olası lığıdır. Ergodik teoreme göre bu olasılık ml ET~~ oranına eşittir. Buradan ve ( 14) 

formülünden 

d~ d~_ ı -=---- (26) 

sonucu bulunur. Bu sonuç Gll M III n - i sisteminde kaybolma olasılığını yeni bir 
formül ile ifade etmektedir. Bu formü lün kullanımını kolaylaştırmak nedeniyle, onu 

I - aı - ao 
- a, I - aı - ao 

-=- : (27) 
PL a" - a n_

2 
- a

n
_

J 
a

n
_

4 . .. l - aı - ao 
- an_I - Gn_

2 
Gn_

J ... - a, I - aı 

biçiminde gösterebilir iz. Gerçekten Dn_ ı ile son formülü n sağ tarafında bulunan 

determinantı gösterelim ve dn 'nin I- inci satır elemanlarına göre ayrım ını yazalım . Bu 

durumda dn = Dn_ ı + ao dn_ ı denklemini veya ona denk o lan 

dn - adn_ ı = D~ _ı (28) 

fark denklemini elde ederiz. Bu denklemin her iki tarafın ı an ile bölersek (27) elde 
edilir. 

Şimdi (27) formülüne dayanarak M i M 11/2 sisteminde kaybolma olasılığını 
bu l alı m. Bu sistemde gelişl erarası sürenin A.. parametreli üstel dağı lııma sahip olduğu 

varsayılır, yani F(t) = 1- e- AI ,12: O dır. Sistemdeki maksimum müşteri sayısı n =3 

olduğundan (27) formü lüne göre aranan kaybolma olasılığ ı 

ı I - aı 
-=-
Pt aL -a2 

(29) 
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eşit l iğinden bulunur. J(s) = A/(A + s) olduğundan 

a = J(I1) = A/(A + 11) = P /(1 + p) (30) 

olur, burada p = Ai J.L sistemin yüküdür (load of system). Şimdi (2.8) formülüne 
dayanarak aı = al(O) l arın hesabını yapalım : 

Gamma fonksiyonunu kullanarak 

a. = I :P(ı: p J = a(ı:p J . k = 0.1 .. .. 

buluruz. Bu ifadeleri (29) de yerine koyarsak 

3 1 1 2 2 1 2 a -= (I - a--) - a (--) 
P, I+p I+p 

=1 - 2a -= 1- 2p = ı + p ' 
I+p (I+P)' (I+P) ' 

eşit liğini, buradan da 

l + p 2 l + p + p 2+ p 3 
= = 

P, a'(I+p)' p' 

buluruz. Böylece aranan kaybolma ihtimali ıçın 

Pt. = p 3 1(1 + P + P + p )) formülü elde edilir. 

S.SONUÇ 

kuyrnk teorisinde ıy ı tanınan 

Yarı Markov süreçleri yöntemiyle G II M / 11 - 1 kuyruk modeli analiz edi lm i ş 

ve aşağıda açık l anan sonuçlar elde edil miştir : 

-Adı geçen kuyruk modelini temsil eden yarı Markov süreci kuru l muş ve bu 
sürecin çekirdeği hesaplanmıştır. [(I), (4) formü ller i] 

-Sisteme ge len müşterilerin kaybolma an l arı arasındaki sürelerin LS dönüşümü 
ve ortalamaları bulunmuştur. [ ( I i) - (14) formü lleri] 

-"Hızlı hizmeı" koşu lu altında kaybolma anl arı arasındaki sürelerin 
orta lamaları nın asimptotik ifadeleri bulunmuştur. (Teorem i ) 
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eKaybo lan müşteri akımının Pouisson akımına yaklaşma koşulu belirlenmiştir. 
(Teorem 2) 

eMüşteri nin kaybo lma ihtimali ı çın yenı formül bu lunmuştur. [ (26), (27) 
formü lleri] 
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Analysis of the Stream of Overflows on GIIMIl/n-1 
QueueModel 

ABSTRACT 

LLL ıhis sıudy asıodıasıic service system which has siııgle-dıamıel 
wirh expoflefltial service time, recurrem bıput aııd fiııire queııe, was 
iııvesıigated. 

Lap[ace - Sıie[ljes traflsformaıioıı of ıimes berweefl [oss momelUs 
of customer aııd loss probability of customer were obtaiııed by usiııg 
semi-Markov process method. bı additiofl, it was showed ıhaı uııder 
quick service coııditimı ıhe stream of overflows coııvergeııes lo the 
Poissoıı stream. 

Key Words: bıterarrivallime. service time, stream of overflows, semi
Markov process. Laplace-Slieltjes ıransformaıioıı . loss 
probabiliry. 
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