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Öz 

Bu çalışmada, klasik analizde ve bulanık metrik uzaylarda tanımlı 

𝑓 ve 𝜓 daralma dönüşüm sınıflarının sezgisel bulanık normlu 

uzaylar için yeni versiyonları tanımlanacaktır. Ayrıca, bu 

dönüşümlerin sezgisel bulanık normlu uzaylarda hangi şartlar 

altında yaklaşık sabit nokta özelliğini sağladığı gösterilecektir. 

Bulunan sonuçlar örneklerle desteklenecektir. 

 
Anahtar Kelimeler: Bulanık metrik uzay; Bulanık normlu 
uzay; Sezgisel bulanık metrik uzay; Sezgisel bulanık normlu 
uzay; Yaklaşık sabit nokta

Abstract 

In this paper, new definitions for intuitionistic fuzzy normed 

spaces of 𝑓 and 𝜓 contraction mapping classes in classical 

analysis will be given. In addition, it will be shown under which 

conditions these mappings provide the approximate fixed point 

property in intuitionistic fuzzy normed spaces. The results 

obtained will be supported with examples. 

 
Keywords: Fuzzy metric space; Fuzzy normed space; 

Intuitionistic fuzzy metric space; Intuitionistic fuzzy normed 

space; Approximate fixed point 
  

 

1. Giriş 

Belirsizlik kavramı ile ilgili ilk açıklamalar Max Planck 

tarafından 1930 yılında yapmıştır. Gerçek adı Lotfi Asker 

Zadeh olan, California Üniversitesi profesörü ve aynı 

zamanda Elektrik-Elektronik mühendisi olan Azeri asıllı 

Zadeh, 1965 yılında yaptığı çalışma ile belirsizlik kavramını 

“Fuzyy Kümeler” olarak ifade etti. Yani bulanık küme 

kavramı bilimsel olarak ilk kez 1965 yılında Zadeh 

tarafından sistematik olarak ortaya konmuştur (Zadeh 

1965). Bu kavram birçok araştırmacı tarafından topolojik 

olarak analiz edilmiştir. Klasik topolojideki birçok önemli 

kavramın bulanık küme kavramıyla bağlantısı, 1968 

yılında Chang tarafından bulanık topolojik uzayın 

tanımlanmasıyla başlamıştır (Chang 1968). Böylece 

bulanık küme üzerinde de metrik yapısını oluşturmak, 

bulanık matematiğinin problemlerinden biri olmuştur. Bu 

alandaki ilk çalışma Kramosil ve Michalek tarfından ortaya 

konmuştur (Kramosil ve Michalek 1975). George ve 

Veeramani ise Kramosil ve Michalek tarafından 

tanımlanan bulanık metrik uzay kavramını değiştirerek 

kuantum parçacık fiziğinde önemli uygulamaları olan 

bulanık metrik uzayların Hausdorf topolojisini 

tanımlamışlardır (George and Veeramani 1997). 

Gerçekten, bulanık topolojinin kuantum parçacık fiziğinde 

birçok uygulaması olup özellikle El Naschie'nin 

çalışmalarında hem sicim hem de 𝜖(∞) teorisinde bu 

uygulamaları görmek mümkündür (El Naschie M. 1998, 

2000, 2005). 

Atanassov, bir nesnenin bir kümeye ait olma derecesini 

üyelik derecesi olarak ifade etmiştir. Her bir elemanının 

üyelik derecesi toplamı 1 e eşit veya 1 den az olmalıdır 

koşulu ile ortaya konan bu tanım "sezgisel bulanık küme" 

olarak adlandırılır. Bu tanım bulanık küme kavramının 

genelleştirilmiş bir halidir (Atanassov 1986). Ayrıca 

literatürde t-norm ve t-conorm Schweizer ve Sklar 

tarafından tanımlanmıştır. Park, sezgisel bulanık kümeler 

fikrini kullanarak George ve Veeramani'ye bağlı olarak 

bulanık metrik uzayın bir genellemesi olarak sürekli t-

normlar ve sürekli t-conormlar yardımıyla sezgisel bulanık 

metrik uzaylar kavramını tanımlamıştır. Ayrıca, Park 

sezgisel bulanık metrik uzay üzerinde bir Hausdorff 

topolojisi tanımlamıştır ve her metriğin bir sezgisel 

bulanık metriği doğurduğunu göstermiştir (Park 2004). 

Sezgisel bulanık normlu uzay kavramı ise Saadati ve 
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Park’ın (Saadati ve Park 2006) çalışmalarında 

tanımlanmıştır. Bu gelişmelerle birlikte fonksiyonel 

analizde kullanılan bazı kavramlar sezgisel bulanık metrik 

ve norm aracılığıyla yeniden incelenmiştir. (Atanassov 

1994, Alaca vd. 2006, Turkoglu vd. 2006, Mursaleen ve 

Mohiuddine 2009, Mursaleen vd. 2009, 2010, Dinda ve 

Samanta 2010, Karakaya vd. 2012, Ertürk ve Karakaya 

2013, 2014, Sola Erduran vd. 2014, Sola Erduran 2020). 

Matematiğin birçok dalında özellikle diferansiyel 

denklemler, kısmi diferansiyel denklemler, integral 

denklemler gibi alanlarda olduğu kadar diğer anabilim 

dallarında geniş uygulamaları olan, matematiğin en 

başarılı ve etkili araçlarından biri sabit nokta teorisidir. 

Sabit nokta teorisi Stephan Banach tarafından 1922'de 

çeşitli koşullar altında sabit noktanın varlığının ve 

tekliğinin kanıtlanması ile ortaya konmuştur (Banach 

1922). Abu Osman, Banach'ın sabit nokta teoremini 

bulanık metrik uzaylarda ele almıştır (Abu Osman 1983). 

Ardından Grabiec (Grabiec 1988), George ve Veermani 

(George ve Veermani 1997), Gregori ve arkadaşları 

(Gregori ve Romaguer 2000, 2004, Gregori ve Sapena 

2002, Gregori vd. 2016), Hadzic ve Pap (Hadzic ve Pap 

2002), Mihet (Mihet 2004, 2008) gibi araştırmacılar 

bulanık sabit nokta teoremi ve bulanık metrik uzayların 

diğer özellikleri üzerine çalışmışlardır. Tüm bu 

gelişmelerle birlikte yeni tanımlanan daralma 

dönüşümleri ile hem klasik metrik uzaylarda hem de 

bulanık metrik uzaylarda birçok sabit nokta teorisi 

literatüre kazandırmıştır. Bulanık metrik uzaylarda sabit 

nokta teorisi üzerine çok sayıda çalışma mevcuttur (Abbas 

vd. 2011, Wardowski 2013, Cho vd. 2018, Sedghi vd. 2018, 

Mahmood vd. 2019, Wang vd. 2019, Tiwari ve Som 2019). 

İlgilenen araştırmacılar bu çalışmalara ve buradaki 

referanslara bakabilir.  

Öte yandan, uygulamalı matematikte sabit nokta teorisi 

ile çözülebilecek birçok problem olmasına rağmen, bir tek 

sabit noktanın varlığını kanıtlamak her zaman kolay 

değildir. Aslında, uygulamalara bakıldığında, birçok güncel 

reel problemlerde yaklaşık bir çözümün fazlasıyla yeterli 

olduğu görülmektedir. Bu nedenle sabit noktaların varlığı 

kesinlikle gerekli değildir, "yaklaşık" sabit noktaların 

varlığı gereklidir. Doğal olarak, ε-sabit nokta (veya yaklaşık 

sabit nokta) kavramı ve yaklaşık sabit nokta özelliğine 

sahip fonksiyon kavramları üzerinde durulmuş ve bunlarla 

ilgili uygun bir teori elde edilmiştir. Bu yaklaşık sabit nokta 

kavramının çekici olmasının bir nedeni de problemin kesin 

çözümü için güçlü koşulların eklenmesidir. Sorunun 

yaklaşık çözümünü bulmak daha az şart koyarak daha 

kolay olabilir. Dolayısıyla bir fonksiyonun yaklaşık sabit 

noktasının tanımlanması ve bu kavrama ilişkin teorilerin 

üretilmesi kaçınılmaz olmuştur.  İlk olarak klasik metrik 

uzaylarda verilen yaklaşık sabit nokta kavramı daha sonra 

hızla bulanık metriklerde geliştirilmiştir (Matouskova ve 

Reich 2003, Berinde 2006, 2007, Pacurar ve Pacurar 2007, 

Anoop ve Ravindran 2011, Dey ve Saha 2013, Dey vd. 

2013, Ertürk vd. 2022, Cona 2023).  

Tüm bu gelişmeler incelendiğinde bulanık küme 

kavramının sadece analiz ve topolojide değil uygulamalı 

matematik ve birçok mühendislik alanında da yaygın bir 

kullanıma sahip olduğu görülmektedir. Bulanık kümelerde 

yaklaşık sabit nokta kavramının disiplinler arası bir 

araştırma alanı olarak ortaya çıkması bizi yaklaşık sabit 

üzerine çalışmaya motive etmiştir. Bu çalışmada, klasik 

analizde mevcut olan 𝑓 ve 𝜓 daralma dönüşüm sınıflarının 

sezgisel bulanık versiyonları tanımlanmıştır. Ayrıca bu 

dönüşümlerin hangi koşullar altında yaklaşık sabit nokta 

özelliğine sahip olduğu araştırılmıştır. 

2. Materyal ve Metot 

Bu bölümde çalışmamıza temel teşkil eden bazı 

kavramlara ve ilgili örneklere yer verilecektir. İlk olarak 

sürekli t-norm, sürekli t-conorm ve bu tanımlara bağlı 

olarak bulanık metrik, sezgisel bulanık metrik, bulanık 

norm ve sezgisel bulanık norm tanımları ifade edilecektir. 

Daha sonra ise sabit nokta teorisi ile ilgili temel kavramlar 

ve bu kapsamda çalışmamızda kullanacağımız daralma 

dönüşümleri hakkında bilgi verilecektir. 

 

Tanım 2.1: ∗ ∶ [0,1] × [0,1] → [0,1] ikili işlem 

tanımlansın.  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0,1] için; 

 

I. ∗ işlemi birleşmeli ve değişmeli, 

II. ∗ işlemi süreklidir , 

III. 𝑎 ∗ 1 = 𝑎 , 

IV. 𝑎 ≤ 𝑐 ve 𝑏 ≤ 𝑑 iken 𝑎 ∗ 𝑏 ≤ 𝑐 ∗ 𝑑, 

 

koşulları sağlanıyor ise ∗ işlemine sürekli t-norm adı verilir 

(Schwiezer ve Sklar 1960). 

 

Aşağıda verilen iki işlem sürekli t-norma birer örnektir.  

 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎. 𝑏  ve 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏} 

 

Tanım 2.2: ◊ ∶ [0,1] × [0,1] → [0,1] olarak tanımlanan bir 

ikili işlem olsun. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ [0,1] için  

 

I. ◊ işlemi birleşmeli ve değişmeli, 

II. ◊ işlemi sürekli, 

III. 𝑎 ◊ 0 = 𝑎, 

IV. 𝑎 ≤ 𝑐 ve 𝑏 ≤ 𝑑 olduğunda 𝑎 ◊ 𝑏 ≤ 𝑐 ◊ 𝑑, 

koşullarını sağlanıyor ise ◊ işlemine sürekli t-conorm adı 

verilir (Schwiezer ve Sklar 1960). 
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Aşağıda verilen iki işlem sürekli t-conorma birer örnek 

olarak verilebilir.  

 

𝑎 ◊ 𝑏 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑎 + 𝑏} ve 𝑎 ◊ b = 𝑚𝑎𝑥{𝑎, 𝑏}  

 

Tanım 2.3: Eğer 𝑋 keyfi seçilmiş küme, ∗ sürekli bir t-norm 

ve 𝑀 de 𝑋2 × [0,∞) üzerinde ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑋, ∀𝑠, 𝑡 > 0 için 

 

I. 𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) > 0, 

II. 𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 1 ⇔ 𝑢 = 𝑣, 

III. 𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑀(𝑣, 𝑢, 𝑡), 

IV. 𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ∗ 𝑀(𝑣, 𝑤, 𝑠) ≤ 𝑀(𝑢,𝑤, 𝑡 + 𝑠), 

V. 𝑀(𝑢, 𝑣, ∙ ) ∶ (0,∞) → (0,1] sürekli, 

 

koşullarını sağlayan bir bulanık küme ise (𝑋,𝑀,∗) sıralı 

üçlüsüne bir bulanık metrik uzay adı verilir (George ve 

Veermani 1997). 

 

Tanım 2.4: 𝑋 ≠ ∅ ve ∗ işlemi sürekli t-norm, ◊ işlemi 

sürekli t-conorm ve ℳ,𝒩 kümeleri 𝑋2 × (0,∞) üzerinde 

bulanık kümeler olsun. Eğer ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 , ∀𝑠, 𝑡 > 0 için  

 

I. ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 1, 

II. ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) > 0, 

III. ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 1 ⟺ 𝑢 = 𝑣, 

IV. ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) = ℳ(𝑣, 𝑢, 𝑡), 

V. ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) ∗ℳ(𝑣,𝑤, 𝑠) ≤ ℳ(𝑢,𝑤, 𝑡 + 𝑠), 

VI. ℳ(𝑢, 𝑣, ∙ ) ∶ (0,∞) → [0,1] sürekli, 

VII. 𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) < 1, 

VIII. 𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 0 ⟺ 𝑢 = 𝑣 

IX. 𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒩(𝑣, 𝑢, 𝑡), 

X. 𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) ◊ 𝒩(𝑣, 𝑤, 𝑠) ≥ 𝒩(𝑢,𝑤, 𝑡 + 𝑠), 

XI. 𝒩(𝑢, 𝑣, ∙ ) ∶ (0,∞) → [0,1] sürekli, 

 

şartları sağlanıyor ise (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) beşlisine sezgisel 

bulanık metrik uzay denir (Park 2004). 

 

Burada ℳ(𝑢, 𝑣, 𝑡) fonksiyonu 𝑢 ve 𝑣 nin 𝑡 ye göre 

birbirine yakın olma ve 𝒩(𝑢, 𝑣, 𝑡) fonksiyonu ise 𝑢 ve 𝑣 

nin 𝑡 ye göre birbirine yakın olmama derecesidir. 

 

Tanım 2.5: 𝑋 bir vektör uzayı, ∗ dönüşümü sürekli t-norm 

ve 𝑁 de 𝑋 × (0,∞) da tanımlı bir bulanık küme olsun. 

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 , ∀𝑡, 𝑠 > 0 için  

 

I. 𝑁(𝑢, 𝑡) > 0, 

II. 𝛮(𝑢, 𝑡) = 1 ⇔ 𝑢 = 0, 

III. Her 𝛼 ≠ 0 için 𝛮(𝛼𝑢, 𝑡) = 𝛮 (𝑢,
𝑡

|𝛼|
), 

IV. 𝛮(𝑢, 𝑡) ∗ 𝛮(𝑣, 𝑠) ≤ 𝛮(𝑢 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠), 

V. 𝛮(𝑢, ∙ ) ∶ (0,∞) → [0,1] sürekli, 

VI. 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝛮(𝑢, 𝑡) = 1, 

şartları sağlanıyor ise 𝛮 bulanık kümesine 𝑋 vektör uzayı 

üzerinde bir bulanık norm ve (𝑋, 𝛮,∗) üçlüsüne de bulanık 

normlu uzay adı verilir (Saadati ve Vaezpour 2005). 

 

Tanım 2.6: 𝑋 bir vektör uzayı, ∗ işlemi sürekli bir t-norm, 

◊ işlemi ise sürekli bir t-conorm ve ℳ,𝒩 kümeleri 𝑋 ×

(0,∞) üzerinde bulanık kümeler olsun. Eğer ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 , 

∀𝑠, 𝑡 > 0 için; 

 

I. ℳ(𝑢, 𝑡) +𝒩(𝑢, 𝑡) ≤ 1, 

II. ℳ(𝑢, 𝑡) > 0, 

III. ℳ(𝑢, 𝑡) = 1 ⟺ 𝑢 = 0, 

IV. 𝛼 ≠ 0 için ℳ(𝛼𝑢, 𝑡) = ℳ (𝑢,
𝑡

|𝛼|
), 

V. ℳ(𝑢, 𝑡) ∗ℳ(𝑣, 𝑠) ≤ ℳ(𝑢 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠), 

VI. ℳ(𝑢, ∙ ): (0,∞) → [0,1] sürekli, 

VII. lim
𝑡→∞

ℳ(𝑢, 𝑡) = 1 ve lim
𝑡→0

ℳ(𝑢, 𝑡) = 0 , 

VIII. 𝒩(𝑢, 𝑡) < 1, 

IX. 𝒩(𝑢, 𝑡) = 0 ⟺ 𝑢 = 0, 

X. 𝛼 ≠ 0 için 𝒩(𝛼𝑢, 𝑡) = 𝒩 (𝑢,
𝑡

|𝛼|
), 

XI. 𝒩(𝑢, 𝑡) ◊ 𝒩(𝑣, 𝑠) ≥ 𝒩(𝑢 + 𝑣, 𝑡 + 𝑠) , 

XII. 𝒩(𝑢, ∙ ): (0,∞) → [0,1] sürekli, 

XIII. lim
𝑡→∞

𝒩(𝑢, 𝑡) = 0  ve  lim
𝑡→0

𝒩(𝑢, 𝑡) = 1 

 

şartları sağlanıyorsa (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) beşlisine bir sezgisel 

bulanık normlu uzay adı verilir. Öte yandan, eğer 

(𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel bulanık normlu uzay ise 

 

XIV.   Her 𝛼 ∈ [0,1] için 𝛼 ∗ 𝛼 = 𝛼 , 𝛼 ◊ 𝛼 = 𝛼  

 

koşulu sağlanır (Saadati ve Park 2006). 

 

Tanım 2.4 ve Tanım2.6 da kısalık adına (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) 

beşlisi (ℳ,𝒩) ikilisi ile de ifade edilebilir.   

 

Örnek 2.7: (𝑋, ‖∙‖) normlu uzay olsun. ∀𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 

sırasıyla sürekli t-norm ve sürekli t-conorm 

 

𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎. 𝑏, 𝑎 ◊ 𝑏 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑎 + 𝑏}  

 

ve ℳ ve 𝒩 ise her 𝑡 ∈ ℝ+ için 𝑋 × (0,∞) üzerinde  

 

ℳ(𝑢, 𝑡) =
𝑡

𝑡+‖𝑢‖
    ,    𝒩(𝑢, 𝑡) =

‖𝑢‖

𝑡+‖𝑢‖
 

olarak tanımlı bulanık kümeler olsun. Bu taktirde 

(𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel bulanık normlu uzaydır (Saadati 

ve Park 2006). 

 

Tanım 2.8: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋  bir 

dönüşüm olsun. ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için, 
 

𝑑(𝑇(𝑢), 𝑇(𝑣)) ≤ 𝜆𝑑(𝑢, 𝑣), 
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şartını sağlayan en az bir 𝜆 ∈ [0,1) sayısı bulunabiliyorsa 

𝑇 ye daralma (contraction) dönüşümü veya daraltan 

dönüşüm 𝜆 ya ise daralma oranı denir (Berinde 2007). 

 

Literatürde sabit nokta teorisi üzerine yapılan çalışmalar 

ile birlikte birçok daralma tanımı yapılmıştır. Kannan, 

Chatterjea, Zamfirecu, yarı daralma, kesin daralma, 

hemen hemen daralma dönüşümleri sadece bunlardan 

bazılarıdır. Daralma koşulları bazı fonksiyonlar yardımıyla 

da genelleştirilmiştir. Bu konuda oldukça fazla çalışma 

mevcuttur. Fakat, burada sadece çalışmamızda ele 

aldığımız 𝑓 − daralma dönüşümü ve 𝜓 −bulanık daralma 

dönüşümü tanımlarına yer verilecektir.  

 

Tanım 2.9 (𝒇 − Daralma Dönüşümü): (𝑋, 𝑑) bir metrik 

uzay ve  𝑓, 𝑇: 𝑋 ⟶ 𝑋  iki dönüşüm olsun. Bu durumda 

∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için  

 

𝑑(𝑓𝑇(𝑢), 𝑓𝑇(𝑣)) ≤ 𝑘𝑑(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)), 

 

olacak şekilde 0 < 𝑘 < 1 sayısı varsa 𝑇 dönüşümüne 

𝑓 −daralma dönüşümü adı verilir (Beiranvand vd. 2009). 

 

Burada 𝑓 =  𝐼  ( 𝐼 birim dönüşüm) alınması halinde 

𝑓 −daralma dönüşümlerinin  daralma dönüşümlerine 

denk olduğu görülür.  

 

Örnek 2.10: 𝑋 = [1,∞) uzayı mutlak değer metriği ile 

birlikte alınsın ve  

 

𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋  ,     𝑇(𝑢) = 2𝑢  

𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋  ,     𝑓(𝑢) =
1

𝑢
+ 1  

 

olarak tanımlansın. 

 

𝑑(𝑓𝑇(𝑢), 𝑓𝑇(𝑣)) = |
1

2𝑢
+ 1 −

1

2𝑣
− 1| 

                  ≤
1

2
|
1

𝑢
 −
1

𝑣
| 

                  =
1

2
|
1

𝑢
+ 1 −

1

𝑣
− 1| 

                  =
1

2
|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣)| 

                      =
1

2
𝑑(𝑓(𝑢), 𝑓(𝑣)) 

 

olduğundan  𝑇 bir  𝑓 −daralma dönüşümüdür 

(Beiranvand vd. 2009). 

 

Şimdi de Mihet tarafından tanımlanan 𝜓 −bulanık 

daralma dönüşümünün tanımını ifade edelim. 

 

Tanım 2.11: 𝜓: [0,1] → [0,1] , 

 

I. 𝜓 sürekli, 

II. 𝜓 azalmayan, 

III. ∀𝑡 ∈ (0,1) için  𝜓(𝑡) > 𝑡, 

 

özelliklerini sağlayan tüm 𝜓 dönüşümlerinin sınıfı Ψ =

{𝜓 |  𝜓: [0,1] → [0,1] } olsun. Ayrıca, (𝑋,𝑀,∗) bulanık 

metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer  𝑇  

dönüşümü ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 ve 𝑡 > 0 için  

 

𝑀(𝑇(𝑢), 𝑇(𝑣), 𝑡) ≥  𝜓(𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡)), 

 

şartını sağlıyorsa 𝑇 ye 𝜓 − bulanık daralma dönüşümü 

denir (Mihet 2004). 

 

Lemma 2.12: 𝜓 ∈ Ψ ise 𝜓(1) = 1 dir (Di Bari ve Vetro 

2005). 

 

Lemma 2.13: 𝜓 ∈ Ψ ise her 𝑡 ∈ (0,1) için lim
𝑘→∞

𝜓𝑘 (𝑡) = 1 

dir (Di Bari ve Vetro 2005). 

 

Örnek 2.14: 𝑋 = [0,∞), ∀𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑎 ∗ 𝑏 =

𝑚𝑖𝑛{𝑎, 𝑏} ve her 𝑡 ∈ (0,∞)  her 𝑢, 𝑣 > 0 için 

 

𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = {
1   ,   𝑡 ≤ |𝑢 − 𝑣|

0   ,   𝑡 > |𝑢 − 𝑣|
 

 

olsun.  (𝑋,𝑀,∗) bir bulanık metrik uzaydır (Gregori ve 

Sapena 2002). 𝜓 ∈ Ψ olsun 𝜓(1) = 1 olduğundan ve 

𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) > 0 ise 

 

𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 1  ⟹   𝜓(𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡)) = 1 

 

sağlanacağından (𝑋,𝑀,∗) da alınan bir 𝑇 bulanık 

dönüşümü için  

 

|𝑢 − 𝑣| < 𝑡  ⟹   |𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣)| < 𝑡.   

 

Yani her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için  

                            

|𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣)| ≤ |𝑢 − 𝑣| 

 

dir. Tersine,  𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için  

 

|𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣)| ≤ |𝑢 − 𝑣| 

 

oluyorsa, 𝜓(0) = 0 ve 𝜓 ∈ Ψ olmak üzere 𝑇 bir 

𝜓 −bulanık daralma dönüşümdür. 
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Örnek 2.15: 𝑋 = (0,∞) , ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎. 𝑏 

ve her 𝑡 ∈ (0,∞) her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için 

 

𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) =
𝑚𝑖𝑛(𝑢, 𝑣)

𝑚𝑎𝑥(𝑢, 𝑣)
 , 

 

olsun.  (𝑋,𝑀,∗) bir tam güçlü bulanık metrik uzaydır 

(Radu 2002).  

Öte yandan ∀𝑡 ∈ (0,1) için √𝑡 > 𝑡 olduğundan 𝜓(𝑡) =

√𝑡  olmak üzere 𝑇: 𝑋 → 𝑋 , 𝑇(𝑢) = √𝑢  dönüşümü bir 

𝜓 − bulanık daralma dönüşümdür.  

Gerçekten;  𝑢 > 𝑣 olsun.  

 

𝑀(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦), 𝑡) =
𝑚𝑖𝑛(𝑇(𝑢), 𝑇(𝑣))

𝑚𝑎𝑥(𝑇(𝑢), 𝑇(𝑣))
 

                                 =
𝑚𝑖𝑛(√𝑢, √𝑣 )

𝑚𝑎𝑥(√𝑢 , √𝑣 )
 

                                 =
√𝑣 

√𝑢 
 

                                 = √
𝑣

𝑢
 

                                 ≥ √
𝑚𝑖𝑛(𝑢, 𝑣)

𝑚𝑎𝑥(𝑢, 𝑣)
 

                                 = √𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) 

 

olduğundan 𝑇  dönüşümü bir 𝜓 − bulanık daralma 

dönüşümüdür. 

 

Tanım 2.16: 𝑋 ≠ ∅ , 𝑇:𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm 

olsun. 𝑇(𝑢) = 𝑢 olacak şekilde bir 𝑢 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑢 

noktasına 𝑇 dönüşümünün sabit noktası adı verilir. 𝑇 

dönüşümünün tüm sabit noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) ile 

gösterilecektir (Banach 1922). 

 

Bu bölümde son olarak Banach sabit nokta (Banach 1922) 

ve yaklaşık sabit nokta teoremlerini ifade edelim. 

 

Teorem 2.17: (𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir 

daralma dönüşümü olsun. Şu halde, 

 

I. 𝑇, 𝑋 te bir tek 𝑢 sabit noktasına sahiptir;  

II. Herhangi bir 𝑢0 ∈ 𝑋 için 𝑢𝑛+1 = 𝑇𝑢𝑛  ;  𝑛 = 0,1,2, …  

ile tanımlanan Picard iterasyonu tarafından üretilen 

(𝑢𝑛)𝑛=0
∞  dizi 𝑢 sabit noktasına yakınsar.  

 

Tanım 2.18: (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝜀 > 0, 𝑢0 ∈

𝑋 olsun. Eğer 

 

𝑑(𝑇(𝑢0), 𝑢0) < 𝜀 , 

 

ise 𝑢0 noktasına 𝑇 in yaklaşık (approximate) sabit noktası 

veya 𝜀 −sabit noktası denir (Berinde 2007).  Çalışma 

boyunca, 𝑇 in yaklaşık sabit noktalarının kümesi  
 

𝐹𝜀(𝑇) = {𝑢 ∈ 𝑋 ∶   𝑢,   𝑇 nin bir 𝜀 − sabit noktası} 

 

şekilde ifade edilecektir. 
 

3. Bulgular  
 

Bu bölümde ilk olarak ispatlarda ihtiyaç duyulan sezgisel 

bulanık normlu uzaylardaki bazı temel kavramlara yer 

verilecektir. Daha sonra yaklaşık sabit nokta özelliğini 

araştırmak için sezgisel bulanık asimptotik regülerlik 

tanımı ifade edilecektir. Son olarak ise 𝑓 ve 𝜓 daralma 

dönüşüm sınıflarının sezgisel bulanık versiyonu 

tanımlanarak yaklaşık sabit nokta özellikleri 

araştırılacaktır. 

 

Tanım 3.1:  (𝑢𝑘) dizisi (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık 

normlu uzayında 𝑥 e yakınsaktır denir ancak ve ancak her 

𝑡 > 0 ve 𝑘 → ∞ için 

 

ℳ(𝑢𝑘 − 𝑢, 𝑡) → 1 ve 𝒩(𝑢𝑘 − 𝑢, 𝑡) → 0 

 

dir. (𝑢𝑘) dizisi sezgisel bulanık normlu uzayında 𝑢 ya 

yakınsak ise 𝑢
𝑘  (ℳ,𝒩) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑢 şeklinde gösterilir (Saadati ve Park 

2006). 

 

Tanım 3.2: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu bir uzay 

olsun. Eğer (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) deki her Cauchy dizisi 

yakınsaksa (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu uzayına 

tamdır denir (Saadati ve Park 2006). 
 

Tanım 3.3: 𝑋 ve 𝑌 iki sezgisel bulanık normlu uzay ve 

𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir fonksiyon ve 𝑢0 ∈ 𝑋  olsun. Eğer, 𝑋 teki 

herhangi bir (𝑢𝑘) dizisi 𝑢0 a yakınsak iken 𝑓(𝑢𝑘) dizisi de 

𝑌 de 𝑓(𝑢0) a yakınsak ise 𝑓 e 𝑢0 ∈ 𝑋  de süreklidir denir. 

Ayrıca 𝑓, 𝑋 in her noktasında sürekliyse bu taktirde 𝑓 e 𝑋 

üzerinde süreklidir denir (Mursaleen ve Mohiuddine 

2009). 

Tanım 3.4: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu bir uzay 

ve 𝐴 ⊂ 𝑋 olsun. ∀𝑢 ∈ 𝑋 için 𝑢
𝑘  (ℳ,𝒩) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑢 olacak şekilde 𝐴 

da bir (𝑢𝑘) dizisi var ise 𝐴 ya 𝑋 de yoğundur denir 

(Mursaleen vd. 2010). 

 

Lemma 3.5: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu uzay 

olsun. Bu taktirde, aşağıdakiler sağlanır: 
 

I. 𝑢 ∈ 𝑋 için sırasıyla ℳ(𝑢,∙) ve 𝒩(𝑢,∙) azalmayan ve 

artmayan fonksiyonlardır. 

II. Herhangi bir 𝑡 > 0 için  
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ℳ(𝑢 − 𝑣, 𝑡) = ℳ(𝑣 − 𝑢, 𝑡) , 

𝒩(𝑢 − 𝑣, 𝑡) = 𝒩(𝑣 − 𝑢, 𝑡) , 

 

(Saadati ve Park 2006). 

 

Tanım 3.6: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu uzay, 

𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir fonksiyon olsun.  Şu halde verilen bir 𝜀 > 0 

ve ∀ 𝑡 > 0 için 

 

ℳ(𝑓(𝑢0) − 𝑢0 , 𝑡) > 1 − 𝜀  

 

ve  

 

𝒩(𝑓(𝑢0) − 𝑢0 , 𝑡) < 𝜀 

 

ise 𝑢0 ∈ 𝑋 , 𝑓 nin bir sezgisel bulanık yaklaşık sabit noktası 

veya 𝜀-sabit noktası olarak adlandırılır. 𝑓 nin sezgisel 

bulanık yaklaşık sabit noktalarının kümesi 𝐹𝜀
(ℳ,𝒩)(𝑓) ile 

gösterilir (Ertürk vd. 2022). 

 

Örnek 3.7: 𝑇:ℝ ⟶ ℝ,   𝑇(𝑢) = 𝑢 +
1

3
 ile verilsin. |∙| , ℝ 

üzerinde alışılmış mutlak değer normunu göstersin. 

∀ 𝑎, 𝑏 ∈ [0,1] için 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑎. 𝑏 , 𝑎 ◊ 𝑏 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑎 + 𝑏} 

ise 

 

ℳ(𝑢, 𝑡) =
𝑡

𝑡+|𝑢|
  ve  𝒩(𝑢, 𝑡) =

|𝑢|

𝑡+|𝑢|
 

 

olarak tanımlansın. Şu halde (ℝ,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel 

bulanık normlu uzaydır. 𝑇 bir sabit noktaya sahip değildir. 

Eğer 𝜀 >
1

3𝑡+1
 ve 𝑡 > 0 için  

 

ℳ(𝑇(𝑢) − 𝑢, 𝑡) =
𝑡

𝑡+|𝑇(𝑢)−𝑢|
> 1 − 𝜀   

 

ve   

 

𝒩(𝑇(𝑢) − 𝑢, 𝑡) =
|𝑇(𝑢)−𝑢|

𝑡+|𝑇(𝑢)−𝑢|
< 𝜀  

 

olduğundan dolayı her 𝑢 ∈ ℝ, 𝑇 için bir sezgisel bulanık 

yaklaşık sabit noktadır. Fakat 𝜀 <
1

3𝑡+1
 ve 𝑡 > 0 ,

𝐹𝜀
(ℳ,𝒩)(𝑇) = ∅ dur. 

 

Tanım 3.8: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊)  sezgisel bulanık normlu uzay ve 

𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir fonksiyon olsun. Eğer ∀𝑢 ∈ 𝑋, 𝑡 > 0 için 

  

lim
𝑘→∞

ℳ(𝑓𝑘+1(𝑢) − 𝑓𝑘(𝑢), 𝑡) = 1  

 

ve  

 

lim
𝑘→∞

𝒩(𝑓𝑘+1(𝑢) − 𝑓𝑘(𝑢), 𝑡) = 0 

ise 𝑓 e sezgisel bulanık asimptotik regüler denir (Ertürk vd. 

2022). 

 

Tanım 3.9: Eğer her 𝜀 > 0 için 𝐹𝜀
(ℳ,𝒩)(𝑓) ≠ ∅   ise 𝑓 

sezgisel bulanık yaklaşık sabit nokta özelliğine sahiptir 

denir (Ertürk vd. 2022). 

 

Aşağıdaki teorem sezgisel bulanık asimptotik regülerlik ile 

sezgisel bulanık yaklaşık sabit nokta arasındaki önemli bir 

bağlantıyı ortaya koymaktadır. 

 

Teorem 3.10: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu uzay, 

𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir fonksiyon olsun. 𝑓 sezgisel bulanık 

asimptotik regüler ise 𝑓 sezgisel bulanık yaklaşık sabit 

nokta özelliğine sahiptir (Ertürk vd. 2022). 

 

Literatüre bakıldığında Kannan, Chatterjea, Zamfrescu, 

zayıf daralma ve 𝑅-daralma gibi dönüşümlerin sezgisel 

bulanık versiyonları tanımlanarak bu dönüşümlerin 

sezgisel bulanık normlu uzaylarda hangi koşullar altında 

yaklaşık sabit noktaya sahip olduğunu ortaya konmuştur 

(Ertürk vd. 2022, Cona 2023). Bu çalışmada ilk olarak 

Tanım 2.11'de verilen dönüşüm sınıfının sezgisel bulanık 

versiyonunu tanımlanacak. Daha sonra bu dönüşümün 

hangi şartlar altında yaklaşık sabit nokta özelliğini 

sağladığını veren teorem ispatlanacaktır. 

 

Tanım 3.11 (Sezgisel  𝝍 − Bulanık Daralma Dönüşümü): 

(𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel bulanık normlu uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 

bir dönüşüm ve 𝜓 −bulanık daralma dönüşümü olsun. 

Eğer ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 ve 𝑡 > 0 için  

 

ℳ(𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣), 𝑡) ≥  𝜓(ℳ(𝑢 − 𝑣, 𝑡)) 

𝒩(𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣), 𝑡) ≤  𝜓(𝒩(𝑢 − 𝑣, 𝑡)) 

  

olacak şekilde 𝜓 fonksiyonu varsa 𝑇 dönüşümüne sezgisel 

 𝜓 −bulanık daralma dönüşümü adı verilir. 

Teorem 3.12: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel bulanık normlu 

uzay, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir sezgisel 𝜓 −bulanık daralma 

dönüşümü olsun. Eğer ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 için 

 

ℳ(𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣), 𝑡) ≥ 𝜓 (ℳ (𝑢 − 𝑣,
𝑡

𝜆
)) 

𝒩(𝑇(𝑢) − 𝑇(𝑣), 𝑡) ≤  𝜓 (𝒩 (𝑢 − 𝑣,
𝑡

𝜆
)) 

 

olacak şekilde her 𝑡 = 0 için lim
𝑘→∞

𝜓𝑘 (𝑡) = 0 ve 𝜆 ∈ (0,
1

2
) 

sayısı var ise bu taktirde ∀𝜀 ∈ (0,1) için 𝐹𝜀
(ℳ,𝒩)(𝑇) ≠ ∅ 

dır. 
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İspat: 𝑢 ∈ 𝑋, 𝜀 ∈ (0,1) ve 𝑡 > 0 olsun. Sezgisel bulanık 

normlu uzayın ve 𝑇 sezgisel 𝜓 −bulanık daralma 

dönüşümünün özellikleri kullanılarak, 

 

ℳ(𝑇𝑘(𝑢) − 𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 

=ℳ(𝑇(𝑇𝑘−1(𝑢)) − 𝑇(𝑇𝑘(𝑢)), 𝑡) 

≥ 𝜓(ℳ (𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

𝜆
)) 

= 𝜓(ℳ(
𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢)

+𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

2𝜆
+
𝑡

2𝜆

)) 

≥ 𝜓

(

 ℳ(𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

2𝜆
)

⏟                  
1

∗ℳ (𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

2𝜆
)

)

  

= 𝜓(ℳ (𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

2𝜆
))   

> ℳ(𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

2𝜆
) 

=ℳ (𝑇(𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑇(𝑇𝑘−1(𝑢)),
𝑡

2𝜆
)  

≥ 𝜓(ℳ (𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

2𝜆2
)) 

≥ 𝜓(ℳ(
𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−2(𝑢)

+𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

4𝜆2
+

𝑡

4𝜆2
)) 

≥ 𝜓(ℳ(𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−2(𝑢),
𝑡

4𝜆2
)

⏟                  
1

∗ℳ (𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

4𝜆2
) ) 

= 𝜓(ℳ (𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

(2𝜆)2
))  

> ℳ(𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

(2𝜆)2
) 

    ⋮      

> ℳ(𝑢 − 𝑇(𝑢),
𝑡

(2𝜆)𝑘
)  

elde edilir. Böylece, 𝜆 ∈ (0,
1

2
) olduğundan 𝑘 → ∞ iken 

𝑡

(2𝜆)𝑘
→ ∞ dir. Sezgisel bulanık normun (vii) 

özelliklerinden 

 

lim
𝑘→∞

ℳ(𝑢 − 𝑇(𝑢),
𝑡

(2𝜆)𝑘
) = 1 

 

olup  

 

lim
𝑘→∞

ℳ(𝑇𝑘(𝑢) − 𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 1    (1) 

dir. Ayrıca, 

 

𝒩(𝑇𝑘(𝑢) − 𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) 

= 𝒩(𝑇(𝑇𝑘−1(𝑢)) − 𝑇(𝑇𝑘(𝑢)), 𝑡) 

≤ 𝜓(𝒩 (𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

𝜆
)) 

= 𝜓(𝒩 (𝑇(𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑇(𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

𝜆
)) 

≤ 𝜓(𝜓(𝒩 (𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

𝜆2
))) 

= 𝜓2 (𝒩 (𝑇𝑘−2(𝑢) − 𝑇𝑘−1(𝑢),
𝑡

𝜆2
)) 

= 𝜓2 (𝒩 (𝑇(𝑇𝑘−3(𝑢)) − 𝑇(𝑇𝑘−2(𝑢)),
𝑡

𝜆2
)) 

≤ 𝜓2 (𝜓(𝒩 (𝑇𝑘−3(𝑢) − 𝑇𝑘−2(𝑢),
𝑡

𝜆3
))) 

= 𝜓3 (𝒩 (𝑇𝑘−3(𝑢) − 𝑇𝑘−2(𝑢),
𝑡

𝜆3
)) 

      ⋮      

≤ 𝜓𝑘 (𝒩 (𝑢 − 𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
))  

 

olup 𝜆 ∈ (0,
1

2
) olduğundan 𝑘 → ∞ iken 

𝑡

𝜆𝑘
→ ∞ dir. 

Sezgisel bulanık normun (xiii) özelliklerinden lim
𝑘→∞

𝒩(𝑢 −

𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
) = 0 ve her 𝑡 = 0 için lim

𝑘→∞
𝜓𝑘 (𝑡) = 0 

olduğundan 

 

lim
𝑘→∞

𝜓𝑘 (𝒩 (𝑢 − 𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
)) = 0 

 

dir. Böylece,  

 

lim
𝑘→∞

𝒩(𝑇𝑘(𝑢) − 𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 0    (2) 

 

bulunur. Dolayısıyla (1) ve (2) den sezgisel 𝜓 −bulanık 

daralma dönüşümü sezgisel bulanık yaklaşık sabit nokta 

özelliğine sahiptir.  

  

Şimdi de Tanım 2.9 da verilen dönüşüm sınıfının sezgisel 

bulanık versiyonunu tanımlayalım. 

  

Tanım 3.13 (Sezgisel 𝒇 −Bulanık Daralma Dönüşümü): 

(𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) bir sezgisel bulanık normlu uzay ve 

𝑓, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 iki dönüşüm olsun. ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 , 𝑡 > 0 için   

 

ℳ(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑣), 𝑡) ≥ ℳ (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣),
𝑡

𝜆
) 

𝒩(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑣), 𝑡) ≤ 𝒩 (𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣),
𝑡

𝜆
) 

 



 Sezgisel Bulanık Normlu Uzaylarda Yaklaşık Sabit Nokta Özelliği, CONA ve GÜZEL TAN. 

1109 

olacak şekilde 𝜆 ∈ (0,1) sayısı varsa 𝑇 dönüşümüne 

sezgisel 𝑓 −bulanık daralma dönüşümü denir.  

 

Sezgisel 𝑓 − bulanık daralma dönüşümleri 𝑓 =  𝐼 ( 𝐼 birim 

dönüşüm) alınması halinde sezgisel bulanık daralma 

dönüşümlerine denk olur.  

  

Aşağıdaki teoremde ise sezgisel 𝑓 −bulanık daralma 

dönüşümünün yaklaşık sabit nokta özelliğini sağladığı 

ispatlanacaktır. 

  

Teorem 3.14: (𝑋,ℳ,𝒩,∗,◊) sezgisel bulanık normlu uzay. 

𝑓, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 iki dönüşüm ve 𝑇 bir sezgisel 𝑓 − bulanık 

daralma dönüşümü olsun. Bu durumda ∀𝜀 ∈ (0,1) için 

𝐹𝜀
(ℳ,𝒩)(𝑇) ≠ ∅ dır. 

İspat: 𝑢 ∈ 𝑋, 𝜀 ∈ (0,1) , 𝑡 > 0 olsun. Burada 𝑇 sezgisel 

𝑓 −bulanık daralma dönüşümünün tanımı kullanılarak 

 

ℳ(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 

ℳ(𝑓(𝑇𝑇𝑘−1(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑇𝑘(𝑢)), 𝑡) 

≥ ℳ(𝑓𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

𝜆
) 

=ℳ (𝑓(𝑇𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑇𝑘−1(𝑢)),
𝑡

𝜆
) 

≥ ℳ(𝑓(𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑘−1(𝑢)),
𝑡

𝜆2
) 

≥     ⋮ 

≥ ℳ(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇2(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘−1
) 

≥ ℳ(𝑓(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
) 

 

ve 

 

𝒩(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) 

= 𝒩(𝑓(𝑇𝑇𝑘−1(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑇𝑘(𝑢)), 𝑡) 

≤ 𝒩(𝑓𝑇𝑘−1(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘(𝑢),
𝑡

𝜆
) 

= 𝒩 (𝑓(𝑇𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑇𝑘−1(𝑢)),
𝑡

𝜆
) 

≤ 𝒩(𝑓(𝑇𝑘−2(𝑢)) − 𝑓(𝑇𝑘−1(𝑢)),
𝑡

𝜆2
) 

≤        ⋮                           

≤ 𝒩(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇2(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘−1
) 

≤ 𝒩(𝑓(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
) 

 

elde edilir. 𝜆 ∈ (0,1) ve 𝑘 → ∞ iken 
𝑡

𝜆𝑘
→ ∞ dur. Sezgisel 

bulanık normun (vii) ve (xiii) özelliklerinden  

 

lim
𝑘→∞

ℳ(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝜆𝑡) 

 

≥ lim
𝑘→∞

ℳ(𝑓(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
) = 1 

 

lim
𝑘→∞

𝒩(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝜆𝑡) 

≤ lim
𝑘→∞

𝒩(𝑓(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑢),
𝑡

𝜆𝑘
) = 0 

 

elde edilir. Şu halde, 

 

lim
𝑘→∞

ℳ(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 1  (3) 

lim
𝑘→∞

𝒩(𝑓𝑇𝑘(𝑢) − 𝑓𝑇𝑘+1(𝑢), 𝑡) = 0  (4) 

 

olup (3) ve (4) den sezgisel 𝑓 − bulanık daralma 

dönüşümünün sezgisel bulanık yaklaşık sabit nokta 

özelliğine sahip olduğu görülür. 

 

Örnek 3.15: Örnek 3.7’de verilen sezgisel bulanık norm, 

sürekli t‐norm ve sürekli t‐conorm ile 𝑋 = (−∞,+∞) 

kümesi bir sezgisel bulanık normlu uzaydır. Şu halde 

 

𝑇: 𝑋 → 𝑋 ,   𝑇(𝑢) =
𝑢

3
 , 

𝑓: 𝑋 → 𝑋 ,   𝑓(𝑢) = 𝑢 , 

 

dönüşümleri verilsin. 𝑇 dönüşümün sabit noktası yoktur. 

Fakat her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋, 𝑢 ≠ 𝑣 ve her 𝑡 > 0 için 

 

ℳ(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑣), 𝑡) =
𝑡

𝑡 + |
𝑢

3
−
𝑣

3
|
 

                    = ℳ(𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣), 𝑡) 

ve 

 

𝒩(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑣), 𝑡) =
|
𝑢

3
−
𝑣

3
|

𝑡 + |
𝑢

3
−
𝑣

3
|
 

                        = 𝒩(𝑓𝑇(𝑢) − 𝑓𝑇(𝑣), 𝑡) 

 

olduğundan 𝑇 bir sezgisel 𝑓 − bulanık daralma 

dönüşümdür. Her 𝜀 > 0 , her 𝑡 > 0 için 

 

ℳ(𝑢 − 𝑇(𝑢), 𝑡) = ℳ (𝑢 −
𝑢

3
, 𝑡) 

                   = ℳ (
2𝑢

3
, 𝑡) 

                   =
𝑡

𝑡 + |
2𝑢

3
|
> 1 − 𝜀 

 
ve 
 

𝒩(𝑢 − 𝑇(𝑢), t) = 𝒩 (𝑢 −
𝑢

3
, t) 
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                  = 𝒩 (
2𝑢

3
, t) 

                  =
|
2𝑢

3
|

𝑡 + |
2𝑢

3
|
< 𝜀 

 

 

eşitsizliklerinden 
𝑢

3
<

𝜀𝑡

2(1−𝜀)
 yazılır. Her 𝜀 > 0 ve her 𝑡 > 0 

için 
𝑢

3
<

𝜀𝑡

2(1−𝜀)
 olacak şekilde 𝑢 ∈ (0,1) olduğundan 𝑇 

dönüşümü yaklaşık sabit nokta özelliğine sahiptir. 

 

4. Sonuçlar ve Tartışma  

Bulanık kümelerde yaklaşık sabit nokta kavramı, sabit 

nokta kavramı kadar son dönemlerde araştırmalarda ön 

plana çıkmaktadır. Özellikle disiplinler arası bir araştırma 

konusu olması ve sonuçların uygulanabilir olması 

araştırmacıları bu konu üzerine çalışmaya teşvik 

etmektedir. Bu nedenle bu çalışmanın da özünü yaklaşık 

sabit nokta özelliği oluşturmaktadır. Öncelikle, klasik 

analizde sabit nokta teorisinde tanımlı bazı dönüşüm 

sınıflarının sezgisel bulanık versiyonları tanımlanmıştır. 

Daha sonra ise bu dönüşümlerin hangi koşullar altında 

yaklaşık sabit nokta özelliğini sağladığı kanıtlanmıştır. Şu 

halde sezgisel bulanık normlu uzaylarda, farklı dönüşüm 

sınıfları için de yaklaşık sabit nokta özelliği araştırılabilir. 
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