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Oz

Bu ¢alismada, klasik analizde ve bulanik metrik uzaylarda tanimli
f ve Y daralma dontsim siniflarinin sezgisel bulanik normlu
uzaylar igin yeni versiyonlari tanimlanacaktir. Ayrica, bu
dénugimlerin sezgisel bulanik normlu uzaylarda hangi sartlar
altinda yaklasik sabit nokta 6zelligini sagladigi gosterilecektir.
Bulunan sonuglar drneklerle desteklenecektir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik metrik uzay; Bulanik normlu
uzay; Sezgisel bulanik metrik uzay; Sezgisel bulanik normlu
uzay; Yaklasik sabit nokta
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Abstract
In this paper, new definitions for intuitionistic fuzzy normed
spaces of f and i contraction mapping classes in classical
analysis will be given. In addition, it will be shown under which
conditions these mappings provide the approximate fixed point
property in intuitionistic fuzzy normed spaces. The results
obtained will be supported with examples.

Keywords: Fuzzy metric space; Fuzzy normed space;
Intuitionistic fuzzy metric space; Intuitionistic fuzzy normed
space; Approximate fixed point

1. Giris

Belirsizlik kavrami ile ilgili ilk agiklamalar Max Planck
tarafindan 1930 yilinda yapmistir. Gergek adi Lotfi Asker
Zadeh olan, California Universitesi profesérii ve ayni
zamanda Elektrik-Elektronik mihendisi olan Azeri asilli
Zadeh, 1965 yilinda yaptigi calisma ile belirsizlik kavramini
“Fuzyy Kimeler” olarak ifade etti. Yani bulanik kiime
kavrami bilimsel olarak ilk kez 1965 yilinda Zadeh
tarafindan sistematik olarak ortaya konmustur (Zadeh
1965). Bu kavram birgcok arastirmaci tarafindan topolojik
olarak analiz edilmistir. Klasik topolojideki bircok 6nemli
1968
bulanik topolojik uzayin

(Chang 1968).
bulanik kiime Uzerinde de metrik yapisini olusturmak,

kavramin bulanik kime kavramiyla baglantisi,
yilinda Chang tarafindan
tanimlanmasiyla baslamistir Boylece
bulanik matematiginin problemlerinden biri olmustur. Bu
alandaki ilk calisma Kramosil ve Michalek tarfindan ortaya
konmustur (Kramosil ve Michalek 1975). George ve
Michalek

tanimlanan bulanik metrik uzay kavramini degistirerek

Veeramani ise Kramosil ve tarafindan

kuantum pargacik fiziginde 6nemli uygulamalari olan

bulanik  metrik  uzaylarin  Hausdorf  topolojisini

1997).
Gergekten, bulanik topolojinin kuantum parcacik fiziginde

tanimlamiglardir  (George and Veeramani

bircok uygulamasi olup ©6zellikle El Naschie'nin
calismalarinda hem sicim hem de e() teorisinde bu
uygulamalari gérmek miimkindir (EI Naschie M. 1998,

2000, 2005).

Atanassov, bir nesnenin bir kiimeye ait olma derecesini
Uyelik derecesi olarak ifade etmistir. Her bir elemaninin
tyelik derecesi toplami 1 e esit veya 1 den az olmalidir
kosulu ile ortaya konan bu tanim "sezgisel bulanik kiime"
olarak adlandirilir. Bu tanim bulanik kiime kavraminin
halidir (Atanassov 1986). Ayrica
literatirde t-norm ve t-conorm Schweizer ve Sklar

genellestirilmis bir

tarafindan tanimlanmstir. Park, sezgisel bulanik kiimeler
fikrini kullanarak George ve Veeramani'ye bagh olarak
bulanik metrik uzayin bir genellemesi olarak siirekli t-
normlar ve sirekli t-conormlar yardimiyla sezgisel bulanik
metrik uzaylar kavramini tanimlamistir. Ayrica, Park
sezgisel bulanik metrik uzay (izerinde bir Hausdorff
topolojisi tanimlamistir ve her metrigin bir sezgisel
bulanik metrigi dogurdugunu gostermistir (Park 2004).
Sezgisel bulanik normlu uzay kavrami ise Saadati ve
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Park’in

tanimlanmistir.

Park 2006)
Bu gelismelerle birlikte fonksiyonel

(Saadati ve calismalarinda
analizde kullanilan bazi kavramlar sezgisel bulanik metrik
ve norm araciligiyla yeniden incelenmistir. (Atanassov
1994, Alaca vd. 2006, Turkoglu vd. 2006, Mursaleen ve
Mohiuddine 2009, Mursaleen vd. 2009, 2010, Dinda ve
Samanta 2010, Karakaya vd. 2012, Ertirk ve Karakaya
2013, 2014, Sola Erduran vd. 2014, Sola Erduran 2020).

Matematigin  birgok dalinda 0zellikle diferansiyel

denklemler, kismi diferansiyel denklemler, integral
denklemler gibi alanlarda oldugu kadar diger anabilim
dallarinda genis uygulamalari olan, matematigin en
basarili ve etkili araglarindan biri sabit nokta teorisidir.
Sabit nokta teorisi Stephan Banach tarafindan 1922'de
cesitli kosullar altinda sabit noktanin varhiginin ve
tekliginin kanitlanmasi ile ortaya konmustur (Banach
1922). Abu Osman, Banach'in sabit nokta teoremini
bulanik metrik uzaylarda ele almistir (Abu Osman 1983).
Ardindan Grabiec (Grabiec 1988), George ve Veermani
(George ve Veermani 1997), Gregori ve arkadaslar
(Gregori ve Romaguer 2000, 2004, Gregori ve Sapena
2002, Gregori vd. 2016), Hadzic ve Pap (Hadzic ve Pap
2002), Mihet (Mihet 2004, 2008) gibi arastirmacilar
bulanik sabit nokta teoremi ve bulanik metrik uzaylarin
ozellikleri  Gzerine Tim bu

diger calismiglardir.

gelismelerle  birlikte yeni tanimlanan  daralma
donisimleri ile hem klasik metrik uzaylarda hem de
bulanik metrik uzaylarda birgok sabit nokta teorisi
literatlre kazandirmistir. Bulanik metrik uzaylarda sabit
nokta teorisi tizerine ¢ok sayida galisma mevcuttur (Abbas
vd. 2011, Wardowski 2013, Cho vd. 2018, Sedghi vd. 2018,
Mahmood vd. 2019, Wang vd. 2019, Tiwari ve Som 2019).
ilgilenen arastirmacilar bu calismalara ve buradaki

referanslara bakabilir.

Ote yandan, uygulamali matematikte sabit nokta teorisi
ile cozulebilecek birgok problem olmasina ragmen, bir tek
sabit noktanin varligini kanitlamak her zaman kolay
degildir. Aslinda, uygulamalara bakildiginda, birgok glincel
reel problemlerde yaklasik bir ¢c6ziimiin fazlasiyla yeterli
oldugu goriilmektedir. Bu nedenle sabit noktalarin varlig
kesinlikle gerekli degildir, "yaklasik" sabit noktalarin
varligi gereklidir. Dogal olarak, e-sabit nokta (veya yaklasik
sabit nokta) kavrami ve yaklasik sabit nokta 6zelligine
sahip fonksiyon kavramlari Gizerinde durulmus ve bunlarla
ilgili uygun bir teori elde edilmistir. Bu yaklasik sabit nokta
kavraminin ¢ekici olmasinin bir nedeni de problemin kesin
¢6zUml icin glgli  kosullarin  eklenmesidir. Sorunun
yaklasik ¢6zimiini bulmak daha az sart koyarak daha
kolay olabilir. Dolayisiyla bir fonksiyonun yaklasik sabit
noktasinin tanimlanmasi ve bu kavrama iliskin teorilerin

tretilmesi kacinilmaz olmustur. ilk olarak klasik metrik

uzaylarda verilen yaklasik sabit nokta kavrami daha sonra
hizla bulanik metriklerde gelistirilmistir (Matouskova ve
Reich 2003, Berinde 2006, 2007, Pacurar ve Pacurar 2007,
Anoop ve Ravindran 2011, Dey ve Saha 2013, Dey vd.
2013, Ertirk vd. 2022, Cona 2023).

Tim bu gelismeler incelendiginde bulanik kime
kavraminin sadece analiz ve topolojide degil uygulamal
matematik ve bircok miihendislik alaninda da yaygin bir
kullanima sahip oldugu gorilmektedir. Bulanik kiimelerde
yaklasik sabit nokta kavraminin disiplinler arasi bir
arastirma alani olarak ortaya ¢ikmasi bizi yaklagik sabit
Gzerine calismaya motive etmistir. Bu c¢alismada, klasik
analizde mevcut olan f ve 1 daralma déniisim siniflarinin
sezgisel bulanik versiyonlari tanimlanmistir. Ayrica bu
doniisimlerin hangi kosullar altinda yaklasik sabit nokta

ozelligine sahip oldugu arastirilmistir.
2. Materyal ve Metot

teskil eden bazi

kavramlara ve ilgili drneklere yer verilecektir. ilk olarak

Bu bolimde c¢alismamiza temel

strekli t-norm, sirekli t-conorm ve bu tanimlara bagl
olarak bulanik metrik, sezgisel bulanik metrik, bulanik
norm ve sezgisel bulanik norm tanimlari ifade edilecektir.
Daha sonra ise sabit nokta teorisi ile ilgili temel kavramlar
ve bu kapsamda calismamizda kullanacagimiz daralma
donusiimleri hakkinda bilgi verilecektir.

Tanm 2.1: =:[0,1] x[0,1] = [0,1] ikili
tanimlansin. Va, b, c,d € [0,1] igin;

islem

. * islemi birlesmeli ve degismeli,
Il * islemi sureklidir,
1. axl=a,
V. a<cveb<dikena*xb <c=xd,

kosullari saglaniyor ise * islemine siirekli t-norm adi verilir
(Schwiezer ve Sklar 1960).

Asagida verilen iki islem siirekli t-norma birer érnektir.

axb=a.b veax*b=min{a, b}

Tanim 2.2: ¢ : [0,1] x [0,1] — [0,1] olarak tanimlanan bir
ikili islem olsun. Va, b, c,d € [0,1] icin

. ¢ islemi birlesmeli ve degismeli,
Il O islemi sirekli,
1. a®00=a,
Iv. a<cveb<doldugundaad¢b<cdd,

kosullarini saglaniyor ise ¢ islemine sirekli t-conorm adi
verilir (Schwiezer ve Sklar 1960).
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Asagida verilen iki islem strekli t-conorma birer 6rnek
olarak verilebilir.

adb=min{l, a+ b}vea ¢ b =max{a, b}

Tanim 2.3: Eger X keyfi secilmis kiime, * strekli bir t-norm
ve M de X? x [0, ) {izerinde Vu, v,w € X, Vs,t > 0icin

1. M(u,v,t) >0,
1. Muvt) =1 u=v,
1. M(u,v,t) = M(v,u,t),
V. M(u,v,t) * M(v,w,s) < M(u,w,t +s),
V. M(u,v, -): (0,00) - (0,1] surekli,

kosullarini saglayan bir bulanik kime ise (X, M,*) siral
Uglusine bir bulanik metrik uzay adi verilir (George ve
Veermani 1997).

Tanim 2.4: X + @ ve * islemi surekli t-norm, ¢ islemi
siirekli t-conorm ve M, V" kiimeleri X% x (0, o) {izerinde
bulanik kiimeler olsun. Eger Vu,v € X , Vs,t > 0 igin

R Mu,v,t)+ N(u,vt) <1,
1. M(u,v,t) >0,
1. Muvt)=1lou="y,
V. Mu,v,t) = M,u,t),
V. Mu,v,t) * M(v,w,s) < M(u,w,t+s),
V. M@, +):(0,0) - [0,1] sirekli,
VII. N(u,vt) <1,
VIII. Nuvt)=0u=v
IX. N(,v,t) = N(v,u,t),
X. N, v,t) 0 N(v,w,s) = N(u,w,t+s),
X. N, +):(0,00) - [0,1] siirekli,

sartlar saglaniyor ise (X, M,N,*,0) beglisine sezgisel
bulanik metrik uzay denir (Park 2004).

Burada M (u,v,t) fonksiyonu u ve v nin t ye gére
birbirine yakin olma ve N (u, v, t) fonksiyonu ise u ve v
nin t ye gore birbirine yakin olmama derecesidir.

Tanim 2.5: X bir vektor uzayi, * dontslimu sirekli t-norm
ve N de X X (0,) da tanimh bir bulanik kiime olsun.
Yu,v € X,Vt,s > 0icin

R N(u,t) >0,
1. Nu,t)=1ou=0,
.. t
. Her @ # Oicin N(au,t) = N (u, m),
Iv. N(u,t) * N(v,s) < Nu+uv,t+s),
V. N(u, *):(0,00) - [0,1] strekli,
VL. gl_?cr)to N(u,t) =1,

sartlari saglaniyor ise N bulanik kiimesine X vektor uzayi
Uzerinde bir bulanik norm ve (X, N,*) tgliisiine de bulanik
normlu uzay adi verilir (Saadati ve Vaezpour 2005).

Tanim 2.6: X bir vektor uzayi, * islemi sirekli bir t-norm,
¢ islemi ise strekli bir t-conorm ve M, V' kiimeleri X X
(0, o0) tzerinde bulanik kiimeler olsun. Eger Vu,v € X ,
Vs, t > 0igin;

L MWt +Nwt) <1,

n MmMut) >0,

m. M, t)=1u=0,

IV. a#0i¢in M(au,t) =M (u, ﬁ),

V. M,t)*Mw,s) < M+v,t+s),

VI. M (u, +):(0,0) - [0,1] strekli,
VII. tlim M(u,t) =1ve ltina M(u,t) =0,
Vi, N(ut) <1,

X. Nut)=0=u=0,

.. t

X. a=#0icinN(au,t) =N (u,m),

X. Nu,t)dNws)=zNu+vt+s),

Xll.  N(u, -):(0,00) - [0,1] siirekli,
XIil. tlim N(u,t) =0 ve ltin;)l]\f(u, t)=1
sartlari saglaniyorsa (X, M, V,*,0) beslisine bir sezgisel
bulanik normlu uzay adi verilir. Ote yandan, eger
(X, M, V',%,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ise

XIV. Hera € [0, 1]iciha*a=a,ada=a
kosulu saglanir (Saadati ve Park 2006).

Tanim 2.4 ve Tanim2.6 da kisalik adina (X, M, V',%,0)
beslisi (M, V) ikilisi ile de ifade edilebilir.

Ornek 2.7: (X, |||) normlu uzay olsun. Va, b € [0,1] igin
sirasiyla siirekli t-norm ve siirekli t-conorm

axb=a.b, adb=min{l,a+ b}

ve M ve \V ise her t € R* icin X x (0, o) lizerinde

t —
a0 @D =
olarak tanimli bulanik kiumeler olsun. Bu taktirde
(X, M, V',%,0) bir sezgisel bulanik normlu uzaydir (Saadati

ve Park 2006).

M(u,t) =

Tanim 2.8: (X,d) bir metrik uzay ve T:X - X bir
donlisim olsun. V u, v € X igin,

d(TW),T()) < 2d(u,v),
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sartini saglayan en az bir A € [0,1) sayisi bulunabiliyorsa
T ye daralma (contraction) doénisimi veya daraltan
doniisim A ya ise daralma orani denir (Berinde 2007).

Literatiirde sabit nokta teorisi Gzerine yapilan ¢alismalar
ile birlikte bircok daralma tanimi yapilmistir. Kannan,
Chatterjea, Zamfirecu, yari daralma, kesin daralma,
hemen hemen daralma donisiimleri sadece bunlardan
bazilaridir. Daralma kogullari bazi fonksiyonlar yardimiyla
da genellestirilmistir. Bu konuda oldukga fazla galisma
Fakat,
aldigimiz f — daralma dénusiimi ve 1 —bulanik daralma

mevcuttur. burada sadece c¢alismamizda ele

donusimu tanimlarina yer verilecektir.
Tanim 2.9 (f — Daralma Doniisiimii): (X, d) bir metrik

uzay ve f,T:X — X iki donusiim olsun. Bu durumda
Vu,v € Xigin

d(fTw), fT)) < kd(f W), f(v)),

olacak sekilde 0 < k <1 sayisi varsa T donisimine
f —daralma doéntisimi adi verilir (Beiranvand vd. 2009).

Burada f =1
f —daralma doéntstmlerinin

(I birim doéntsim) alinmasi halinde
daralma donisiimlerine
denk oldugu gordlir.

Ornek 2.10: X = [1,00) uzayl mutlak deger metrigi ile
birlikte alinsin ve

T:X—X, T =2u

f:X—X, f(u)=%+1

olarak tanimlansin.

d(fTw), fT()) = |%+ 1 —%— 1|
<1|l _1|
“2lu v

_11 1

=3l 151
1

= SIf@ - f@)|
1

= Sd(f W, f())

oldugundan T  bir
(Beiranvand vd. 2009).

f —daralma  donusumudur

Simdi
daralma dondsimindn tanimini ifade edelim.

de Mihet tarafindan tanimlanan 1 —bulanik

Tanim 2.11: ¢: [0,1] — [0,1],
I. 3 sirekli,
Il. Y azalmayan,
. vte (0,1)igin Y(t) > t,
Ozelliklerini saglayan tum 1 donusimlerinin sinifi ¥ =
{Y| ¥:10,1] = [0,1]} olsun. Ayrica, (X,M,x) bulanik

metrik uzay ve T:X — X bir dontsum olsun. Eger T
donlisimi Vu,v € Xvet > Qigin

M(T(w),T(w),t) = P(M(u,v,1)),

sartini sagliyorsa T ye 1 — bulanik daralma donlsimi
denir (Mihet 2004).

Lemma 2.12: iy € ¥ ise (1) = 1 dir (Di Bari ve Vetro
2005).

Lemma 2.13: 1 € Wise her t € (0,1) igin Ilim P =1
dir (Di Bari ve Vetro 2005).

Ornek 2.14: X =[0,), Va,b €[0,1] icin axb =
minf{a, b} ve hert € (0,») heru,v > 0icin

1, t<|u—v|

M(u,v,t) ={0 , t>|u—v|

olsun. (X, M,*) bir bulanik metrik uzaydir (Gregori ve
Sapena 2002). i € ¥ olsun ¥(1) =1 oldugundan ve
M(u,v,t) > 0ise

Muvt)=1 = Pp(Muvt)) =1

saglanacagindan (X,M,x) da alnan bir T bulanik
donislimi igin

lu—v|<t = |[Tw)-Tw)| <t

Yani her u, v € X igin

IT(w) —TW)| < |lu—v|

dir. Tersine, T: X — X déntsimi her u, v € X igin
IT(w) —TW)| < |lu—v|

oluyorsa, ¥(0) =0 ve Y €Y olmak Uzere T bir
Y —bulanik daralma donisimdur.
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Ornek 2.15: X = (0,00) ,Va,b €[0,1] icina*b =a.b
ve hert € (0,) heru,v € X igin

min(u,v)
Mu,v,t) = —,
max(u, v)
olsun. (X, M,x) bir tam glicli bulanik metrik uzaydir

(Radu 2002).

Ote yandan Vt € (0,1) icin v/t > t oldugundan 1 (t) =
vVt olmak tzere T:X - X, T(uw) = Vu dénisimi bir
1) — bulanik daralma doéntsimdir.

Gergekten; u > v olsun.

min(T (w), T(v))
max(Tw),T(v))
3 min(vu, Vv )
- max(vu,Vv)

M(T(x), T(y),t) =

- ’min(u, V)
— |max(u,v)
= JM(u,v,t)

oldugundan T donlsimiu bir ¥ — bulanik daralma
doniisumuddr.

Tanim 2.16: X # @ , T:X - X herhangi bir dénlsiim
olsun. T(u) = u olacak sekilde bir u € X varsa, bu u
noktasina T dondsimiiniin sabit noktasi adi verilir. T
donlgiminln tim sabit noktalarinin kiimesi F(T) ile
gosterilecektir (Banach 1922).

Bu boliimde son olarak Banach sabit nokta (Banach 1922)
ve yaklasik sabit nokta teoremlerini ifade edelim.

Teorem 2.17: (X,d) tam metrik uzay ve T:X = X bir
daralma doénisima olsun. Su halde,

I. T,X te bir tek u sabit noktasina sahiptir;

Il. Herhangibiruy, € Xicinu,,; =Tu, ; n=0,1,2,..
ile tanimlanan Picard iterasyonu tarafindan tretilen
(U ;= dizi u sabit noktasina yakinsar.

Tanim 2.18: (X, d) bir metrik uzay, T: X - X, > 0,u, €
X olsun. Eger

d(T (uo), uo) <,

ise u, noktasina T in yaklasik (approximate) sabit noktasi
veya & —sabit noktasi denir (Berinde 2007). Calisma

boyunca, T in yaklasik sabit noktalarinin kiimesi

F.(T) ={u € X : u, T nin bir & — sabit noktas1}

sekilde ifade edilecektir.
3. Bulgular

Bu boélimde ilk olarak ispatlarda ihtiyag duyulan sezgisel
bulanik normlu uzaylardaki bazi temel kavramlara yer
verilecektir. Daha sonra yaklasik sabit nokta ozelligini
arastirmak icin sezgisel bulanik asimptotik regilerlik
tanimi ifade edilecektir. Son olarak ise f ve 1 daralma
bulanik
nokta

donusim  siniflarinin sezgisel

sabit

versiyonu

tanimlanarak  yaklasik ozellikleri

arastirilacaktir.
Tanim 3.1: (u) dizisi (X, M,V ,*,0) sezgisel bulanik
normlu uzayinda x e yakinsaktir denir ancak ve ancak her
t > 0vek — ooigin

M@, —u,t) > 1ve N(u, —u,t) » 0

dir. (u;) dizisi sezgisel bulanik normlu uzayinda u ya
yakinsak ise u, ———-u seklinde gosterilir (Saadati ve Park

k (M,N)
2006).

Tanim 3.2: (X, M, V',*,0) sezgisel bulanik normlu bir uzay
X, M, N ,%,0) deki her
yakinsaksa (X, M, V',*,0) sezgisel bulanik normlu uzayina
tamdir denir (Saadati ve Park 2006).

olsun. Eger Cauchy dizisi

Tanim 3.3: X ve Y iki sezgisel bulanik normlu uzay ve
f:X - Y bir fonksiyon ve uy, € X olsun. Eger, X teki
herhangi bir (u,) dizisi uy a yakinsak iken f(u;) dizisi de
Y de f(u,) a yakinsak ise f e ug € X de streklidir denir.
Ayrica f, X in her noktasinda strekliyse bu taktirde f e X
Gzerinde sireklidir denir (Mursaleen ve Mohiuddine
2009).

Tanim 3.4: (X, M, \V',x,0) sezgisel bulanik normlu bir uzay

ve A € X olsun. Yu € X i¢in U Gy U olacak sekilde A

da bir (uy) dizisi var ise A ya X de yogundur denir
(Mursaleen vd. 2010).

Lemma 3.5: (X, M, V',*,0) sezgisel bulanik normlu uzay
olsun. Bu taktirde, asagidakiler saglanir:

I.  u € Xicin sirasiyla M (u,”) ve NV (u,”) azalmayan ve
artmayan fonksiyonlardir.
Il.  Herhangi birt > 0 igin
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Mu—-vt)=Mw-—u,t),
Nu—-vt)=Nw-—-ut),

(Saadati ve Park 2006).

Tanim 3.6: (X, M, V',*,0) sezgisel bulanik normlu uzay,
f:X = X bir fonksiyon olsun. Su halde verilen bir € > 0
veVt > 0igin

M(f(ug) —ug,t) >1—c¢
ve
N(f(uo)_uoft)<€

ise uy € X, f nin bir sezgisel bulanik yaklasik sabit noktasi
veya g-sabit noktasi olarak adlandirilir. f nin sezgisel

bulanik yaklasik sabit noktalarinin kiimesi P;(M‘N)(f) ile
gosterilir (Ertiirk vd. 2022).

Ornek 3.7: 'R > R, T(w) =u +§ ile verilsin. ||, R

Gzerinde ahlsilmis mutlak deger normunu gostersin.
Vabe[01] icinaxb=a.b, adb=min{l,a+ b}
ise

M t) = —— ve N(u,t) = 4

t+|u| t+|u|

olarak tanimlansin. Su halde (R, M, \,*,0) bir sezgisel
bulanik normlu uzaydir. T bir sabit noktaya sahip degildir.

. 1 .
Eger e >mvet> 0 igin

t

M(T(u) —u,t) =m> 1—¢
ve

IT(W)—u|
NI @) —ut) = on<e

oldugundan dolayi her u € R, T igin bir sezgisel bulanik

Fakat e<— ve t>0,

yaklasik sabit noktadir. L
3t+1

F;(M’N) (T) = @ dur.

Tanim 3.8: (X, M, V',+,0) sezgisel bulanik normlu uzay ve
f:X = X bir fonksiyon olsun. Eger Vu € X, t > 0 igin

lim M(F @) = f4 @), ) = 1
ve

lim V(@) = [ ), ) = 0

ise f e sezgisel bulanik asimptotik regtiler denir (Ertuirk vd.
2022).

Tanim 3.9: Eger her € > 0 igin FE(M'N)(f) =@ ise f
sezgisel bulanik yaklagik sabit nokta 6zelligine sahiptir
denir (Erturk vd. 2022).

Asagidaki teorem sezgisel bulanik asimptotik regilerlik ile
sezgisel bulanik yaklasik sabit nokta arasindaki 6nemli bir
baglantiy1 ortaya koymaktadir.

Teorem 3.10: (X, M, V', x,0) sezgisel bulanik normlu uzay,
f:X - X bir fonksiyon olsun. f
asimptotik reguler ise f sezgisel bulanik yaklasik sabit
nokta 6zelligine sahiptir (Ertiirk vd. 2022).

sezgisel bulanik

Literatlire bakildiginda Kannan, Chatterjea, Zamfrescu,
zayif daralma ve R-daralma gibi donlstimlerin sezgisel
bulanik versiyonlari tanimlanarak bu dénusimlerin
sezgisel bulanik normlu uzaylarda hangi kosullar altinda
yaklasik sabit noktaya sahip oldugunu ortaya konmustur
(Ertark vd. 2022, Cona 2023). Bu c¢alismada ilk olarak
Tanim 2.11'de verilen déntsim sinifinin sezgisel bulanik
versiyonunu tanimlanacak. Daha sonra bu donlsimiin
hangi sartlar altinda yaklasik sabit nokta o6zelligini

sagladigini veren teorem ispatlanacaktir.

Tanim 3.11 (Sezgisel 1 — Bulanik Daralma Doéniisiimii):
(X, M, V',%,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay, T: X - X
bir déntsim ve 1 —bulanik daralma dénisimi olsun.
Eger Vu,v € X ve t > 0 igin

M((Tw) —Tw),t) = 1/)(]\/[(u -, t))
N(Tw)—Tw),t) < 1/)(N(u -, t))

olacak sekilde ¥ fonksiyonu varsa T donusiimiine sezgisel
1 —bulanik daralma donisimu adi verilir.

Teorem 3.12: (X, M, V',*,0) bir sezgisel bulanik normlu
T:X - X bir
donislimi olsun. Eger Vu, v € X igin

uzay, sezgisel 1 —bulanik daralma

t
MT@W) - Tw),t) = P (M (u —v, E))

t
NTwW)—Tw),t) < ¢ (]\f (u -, z))

olacak sekilde her t = 0 igin llim PE()=0velde (0,%)

saylisi var ise bu taktirde Ve € (0,1) icin FS(M’N) (TYy+90
dir.
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ispat: u € X, € (0,1) ve t > 0 olsun. Sezgisel bulanik

normlu uzayin ve T sezgisel Y —bulanik daralma

donlisimunin ozellikleri kullanilarak,

M(T* W) = T (W), 1) =
=M (T(T**(w) - T(T*(w)), t)

> (]V[ (Tk_l(u) - Tk(u),%))

Tk—l(u) Tk—l(u)
=¥ M<+Tk (u) — Tk (w), ﬂ-l_ 2/1>

>l m (Tk-l(u) — Tk‘l(u),%)

1

£ M (Tk-l(u) - T"(u),%)

— (Jvr (Tk-l(u) - T"(u),%))

> 2 (T4 @) - TH ) o)

= 2 (T2 @) = T W), 5-)
( (2 -, 2Az))

T*=2(u) — Tk‘z(u) )

t
k-2 k-1
+T w) -T""w),— 4/12 YYP

IV

2y T" 2w —T?(w),

)

*M(T" 2(u) — TF=1(u), 4/12)

= (3 (P20 - 1w, ) )

t
> M (Tk-Z(u) - Tk‘l(u),m)

t
—-T -
> M(u (u)’(Z/l)k)
elde edilir. Boylece, 1 € (0,%) oldugundan k — oo iken
t

wE dir.  Sezgisel bulanik normun  (vii)
6zelliklerinden

lim M T L) =

Jim ¢ (4= 70 5) =

olup

,lim M(T*w) =T (), t) =1 (1)

dir. Ayrica,

N(T*) = T*1 (), t)
=N (T(T**(w) - T(T*W)),t)

< (]\f (Tk—l(u) - Tk(u),%))

=y (N (T(Tk_z W) - T(Tk_l(u).f))
w(w( (12 - %, )))
—y(w (Tk-Z(u) - Tk—l(u),—2)>
= ? <N (T(T" S(w)) = T(T*2(w)), ))

>y (N (r=2 - T’H(u)%)))

= 3 <N (rsa - T"‘%u),%))

IA
/N

olup 1 € (0,%) oldugundan k — o iken A—tk—> oo dir.

Sezgisel bulanik normun (xiii) 6zelliklerinden }lim N (u -
Y _ _ - . K _

T(u),lk) =0 ve her t=0 icn %Lrgtp =0

oldugundan

pm (o (1= 0. 55)) =0

dir. Boylece,

%an}o N(T* (W) =T (w),t) =0 (2)

bulunur. Dolayisiyla (1) ve (2) den sezgisel ¥ —bulanik
daralma donlisimi sezgisel bulanik yaklasik sabit nokta
ozelligine sahiptir.

Simdi de Tanim 2.9 da verilen donlisim sinifinin sezgisel
bulanik versiyonunu tanimlayalim.

Tanim 3.13 (Sezgisel f —Bulanik Daralma Déniisiimii):
X, M, N,%,0) bir sezgisel bulanik normlu uzay ve
f,T:X — X iki donlsim olsun. Yu,v € X, t > 0 igin

t
MUT@) = fT@),0) = 2 (£ - F®).5)

t
NG = fT@).0 < ¥ (F@) - 1))
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olacak sekilde 1 € (0,1) sayisi varsa T donisimiine
sezgisel f —bulanik daralma doniigimi denir.

I (I birim
doniisim) alinmasi halinde sezgisel bulanik daralma

Sezgisel f — bulanik daralma dénustimleri f =
donlisimlerine denk olur.

Asagidaki teoremde ise sezgisel f —bulanik daralma
donusimuiniin yaklagik sabit nokta o6zelligini sagladig
ispatlanacaktir.

Teorem 3.14: (X, M, V',x,0) sezgisel bulanik normlu uzay.
f,T:X — X iki dontusim ve T bir sezgisel f — bulanik
daralma dénisimi olsun. Bu durumda Ve € (0,1) igin
FO(Ty = ¢ dir.

ispat: u € X, £ € (0,1), t > 0 olsun. Burada T sezgisel
f —bulanik daralma doéniisiminin tanimi kullanilarak

MTE@) = fT** (), t) =
M(F(TT* W) — F(TT* (W), t)

>M (ka-l(u) — fT*w), E)
—M(f(TTk W) = F(TT* ), )
>M (f(Tk—Z(u)) - f(T"‘l(u)).A—z>
x|
2

FTG0) = T2, 55
£ = TG0, )

NTH W) = fT W), 1)
=N(F(TT**(w) — F(TT* (W), t)

< W (FTt@) - fr4).5)
( (TT*2(w)) — F(TT**(w)), E)

<w (f(Tk @) - (T W), 1)
<
<w (fT(u) FT2@), )

< v (£ - T, )

oldugundan T bir sezgisel f — bulanik daralma
doniisimdir. Her € > 0, hert > 0 igin

M —T@w), ) =M (u —%,t)

_M<2u t)
= T

elde edilir. 2 € (0,1) ve k — oo iken ,%k — oo dur. Sezgisel

bulanik normun (vii) ve (xiii) 6zelliklerinden

lim M(fT*@) — fT* (W), At)

_ t
> AﬂM(f(u) - fT(u),A—k> =1

lim IV (FT () = FT41 (), )

. t
< Jim ¥ (£ - FT(0, 3¢) = 0
elde edilir. Su halde,

lim M(fT*(w) = fT* ), 1) = 1 (3)
lim N (fT*(u) — fT** (), t) = 0 (4)

olup (3) ve (4) den sezgisel f — bulanik daralma
donlsiminin sezgisel bulanik yaklasik sabit nokta

Ozelligine sahip oldugu gorilur.

Ornek 3.15: Ornek 3.7'de verilen sezgisel bulanik norm,
strekli t-norm ve slrekli t-conorm ile X = (—o0,+0)
kiimesi bir sezgisel bulanik normlu uzaydir. Su halde

T:X->X, T(w =
fiX-X, fw)=

u
§’
u

donisltmleri verilsin. T donlisimin sabit noktasi yoktur.
Fakat her u,v € X,u # v ve her t > 0 igin

MFT@) — [T (), 0) = ————
t+ -3
= MW — fF(),1)
ve
NT@ = )0 =- |5|;f -
= N(fT@W — fT(W),0)
=zl >1-—¢
t+ |?
ve

N-Tw, 0= (u —%,t)
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_N(Zu t)
= 3

|2u
_ 3

= <e
t+|2—”
3

esitsizliklerinden g < 2(f—;)yazmr. Here > Ovehert >0

L .ou &t . o
icin = < PR olacak sekilde u € (0,1) oldugundan T
donlisimu yaklasik sabit nokta 6zelligine sahiptir.

4. Sonuglar ve Tartisma

Bulanik kiimelerde yaklasik sabit nokta kavrami, sabit
nokta kavrami kadar son dénemlerde arastirmalarda 6n
plana ¢ikmaktadir. Ozellikle disiplinler arasi bir arastirma
konusu olmasi ve olmasi

sonuglarin  uygulanabilir

arastirmacilari  bu konu Uzerine c¢alismaya tesvik
etmektedir. Bu nedenle bu g¢alismanin da 6ziini yaklasik
sabit nokta 6&zelligi olusturmaktadir. Oncelikle, klasik
analizde sabit nokta teorisinde tanimh bazi dénisim
siniflarinin sezgisel bulanik versiyonlari tanimlanmistir.
Daha sonra ise bu doéntsimlerin hangi kosullar altinda
yaklasik sabit nokta 6zelligini sagladigi kanitlanmistir. Su
halde sezgisel bulanik normlu uzaylarda, farkli dénlisiim

siniflari icin de yaklasik sabit nokta 6zelligi arastirilabilir.
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