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OZET

Sayim verisi analizi iceren bir¢ok ¢alismada, hava kirliligi nedeniyle hastaneye basvuranlarin
sayist gibi, Poisson regresyon analizi kullanilan en temel tekniktir. Bununla birlikte regresyon
modellerinde asir1 yayilim ¢ok sik goriilen bir durumdur. Poisson regresyon modelinde asir1 yayilim
bagimli degiskeninin varyansi ortalamasindan biiyiik oldugu durumlarda ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum
tahminlerin standart hatalarinin oldugundan daha diisiik ¢ikmasina neden olmaktadir. Genellestirilmis
Poisson Regresyon (GPR) model asir1 yayillim problemini giderebilmek icin sayim verilerinin
modellenmesinde kullanilir. Bu ¢alismada asir1 yayiliml bir sayim verisini modellemek i¢in gercek bir veri
seti kullanilarak GPR model tizerinde duruldu.

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis Poisson model, sayim verisi, asir1 yayilim

APPLICATION OF GENERALIZED POISSON MIXED MODEL FOR OVERDISPERSED COUNT DATA ON AIR
POLLUTION

ABSTRACT

Many studies often involve the analysis of count data, such as the number of hospitalizations
caused by air pollution, where Poisson Regression (PR) is the Standard basic technique. However,
overdispersion is widely seen in this regression model. Overdispersion in this model occurs when the
response variance is greater than the mean. This may cause standard errors of the estimates to be deflated
or underestimated. The Generalized Poisson Regression (GPR) model is used to model dispersed count
data to handle the overdispersion problem. In this study, we focus on Generalized Poisson Mixed Model
for Overdispersed Count Data with real data set.

Keywords: Generalized Poisson model, count data, overdispersion.

1. Giris

Regresyon modelleri bir degisken seti ile bir bagimli degisken arasindaki iliskiyi modellemek i¢in
kullanilan en yaygin araclardir. Birgok uygulamada, ilgilenilen agiklayici degisken negatif degerler
almayan tamsayilardan olusan bir sayim verisidir. Sayim verisi i¢in kullanilan en yaygin regresyon modeli
Poisson regresyon modelidir. Sayim verisi olan bir bagimh degiskenin beklenen degerini agiklayici
degiskenlerin bir fonksiyonu olarak ifade eden Poisson regresyon modeli, Poisson dagilimindan tiiretilir.
Poisson regresyon modelinin en énemli 6zelligi bagimli degiskenin beklenen deger ve varyansinin esit
oldugu anlamina gelen esit yayilim 6zelligidir. Pratikte ortalama ve varsayin esitligi nadiren gergeklesen
bir durumdur. Eger Poisson modelde varyans ortalamadan daha biiyiikse yani beklenenden daha fazla bir
degiskenlik varsa bu duruma asir1 yayilim adi verilir. Asir1 yayilim varsa ve bu durum hesaba katilmadan
parametre tahminleri yapilirsa bu durum parametre tahminlerinin standart hatalarinin oldugundan daha
disiik ¢ikmasina neden olur ve bunun sonucunda model i¢in agiklayici degiskenlerin seciminde yanlishk
yapilmis olur.

Asirt yayillimi hesaba katmanin bir yolu, Poisson dagilimindan daha fazla yayilim gosteren bir
olasilik dagilimi tiiretmektedir. Bir Poisson siirecinde, Poisson parametresinin gamma dagildig
varsayildiginda Negatif binom dagilimi elde edilir ve sonucta elde edilen dagilim Poisson’a gore asiri
yayilimhdir. Joe ve Zhu (2005) Genellestirilmis Poisson dagiliminin (GP) Poisson karisimi olarak ele
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alinabilecegini ve dolayisiyla negatif binom (NB) dagilimina bir alternatif oldugunu gdstermistir. NB gibi
GP dagilimi da bir 6l¢ek parametresine sahiptir.

2. Materyal ve Metot

(y;, x;) ikilisi bir veri setinden gozlemlerimiz olsun. Burada y; ve x; sayilar1 sirasiyla bagiml
degisken ve bagimsiz degiskenlerin bir vektoriidiir. x; verildiginde y; bagiml degiskeninin asagida verilen
olasilik fonksiyonu ile Poisson dagildigi varsayilir.

e_liﬂ,yi

Pyl Ay, x;) = i y; =0,1,2, ... (1)

Burada 4;, y; bagiml degiskeninin ortalamasidir. y; nin beklenen deger ve varyansi Esitlik (2)’ de
verildigi gibidir.

E(ilx;) = Var(y;|x;) = 4 (2)

Poisson regresyon modelinin dnemli bir 6zelligini olan, ortalama ve varyansin birbirine esit
oldugu esit yayilim 6zelligi Esitlik(2) ile goériilmektedir.

Y'nin beklenen degerinin negatif degerler almamasini garanti etmek i¢in, beklenen deger ve
bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi gdsteren link fonksiyonu Esitlik (3)’de verilen formda olmalidir
(Cameron ve Trivedi,1998).

A = E(yilx) = eXiP 3)

Burada 8 = [bg, by, ..., b ] bilinmeyen parametre vektoriinii géstermektedir ve X;'ile de bagimsiz
degiskenler vektoriiniin transpozu ifade edilmektedir. (1) ve (3) esitligi birlikte Poisson regresyon
modelini ifade etmektedir.

En ¢ok olabilirlik fonksiyonu (MLE) regresyon modelleri icin en ¢ok kullanilan tekniktir. Bir
gozlem seti verildiginde Poisson regresyon modelin log-olabilirlik fonksiyonu asagida verildigi gibidir:

1) = 1(Aly) = X{y;In(4) — 4; —In(y;:) } 4
En ¢ok olabilirlik yonteminde genellikle Newton-Raphson iterasyon teknigi kullanilir.
Genellestirilmis Poisson dagilimina sahip Y; bagiml degiskeninin olasilik fonksiyonu Esitlik (5)’de
ki gibidir:
Aii+ay)¥i~ e i@V
yi!

P(yilA;, a) = y; =0,1,2, ... (5)

Burada 4; > 0ve 0 < a < 1 ‘dir. (Joe ve Zhu, 2005) ¥;'nin ortalama ve varyansy;

Ai
ui=EQ) =

-a

(6)

A A
(1-a)3 ~ (1-a)?

V() = E(y) = ¢E(yy) ™

seklindedir.

Bu gosterimde ¢ = /1"/ (1 - a)? terimi yayilim faktorii olarak ifade edilir. Agik¢a goriildigi gibi

a =0 oldugunda GP dagilimi A; parametreli klasik Poisson dagilimina indirgenmektedir ve a >0
oldugunda asir1 yayilim elde edilmektedir.

GP dagilimina dayali olarak acgiklayic1 degiskenler, Esitlik (8)’de ki gibi bir log-link fonksiyonu
yardimiyla regresyon modelinde birlestirilir.

Ai
1-a

=u; = E(y;lx;) = e*i¥ )




¥, . '
=
-

ITERNATIONAL NATOIL ACADMC ORLINE JOUERA IAAO), Scientific Science, 2013, 1(2), 3-
7

GP modelin log olabilirlik modeli ortalama u ve dlgek parametresi a cinsinden Esitlik (9)’da ki gibi
yazilabilir.

I, aly) = log{u(1 — a)} + (y — Dlog{u — a(u —y)} — (1 — a(u — y)) — log{y;} 9

GLMM birgok istatistiksel model simifim1 icermektedir. “Genellestirme” kelimesi ile bagimh
degiskenin normal dagilmadigi, "Karma” kelimesi ile de modelde ki sabit etkilere rastgele etkilerin ilave
edilmesi anlatilmak istenilmistir.(Isik, F.2011) Genellestirilmis Lineer Karma Modeller (GLMM),
Genellestirilmis Lineer Modellerin (GLM) genisletilmis halidir. Genellestirilmis Lineer Karma Modeller
(GLMM) Breslow ve Clayton (1993), McGilchrist (1994) , Lee ve Nelder (1996) tarafindan bulunmustur.
GLMM, GLM de sabit etkileri iceren lineer tahmin ediciye rastgele etkilerin eklenmesiyle olusturulur. Bir
Genellestirilmis Lineer Karma Modelde rastgele etkiler n = Xf + Zu lineer tahmin edicisinin bir
pargasidir ve verinin sartli ortalamasi ile lineer tahmin edicileri bir lineer form ile baghdir. y, (n x 1)
boyutlu bagiml degisken vektorii ve u, (g X 1) boyutlu rastgele etkiler vektori olmak tizere,

Eylw) = g7 ' (XB + Zw) (10)

seklinde yazilir. Burada,

g(.) tiirevlenebilen monoton link fonksiyonu ve g~1(.) fonksiyonu g(.) fonksiyonunun tersi,
X, (n % p) boyutlu modeldeki sabit etkilere iliskin tasar1 matrisi,

B (p x 1) boyutlu sabit etkiler vektorii,

Z,(n x q) boyutlu modeldeki rastgele iliskilere iliskin tasari matrisi,

u, (q X 1) boyutlu rastgele etkiler vektoridir.

3. Uygulama

Bu calismada, Terzi ve Cengiz (2009), Cengiz (2012) ve Cengiz ve Terzi (2012) ¢alismalarinda
kullanilan veri seti kullanilmistir. Afyon ilindeki farkli hastanelere basvuran oksiirtiklii hasta sayilari ile
sehir merkezinden elde edilen hava kirliligi 6l¢ctimleri arasindaki iliski Poisson Karma ve Genellestirilmis
Poisson Karma model yontemleri kullanilarak ortaya konuldu. 2008-2010 tarihleri arasinda rastgele
segilen 5 hastanenin haftalik hasta kayitlarindan 6ksiirtikli hasta sayilari ve SO, (Siilfiir dioksit) ve PM10
(Parcacikli madde) degerleri ayni tarihlerde Afyon cevre isleri miidiirligii hava kirliligi biriminden
alinarak veri seti olusturulmustur. Verilerin analizi SAS 9.3 yazilimindan GLIMMIX prosediirii kullanilarak
yapilmistir. Burada 6ksiirtklii hasta sayis1 bagimh degisken ve hastaneler rastgele etki olarak alinmistir.

Tablo1. Poisson Karma Modeller icin Parametrelerin Tahmini

Sabit etki i¢in ¢6ziim
Etki Tahmin Standart hata DF t Pr> |t|
Intercept 0’1507 0,1805 3 0,83 0,4651
S02 0,001482 0,00137 95 1,08 0,2835
PM10 0,00448 0,00136 95 3,3 0,0014
kovaryans Parametere tahmini
Cov Parm Subject Tahmin Standart hata
Intercept hospital 0,01246 0,024
Sarth dagihm i¢in uyum istatistikleri
-2 log L(y | r. effects) 380,47
Pearson Ki-kare 151,72

Pearson Ki-kare / DF 167




Kog ve ark.

Tablo 1’ de Olgeklendirilmis Pearson istatistik degeri (1,5) 1’den biiyiik oldugu i¢cin agir1 yayihm
oldugu goriilmektedir. “Sabit etki icin ¢6ziim” kisminda parametrelerin tahminleri, standart hatalar1 ve

onemlilik testleri verilmistir.

gorilmektedir.

Degerler incelendiginde sadece PM10 degiskeninin anlamli oldugu

Tablo 2. Genellestirilmis Poisson Karma Modeller icin Parametrelerin Tahmini

Sabit etki i¢in ¢6ziim
Effect Estimate Stg:i;rd DF t Value Pr> ||
Sabit 0,1695 0,2201 3 0,77 0,4972
S02 0,001254 0,00165 95 0,76 0,4487
PM10 0,004472 0,00185 95 2,41 0,018
Kovaryans Parametere tahmini
Cov Parm Subject Tahmin Standart hata
Sabit hospital 0,000324 0,00037
olgek 0,2322 0,08027
Sarth dagihm i¢in uyum istatistikleri
-2 log L(y | r. effects) 373,01
Pearson Chi-Square 100,71
Pearson Chi-Square / DF 1,00

Tablo 2’ de 6l¢eklendirilmis Pearson istatistik degerinin 1’ e diistiigli goriilmektedir. Dolayisiyla
asir1 yayillim problemi ortadan kalkmistir. Tablo 1 ile karsilastirildiginda parametrelerin standart

hatalarinin arttigi

da gorilmektedir.

Ayrica

“Kovaryans

parametresinin (0,2322) sifirdan farkli oldugu goriilmektedir.

Tablo 3. iki model icin Uyum iyiligi istatistikleri

parametre tahmini”

kisminda olcek

-2log
Y AIC | AICC | BIC | CAIC | HQIC [ j.-0® o
Poisson Mixed Model |390,76 391,01 | 388,92 391,92 | 386,72 384,76
Generalized Poisson | 381,01 |381,42 | 378,55 | 382,55 | 375,62 373,01
Mixed Models

4. Sonug ve Tartisma

Bu calismada oksiirtiklii hasta sayilarinin modellenmesinde iki farkli model kullanildi ve
parametre tahminleri acisindan benzer sonuglar elde edilse de verideki asiri yayilim nedeniyle
tahminlerin standart hatalar1 incelendiginde PR modelde GP modele gore daha disiik oldugu
goriilmektedir. Sonuglar incelendiginde oksiiriiklii hasta sayisina PM10 degiskeninin énemli bir etkisi

oldugu (p< 0,05) ancak SO, nin %5 énem seviyesinde énemli bir etkiye sahip olmadig1 anlagilmaktadir.
Tablo 3’te ki sonuclara gére PR modelin uyum istatistikleri GP modele gore daha yiiksektir. Bu sonug¢lara
gore GP model oksiirtiklii hasta sayilarinin modellenmesinde PR modele gore daha uygun bir modeldir.
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