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OZET

Cok degiskenli varyans analizi (MANOVA), g grup icin ortalama vektorlerin esitligi hipotezinin testi icin
kullanilir. MANOVA, varyans-kovaryans matrislerinin homojenligi ve ¢ok degiskenli normallik varsayimlarina
sahiptir. Bu varsayimlar ihlal edildiginde MANOVA kullanilamaz. Bu ¢alismada, MANOVA’ya alternatif bir
yaklasim olarak Gower ve Krzonowski (1999) tarafindan 6nerilen ve uzaklik 6lciilerine dayanan Uzaklik Analizi
(UA) yonteminin teorik adimlari yeniden gézden gecirilmis ve gergek bir veri kiimesi lizerinden ydntemin
o6nemi vurgulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Uzaklik analizi, biplot, cok degiskenli varyans analizi, temel koordinat analizi

USE OF DISTANCE ANALYSIS BIPLOT AS AN ALTERNATIVE METHOD IN CASE OF FAILURE TO PROVIDE THE
MANOVA ASSUMPTIONS

ABSTRACT

Multivariate analysis of variance (MANOVA) is used for testing the null hypothesis of equal mean vectors for g
groups. MANOVA assumes homogeneity of variance-covariance matrices and multivariate normality. We review
theoretical steps of distance analysis method that is proposed by Gower and Krzonowski (1999) as an
alternative approach to MANOVA. Moreover, the importance of the method is highlighted via a real data set.

Keywords: Distance analysis, biplot, manova, principal coordinates analysis

1. Giris

Veri kiimesinde heterojenlik, carpiklik, kayip veri gibi problemler séz konusuysa veya degiskenlerin
sayis1 gozlemlerin sayisindan daha biytlik ise, ¢ok degiskenli tek yonlii varyans analizi (MANOVA) gibi
geleneksel cok degiskenli teknikler, gruplar arasindaki farkliliklar belirlenecegi zaman yiiksek derecede
kuskulu sonuclar verebilmektedir.

Boyle durumlarda tek yonlii MANOVA’ya alternatif bir ¢ikarimsal metot olarak Gower ve Krzonowski
(1999) tarafindan oOnerilen ve uzaklik olciilerine dayanan Uzaklik Analizi (UA) ydnteminin kullanimi
arastirmacilarin daha dogru ve giivenli bulgulara ulasmalarini saglayacaktir.

Gower ve Krzonowski (1999) calismalarinda Temel Koordinat Analizi (TKA) ve Uzaklik Analizi (UA)
olarak adlandirilan iki yaklasimi ele almislardir. TKA, Temel Bilesenler Analizine (TBA) paralel bir yaklasim
olup, analiz i¢in gozlem ciftleri arasindaki uzakliklardan olusan matrisi kullanir. UA ise MANOVA’ya paralel bir
yaklasim olup, kareler ve c¢apraz carpimlarin toplamlarindan ziyade gozlemler arasindaki uzakliklarin
pargalanmasi temeline dayanir (Fenty 2004).

*Bu caligma 27-30 EKIM 2013 Tarihinde diizenlenen Uluslararasi 8. Istatistik Kongresinde sunulan “MANOVA Varsayimlarinim
Saglanmamasi Durumunda Uzaklik Analizi Yonteminin Kullanimi1” baglikli s6zlii bildirinin genisletilmis halidir.
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TKA, Klasik metrik 6lcekleme olarak da bilinmekte ve ¢cok boyutlu 6lcekleme (GBO) teknikleri ailesine
aittir. Bu teknikler indirgenmis bir uzayda cok degiskenli veri kiimesinin gorsel temsilini bulmak i¢in
tasarlanmistir. Veri kiimesinde yer alan degiskenler arasindaki benzerlikleri yansitan bir koordinat sisteminde,
dik eksenlere ait gozlemlerin bir grafigini verir. Dik eksenler, indirgenmis boyutlu uzayda (genellikle iki
boyutlu) indirgemeden kaynaklanacak bilgi kaybini minimize edecek sekilde secilir.

Temel varyans formiilii, n tane gézlem noktasi arasmdaki karesel Oklid uzakliklar toplami olarak,

1 -
aoa (%)= 2n(n— 1)ZZ W

n-143 iol t1
biciminde yazilir.

Esitlik (1), uzaklik analizi ile varyans analizi arasindaki baglantiy1 vermektedir. MANOVA, capraz
carpimlar ve kareler toplamlari matrisinin parcalanmasini temel alir. UA ise, ikili gézlem ciftleri arasindaki
uzakliklari iceren bir matrisin parcalanmasini temel alir. UA’da tek varsayim herhangi iki i ve t gézlemleri

arasinda bir uzakligin (dit) tamimlanabilmesidir. Ayrica, tiim 1 ve t gozlemleri icin dit = dti olmalidir. dit 'yi

hesaplamak icin farkli uzaklik él¢iileri vardir (Fenty 2004).
iki gozlem arasindaki benzerlik, Oklid uzayinda gozlemlerin grafigi ile gosterilebilir. Bu grafiksel
yaklasimda benzer gozlemler arasindaki uzaklik, benzer olmayan goézlemler arasindaki uzakliktan daha az

olacaktir. En temel uzakhk 6lgiisti, Oklid uzakhgidir. j boyut iizerinden élgiilen i goézleminin degeri Xij ile

gosterilsin.
Bu durumda i ve t gozlemleri arasindaki uzaklik, dit,

d; = Z(Xij_xtj)z (2)

ile verilir.
Oklid uzakligi, Minkowski uzakliklari olarak bilinen uzaklik ailesinin bir iiyesidir (Coxon 1982). Bu form,

h)—th:|x —X |h 3)
—,fj:l i ~ Xy

ile ifade edilir. (3) esitliginde h=2 olarak alindiginda Oklid uzaklig elde edilir. Sadece Oklid uzaklgi, reel
¢oziimlere ulasacagindan TKA ve UA’de 6nemli bir rol oynar.
Bu calismada TKA, UA ve Biplot yontemi ele alinmistir. UA ile Biplot'un birlikte ele alinmasiyla olusacak UA

Biplot yontemi, gruplarin ayrismasini ve 6rtiismesini agiklamak icin hem érneklerin hem de degiskenlerin sakli

kalmis yonlerini ortaya koyan grafiksel bir yaklasim sunar.

2. Materyal ve Metot

2.1. Temel Koordinat Analizi

TKA ¢ok fazla bilinen ve kullanilan bir yontem degildir. Ancak genetik (Kosaki ve ark 1996), antropoloji
(Fox ve ark 1996), molekiiler biyoloji (He ve Haymer 1999) gibi alanlarda uygulamalar1 yapilmistir. TKA'nin
gelisiminde Householder ve Young (1938), Gower (1966), Krzanowski ve Marriot (1994)'nin ¢alismalarinin
katkilar1 biyiiktiir. Young ve Householder (1938), gozlemler arasindaki uzakliklarin bir kiimesinin
koordinatlarini yeniden yapilandirma fikrini ilk olarak ortaya atmislardir.

X, Nxp boyutlu elemanlari Xij 'ler olan bir veri matrisi olsun. Burada n goézlem sayisi, p degisken

sayisidir. Xij elemany, j. boyutta 6lgiilen i gdzleminin degeridir. p boyutlu bir Oklid uzayinda N gozlemin

. T .
koordinatlar X; (I =12,..., n) ile verilir. Burada X; = (Xil,...,Xip) olarak tanimlanmistir. 1 ve t gozlemleri
arasindaki Oklid uzakligy,
2 T
dit :(Xi _Xt) (Xi _Xt)
=X/ X, + X[ X, — 2X! X, 4)

ile verilir.
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N
Gozlemler arasindaki uzakliklar, K = = (anp )(anp ) matrisi yardimiyla agiklanabilir.

T
Burada X = [Xl, D ] , N X P boyutlu koordinatlar matrisidir.

K matrisinin ranki,

Rank (K)) = Rank (XX") = Rank (X) = p

bigciminde elde edilir. K matrisi simetrik, pozitif yar1 tanimli, ranki P olan bir matris olup, P tane negatif

olmayan 6zdegere ve N — P tane sifir 6zdegere sahiptir.

K bir i¢ carpim matrisi olup,
T
(K], =k =%,

seklinde tanimlanir.

Esitlik (4),

_Zdit :_in X +_th X __in X,
n = N n = N

biciminde yazilabilir.

()

(6)

Eger veri kiimesi sifir ortalama ve birim varyansa gore standartlastirilmis ise,

1Zn:xiTxt =0
n =

olacagindan (6) esitligi,

ln 2_3” T ln T
F 2= 2 XX D XX

1& T T
== XX XX,
i=1
olarak yazilabilir.

Benzer sekilde,

13 13 13
2 T T
= dE == XX =D XX,
Ay e} n'o

elde edilir.

Esitlik (4) kullanilarak,
T 2 T T
=2 X, = di =X X, =X, X,
; 1

2 T T
Xi Xy = _E(dit —Xi X =X, Xt)

elde edilir. Buradan da,

biciminde yazilabilir.

Q)

)

€))

(10)

1D
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Esitlik (8) ve (9) kullanilarak,

X, =%Zn:d§—%zn:xrxi (12)
i=1 i=1
= Zd Zx{xt (13)
t=1 t=1

esitlikleri elde edilir.
Esitlik (11)’de (12) ve (13) esitlikleri yerine yazilip diizenlendiginde,

n 2n
[K], =k =X, = __(dz Zd gdﬁﬁgxixi] (14)

elde edilir.
Esitlik (9) kullanilarak,

—Zd =XIX, += Zxx

N N
—ZZd ZX X+ =D S0 (15)
=1 t=1 | R
135025
i=1 t=1 i=1
esitligi elde edilir.

2 n
Esitlik (14)’deki — E XiTXi ifadesi yerine (15)’de verilen karsilig1 kullanilirsa,
N

[K], =k, =xx, ___(dz 15613 ZZdnj 1)

=1 t=1

1
elde edilir. Burada, [D]it =— > d? alinirsa, (16) esitligi

it

[K], =k =x/x,=-(D,-D,,-D,,+D..) (17)
L . 1< 1< 1w y
bi¢iminde yazilabilir. Burada, D,, = —Z D,. D, :—z Dy, D,.=— D, oldugundan, 17
n Nz N oa
esitligi,
T T
[K]_t:kit:xfxt:—(l—£}D[l—£j (18)
! n n

T
seklinde yazilabilir ve 1 = (1, 1 ...,l) ,n tane 1'den olusan vektér, | ise N x N boyutlu birim matristir.

K matrisi simetrik ve pozitif yar1 tammh bir matristir. Bu nedenle K matrisine spektral ayrisim
uygulandiginda,

.
Kan = VanAan (Van ) (19)
elde edilir. Burada A =diag (7‘1' Ayeesy Xp i kn), A=A, 2.2 7\.p >...2 A, , K matrisinin 6zdegerlerinin

olusturdugu kosegen matris olup, V = [Vl, ,Vn] ise N XN boyutlu ViTVi =1 olan 6zvektdrler matrisidir.
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K matrisi N —p tane sifir 6zdegere sahip oldugundan (19) esitligi,

Koo = VagA ey (Voo )| 20)

nxp

biciminde yeniden yazilabilir.

Esitlik (20) yeniden diizenlenirse,
2 2\T
Koo = (Vi AL ) (Vo AL 21)

pxp pxp

olarak yazilabilir ve burada X = anp At/fp dir. Boylece gozlemlerin koordinatlarini veren p-boyutlu koordinat

" :VnXpA]/2 esitligi ile bulunabilir. iki boyutlu bir grafiksel yaklasim icin koordinatlar ise,

matrisi, X oxp

n
Xoo =V, Ajz/fz esitligi ile elde edilir.

nx2

Baska bir deyisle, gozlemlerin koordinatlari, XX matrisinin ozdegerleri ve iligkili 6zvektorlerinin
belirlenmesi ve daha sonra 6zdegerlerin karekdkiiniin olusturdugu matris ile 6zvektorler matrisinin garpilmasi

ile bulunur. X veri kiimesinin degiskenleri arasindaki uzaklik matrisinin tanimlanmasi ile X'in indirgenmis
boyutta siitun degiskenlerinin grafigi bulunabilir (Park ve ark 2008).

Gower (1966), TBA yontemi ile karismamasi i¢in bu yonteme TKA adini vermistir. Gower, TKA’'nin
TBA'nin bir esi oldugunu, benzer ¢oziimler icerdikleri, ancak TBA’da degiskenler arasindaki iligkilerin px

boyutlu varyans-kovaryans veya korelasyon matrisi temel alinirken, TKA'nmin gozlemler arasindaki
birlikteliklerin N X N tipinde bir uzaklik matrisini temel aldigin1 vurgulamistir.

2.2. Uzaklik Analizi
N tane birimin g tane grup icine N;,N,,..., N, biiytikliiklerinde béliindiigiinii varsayalim. Gruplandirma

nxg boyutlu G matrisi ile gosterilebilir. i birimi r grubunda yer aliyorsa ¢;, =1, diger durumda g;, =0
bigimindedir. N :diag(nl,...,ng), Ny, N,,.y Ny grup birim sayilarindan olusan koésegen bir matristir.

m= (nl, N ) ise, grup birim sayilarini iceren bir vektordiir.
Grup ortalamalarinin koordinatlari ise,

(22)

esitligi ile elde edilir.

Gower ve Krzanowski (1999), toplam karesel uzakliklar toplamini (T) , grup-ici (W) ve gruplar-arasi

(B) karesel uzakliklar toplamlarinin toplami olarak T = W + B biciminde ayristirmiglardir.

Burada,
T-Y1D1 (23)
n

9.1
wW=> —1/D,1, (24)

r=1 r

l T -
B="m"Am (25)

n

dir.

D matrisi §° tane alt matrise béliiniir, D, (I‘,S :1,...,g). Burada N, xNg boyutlu D,S. gruptaki

s’
her bir gozlem ve I. gruptaki her bir gézlem arasindaki 2 ile boliinmiis karesel uzakliklar: igerir. Esitlik
(24)'deki D

. » I gruptaki gézlemlerin tiim ciftleri arasindaki uzakliklari iceren D matrisinin alt matrisidir.
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Esitlik (25)’deki A, gx(Qboyutlu simetrik bir matris olup, r ve s grup ortalamalar1 arasindaki 2 ile
boliinmiis karesel uzakligin (r,s)’inci elamanini verir (Gardner ve ark 2005).

2.3. Uzaklik Analizi ile Biplot Kullanimi

Uzaklik analizi ile Biplot birlikte olusturulabilir. UA Biplot, degisken sayisi, gozlem sayisindan fazla ise
etkileyici boyut indirgeme o6zelliklerine sahiptir (Gardner ve ark 2009). Biiytk veri kiimeleri icin MANOVA
varsayimlarinin saglanmasi zor oldugundan, UA kullanimi bu tiir veri kiimeleri i¢in 6énemlidir. UA, grup
ortalamalar1 arasindaki uzakliklar1 maksimize eder. Grup yapisinin grafiksel olarak incelenmesi icin UA Biplot
kullanilir.

Grup ortalamalari i¢in X koordinatlari,

T T

_[. _QM. _gjzm 26

g g
g g

esitliginin spektral ayrisimindan bulunabilir. Burada, D = N""G"DGN "dir. Bu deger TKA kullanilarak elde
edilebilir (Gardner ve ark 2005). Eksenlerin orijini grup genislikleri ile agirliklandirilmamis grup ortalamalari
noktalarinin merkezindedir.

Alternatif olarak agirliklandirilmis TKA,

T T
—(Ig—lm jD*(Ig—ml ]:)‘()‘(T @7

n n
esitligi ile de ifade edilebilir.

Bu durumda, grafiksel gosterimde, eksenlerin orijini N gézlem noktalarinin merkezindedir. iki boyutlu
grafiksel yaklasimda, gdzlem noktalarini ve onlara karsilik gelen grup ortalamalarini géstermek igin,

l N/ * \7* _1_* 1
——(x X ) X (I ——11Tj(di ~d,) 28)
2 “ n
esitligi kullanilir (Gardner ve ark 2005).
Esitlik (28)'deki X", (27) esitliginin spektral ayrisimindan bulunan X ’'nin iki boyutta yaklasimini
gosterir. Burada, di vektori, grafik tizerinde § grup ortalamasinin her birine i. gézlem noktasinin karesel

uzakliklarini igerir. d0 ise, her bir grup ortalamasinin sirasiyla eksenlerin orijinine olan karesel uzakhigidir.

Eger agirliklandirilmis TKA kullanilirsa (28) yerine,

1 N/ * \7* -1 N/ * 1
-(X'X) XT(I ——1mTj(di—d0) (29)
2 o

esitligi kullanilir. UA biplot elde etmek i¢in, orijinal degiskenler ile ilgili bilgi, 6l¢ceklendirilmis eksenler seklinde
eklenmektedir (Gardner ve ark 2005).

3. UYGULAMA

Ham petrol ve iriinleri glintimiizde bir ¢ok alanda kullanilan ¢ok dnemli bir enerji kaynag: olarak kabul
edilir. Petrol karbon ve hidrojen elementlerinden meydana gelen hidrokarbonlardan olusur. Karbon ve hidrojen
elementleri ¢ok cesitli ve karmasik molekil yapilari ortaya ¢ikarir.

Petrolde, bircok metal element yer alir. En bol bulunan elementler vanadyum ve nikeldir. Petroldeki
vanadyum ve nikel miktarlarinin (5-40g/ton) petroliin asfalten iceriginin artmasi ile arttigi bilinmektedir
(Uysal 2006).

Bu uygulamada, Gerrild ve Lantz (1969) tarafindan elde edilen ham petrol 6rneklerinin analizini igeren
veri kiimesinin Johnson ve Wichern (2002)’de verilen diizenlenmis sekli kullanilmistir. Veri kiimesi, iic kumtasi
bolgesinden (Bolge I: Wilhelm, Bolge II: Asagi-Mulinia, Bolge III: Yukari-Mulinia) alinan 56 ham petrol
orneklerinin vanadyum, demir, berilyum, doymus hidrokarbonlar, aromatik hidrokarbonlar kimyasal
ozelliklerini icermektedir. S6z konusu degiskenler ile direkt petrol kalitesini belirlemeden ziyade petroliin
kokeni (denizel vs.) ve olusum kosullar1 gibi yorumlar yapilabilmektedir. Bunun yaninda direkt olarak petrol
kalitesi, APl (American Petroleum Institute) denilen bir indeksle belirlenmekte bunun hesab1 ise farkl
yontemlerle elde edilen parametrelere gore yapilmaktadir (Uysal 2006).
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Veri kiimesine R programinda yer alan kiitiiphane ve fonksiyonlarin kullanimi ile UA Biplot uygulanmis
ve Sekil 1'de verilen grafiksel yaklasim elde edilmistir.

Sekil 1, bolgeleri optimal bir sekilde ayirmay1 ve gozlem noktalar1 arasindaki uzakliklar1 korumayi
amaclamaktadir. Burada, her bir eksen degiskenlerin orijinal birimlerinde derecelendirilmistir.

Tablo 1 incelendiginde, Berilyum ve Doymus Hidrokarbonlar degiskenlerinin UA Biplot grafiginde iyi
temsil edildigi, Aromatik Hidrokarbonlar degiskenin ise ¢ok iyi temsil edilmedigi goriilmektedir. Bu durum,
Aromatik Hidrokarbonlar degiskeni lizerinden yapilacak kestirimlerin ¢ok fazla tutarli olmayacag yorumunu
beraberinde getirmektedir. Diisiik eksen kestirimlerine sahip degiskenlerden elde edilecek kestirimlerin daha
yorumlanabilir olmasi i¢in ii¢ boyutlu bir grafiksel gosterim diistiniilebilir. Sekil 1'de gdsterilen gozlem
noktalar tiim bélge i¢i varyasyonun iki boyutta bir yaklagimidir. Iki boyutlu bu grafiksel yaklagim ile toplam
varyansin %65’i aciklanmaktadir.

Sekil 1, sadece bolge ortalamalarinin yer aldigi UA biplot grafigini verir. Bu grafigin bes degisken icin ti¢
bolge ortalamasini ayirdig1 goriilmektedir. Grafiksel yaklasimda, bélge ortalama noktalarindan eksenlere dik
izdustimler cizilerek elde edilecek uzakliklara gore eksenler tizerinden bdlge ortalamalar1 yorumlanir.

Buna gore Sekil 2’de verilen grafiksel yaklasim incelendiginde Bolge II ve Bdlge Il ortalamalarinin
Berilyum degiskeni acgisindan fazla bir farklihlk gostermedigi goriilmektedir. Aromatik_H, Vanadyum,
Doymus_H, Demir degiskenleri Bolge I ve Bolge II'ye gore Bolge I1I'de farkli bir yap: sergilemektedir. Demir,
Aromatik_H ve Doymus_H degiskenleri bakimindan bdlge ortalamalar1 arasindaki farkliliklar incelendiginde
Bolge I'de bu degiskenlerin etkilerinin fazla oldugu Sekil 2’den yorumlanabilmektedir. Vanadyum degiskeni
Bolge III ortalamasi lizerinde etkiliyken, Doymus_H degiskeni Bolge I ve Bolge III ortalamalar tzerindeki
etkilidir. Bu li¢ bolge ortalamasi diisiiniildiigiinde Demir orani bakimindan en zengin Bolge I iken, en fakir Bolge
I1I olarak goriilmektedir.

Berilyum

Doymus_H

Vanadyum

Aromatik_H

4 Boige

Sekil 1. Ham petrol veri kiimesi icin UA Biplot grafigi

Tablo 1. UA Biplot grafiginde eksenlerin kestirimleri
Doymus Hidrokarbonlar Aromatik
Hidrokarbonlar

Vanadyum | Demir | Berilyum

0.60 0.59 0.83 0.79 0.40
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Berilyum

Doymus_H

Vanadyum

Sekil 2. Bolge ortalamalari icin UA Biplot grafigi

4. SONUG

Bu ¢alismada, Temel Koordinat Analizi (TKA), Uzaklik Analizi (UA) ve Biplot yontemleri incelenmis ve
gercek bir veri kiimesi iizerinden MANOVA varsayimlarinin saglanmamasi durumunda uzaklik analizi
kullanimmin énemi vurgulanmigtir. Uzaklik analizi, dagihmsal varsayimlara gére degismemektedir. Ustelik
kii¢ciik 6rneklemlerde ve grup varyans-kovaryans matrislerinin heterojenliginden etkilenmez. Ayrica bir hipotez
testi gerektigi zaman permiitasyon test prosediirleri kullanilabilir. UA biplot, mevcut istatistiksel ¢ikarim
prosediirleri ile birlikte ele alinmasi durumunda, veri analizi icin daha da énemli bir araca déniisiir. Uzaklik
analizi sonucu elde edilen grafiksel yaklasimda, grup farkliliklar1 daha az belirgin oldugunda, gruplar arasindaki
ortiismenin derecesinin belirlenmesi ve ilgili gruplar arasindaki farkliliklarin istatistiksel 6nemini saptamak
icin bootstrap veya permiitasyon hipotez testi gibi parametrik olmayan ¢ikarim teknikleri uygulanmaktadir.
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