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Ozet

Bu ¢alismada kiime degerli optimizasyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in siralama yapisini koruyacak sekilde
genisletilmis bir koni tizerinden has minimallik tanim1 verilmistir. m,-minimallik ve m,-maksimallik
uizerine bazi optimallik sartlari elde edilmis, bu sonuglar vektor optimizasyonundaki sartlar ile
karsilagtirilmistir. Ayrica, m,-maksimallik taniminin vektorler i¢in tanimlanan maksimallik tanimina denk
oldugu goriilmiistiir. m, siralamasi i¢in gii¢lii minimallik de calisilmis ve bir yeterli sart ispatlanmistir. Son
olarak, verilen tamimlardaki farkliliklar1 ve elde edilen 6zelliklerin uygulamalarini gésteren geometrik
ornekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Has minimallik, m, siralamasi, kiime degerli optimizasyon, Minkowski fark.

On Minimality and Proper Minimality with Respect to Minkowski
Set Orders

Abstract

In this study, proper minimality definition is given via an expanded cone to preserve the ordering structure
for the solution of set-valued optimization problems. Some optimality conditions on m; - minimality and
m,-maximality are obtained, and these results are compared with the conditions in vector optimization.
Additionally, it is seen that the m, - maximality definition is equivalent to the maximality definition defined
for vectors. Strong minimality for m, order is also studied and a sufficient condition is proved. Finally,
geometric examples are given to show the differences in the definitions given and the applications of the
obtained properties.

Keywords: Proper minimal, m, order, set-valued optimization, Minkowski difference.

©2024 Usak University all rights reserved

*Corresponding author: Ummii UYAR
E-mail: ummu.uyar.64@gmail.com (ORCID ID: 0000-0002-6247-7598)
E-mail: mustafa.soyertem@usak.edu.tr (ORCID ID: 0000-0003-4158-1713)

©2024 Usak University all rights reserved. 15


https://orcid.org/0000-0003-4158-1713
http://dergipark.gov.tr/usufedbid

Uyar ve Soyertem / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 15-22 2024 (1)

1. Giris

Has (proper) minimallik kavrami, ¢dziimlerin bazi istenmeyen 06zelliklerini ortadan
kaldirmak i¢in oOncelikle vektor optimizasyonu icin tanimlandi. Bu tir kavramlar
tanitmanin ana amaci, minimum noktalar kiimesinden istenilen amaca yonelik olarak daha
kullanigh noktalar1 se¢mektir. Vektdr optimizasyonu i¢in arastirmacilar farkli has
minimallik kavramlar: tanimlamislardir [1, 2]. Bu kavram ilk olarak, Pareto siralamasina
sahip cok kriterli optimizasyon problemleri i¢in Geoffrion tarafindan ortaya atildi [3]. Daha
sonra Henig, genel bir vektdr optimizasyon problemi i¢in has minimallige yonelik
geometrik bir yaklasim dnerdi [1]. Bu yaklasimda siralamalarin genisletilmis bir koniye
gore hala minimallik kavramlarini sagladig bir tiir kararlilik dikkate alind1. Diger bir¢ok
yazar, uygun minimalligin alternatif dogal versiyonlarini1 énerdi. (Has minimallige iliskin
ayrintili bir yazi i¢in [4]” e bakiniz.).

Son yillarda bir¢ok arastirmaci, vektdér optimizasyonunun amag fonksiyonlarinin kiime
degerli fonksiyonlar oldugu bir problem sinifina genisletilmesine odaklandi. Ornegin
matematiksel finans [5], oyun teorisi [6], matematiksel ekonomi [7] ve gii¢lii (robust)
optimizasyon [8] gibi alanlarda bazi ilgin¢ uygulamalar1 vardir (Bélim 9, [9]). Vektor
siralamalarini kiime degerli optimizasyona genisletilmesi ilk olarak Kuroiwa tarafindan
ortaya atild1 [10]. Literatlirde kiime optimizasyonu i¢in has minimallik kavrami, Huerga ve
arkadaslarinin yakin tarihli makalesinde Onerildi [11]. Bu calismada, Emrah ve
arkadaslarinin [12] tanimladig1 kiime siralamalari ile islem yapildi.

Bu makalede, uzaydaki vektor degerli siralama yapisinin genellestirilmesi olan kismi
siralama bagintis1 ve topolojik vektor uzaylarinin alt kiimeleri i¢cin Henig anlaminda has
minimallik kavrami ele alindi. 2. béliimde konuya iliskin bazi tanimlar verildi. Bulgular
kisminda ise m; maksimallik ve m,; minimallik kavramlar: ile ilgili 6nerme ve bu
onermenin sonucu verildi. Huerga ve arkadaslarinin[13] makalesinde de kiime
optimizasyonundaki has minimallikler Gizerine yeni calismalar verildi. m; has-minimal ve
m,; has-maksimal tanimlar1 yapildi. m; -has minimallik ve m; -minimallik arasindaki
baglantinin daha iyi anlasilabilmesi icin bir 6rnek verildi. Verilen m,-has minimallik ile
gliclii minimallik arasinda bir 6nerme verildi. Bu dnerme 6rnekler ile desteklendi. Son
béliimde, bulgular bélimiinde verilen tanim ve 6nermelerin Huerga ve arkadaslarinin[13]
has minimallik tanimi ile karsilastirildi.

2. Temel Tanim ve Teoremler

Y herhangi bir topolojik vektor uzayidir. Calisma boyunca X c Y bostan farkl bir kiime,
#(Y), Y'nin kuvvet kiimesi ve B*(Y), Y’nin bostan farkli sinirh altkimelerin ailesi olarak
alinacaktir.

@ # K c Y olmak lizere her A > 0 ve k € K i¢cin Ak € K ise K kiimesine koni denir. K'nin
topolojik i¢i int(K) ile gosterilir. int (K) # @ ise K'ya kat1 (solid) koni denir. Bu ¢alismada
K, topolojik vektor uzayinda kapali(closed), disbiikey(convex), sivri(pointed) ve siralama
konisi olarak ele alinmistir ve K 'nin tiimleyeni , K¢ ile gésterilmistir. C konisi has
minimallikte gerekli olan K\{0,} c int(C) olacak sekildeki daha genis bir Kkoniyi
gostermek icin kullanilmistir. Huerga ve arkadaslarinin[13] makalesinde C konisini elde
etmek icin koni tabani kullanilmistir.

Tanim 2.1 4, B € g(Y) olsun.
i. A+ B ={a+b:a€ AAb € B}kiimesine A ve B'nin cebirsel toplami,
ii. A—B={a—b:a € AADb € B}kiimesine 4 ve B'nin cebirsel farki,
iii. A-B={x€X:x+BcA}=Npes(A—b) kiimesine A ve B ’'nin Minkowski
(Pontryagin) fark: denir.

16



Uyar ve Soyertem / Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 15-22 2024 (1)

Bu makalede Y topolojik vektor uzayr @ # K c Y kapali, disbiikey ve sivri (K N (—K) =
{0}) konisi ile kismi sirali olarak alinacaktir. Bu <y kismi siralamasi ve <y bagintisi

X<k yeS y—x€K,
x<gxye y—x€eint(K) Vx,yeY 2.1

olarak tanimlanir.
Bu boliimde verilen tanim, 6nerme ve sonuglar i¢in daha detayl bilgi icin [12] ¢alismasina
bakilabilir.

AcY veay€Aolsun. An(a,—K) ={ag} (AN (a, + K) ={a,}) ise a,’'a K konisine
gore A kiimesinin bir minimal (maksimal) noktasidir, denir. A kiimesinin tiim minimal
(maksimal) kiimelerinin olusturdugu kiime minA (maksA) ile gosterilir. Benzer olarak
An(ay—int(K)) = @ (AN (a + int(K)) = @) ise a,'a K konisine gore A kiimesinin bir
zaylf minimal (zayif maksimal) noktasi denir ve 4 kiimesinin tiim zayif minimal (zayif
maksimal) kiimelerinin olusturdugu kiime WminA (WmaksA) sembolleri ile gosterilir.

Asagida, bir kiime ailesi iizerinde kismi siralama bagintisi olan <} ve <} bagintilar
hatirlatilmistir. Bu bagintilarla ilgili daha fazla bilgi [12] ¢calismasina bakilabilir.

Tanim 2.2 [12] A, B € $(Y) olsun. go(Y) lzerinde m, ve m, bagintilari sirasiyla
. ASP*B:o (BEANK) %0
ii. A<P?B:o (B-AN(-K)+0

seklinde tanimlanir.

K € g(Y) olmak iizere <j* bagintisi toplama ve garpmayla uyumludur. Ayn1 zamanda
<z ! bagmtis1 B*(Y) iizerinde yansimaly, ters simetrik ve gecismeli oldugundan bir kismi
siralama bagintisidir. <2 bagintis1 < *'ya benzer ézellikleri saglar.

Tanim 2.3 § c B*(Y), ve A € § olsun.
i. B<y!Ave A=+ B olacak sekilde bir B € § kiimesi yoksa A’ya § ailesinin bir m, -
minimal elemani,
ii. A<y!BveA# B olacak sekilde bir B € § kiimesi yoksa A’ya § ailesinin bir m; -
maksimal elemani denir.

Tanim 2.4 [14] S, siralama konisi K olan kismi sirali bir dogrusal uzayin bos olmayan bir
alt kiimesi olsun. S ¢ {X} + K (ya da: tiim x € S igin X <y x) ise X € S elemanina gii¢lii
minimaldir, denir.

Tanimm 2.5 [11] § € (Y) ve A € S olsun. Bir y € A ve igin, eger K\{0,} c int(C) olan

kapal1 bir konveks sivri K konisine gore A'nin minimal bir eleman ise, Henig anlaminda
A'nin has minimal elemani olarak adlandirilir.

3. Bulgular

Bu boéliimde oncelikle m4 siralamasina gore bir kiime ailesinin maksimal elemani i¢in bir
yeter sartla baslayalim.

Onerme 3.1 8 c B*(Y), B € §\A4, ve 4,, S ailesinin bir eleman olsun. 4,’1n § ailesinin
my maksimal elemani olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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U (B-4,) c K*
BES\Ag
olmasdir.

Kanit B € §, K sivri bir koni, Ay, § ailesinin bir elemani ve Upes\4,(B—4¢) © K* olsun. Bu
durumda, her B € § icin B~A4y K olur. O halde, (B=4,) N K = @ yani Ag %" B olur.
0 halde 4,’dan biiyiik bir kiime yoktur ve Tanim 2.3 (ii)’den A, § ailesi i¢cin m; maksimal
elemanidir.

Diger taraftan, Uges(B—A4o) © K* olmasin. Bu durumda, 3y* € Uges\a, B—4o ve y* € K*
yani, y* € K olur. Bir B* € § vardir 6yle ki y* € (B*~A4,) N K # @ olur. Tamim 2.2 (i)’den
Ay <;("1 B” olur. Bu durumda 4,, m; maksimal eleman degildir.

Onerme 3.1'in kosullarindaki Minkowski farkinin bos oldugu durumlarda da gecerli
olduguna dikkat ediniz. Ancak iki kiimenin Minkowski farki geometrik olarak giizel
sonuglar verse de hesaplanmasi olduk¢a zaman alir. Bu durumda bir kiimenin maksimalligi
icin ailedeki tiim kiimelerle Minkowski farkina bakarak bu islemin tekrar tekrar yapilmasi
gerekmektedir. Asagidaki sonu¢ Onerme 3.1’e gore daha nadir gézlemlenmesine karsin
sadece bir Minkowski farkla kontrol etme sansini saglar.

Sonu¢ 3.1 § c B*(Y) ve Ay € § olsun. (Uges\AO B);AO c K* ise Ay, § ailesinin m,
maksimal elemanidir.

Kanit Busonucun ispatinda Uges(B—A4y) € (Uges B)—4, oldugunu gostermek yeterlidir.
Bunun i¢in x € Uges(B—A) olsun. Bu durumda bir B € S i¢in Ay + x € B € Uges B olur.
Buradan x € (Uges B)~4, ve Uges(B—4g) C (Uges B)~4, olur. (Uges B)~4, € K* ve
Uges(B=A4,) © (Uges B)~A4, € K* oldugundan Onerme 3.1’'den A4, , § 'nin m,
maksimalidir.

Not: Onerme 3.1 ve Sonug 3.1 vektérlerin maksimalligi icin verilen A N (ag + K) = {ay}
sartinin kiimeler ailesine bir genellemesidir.

Onerme 3.2 § c B*(Y), B € §\A, ve 4,, S ailesinin bir elemani olsun. 4y'1n § ailesinin
m, minimal elemani olmasi i¢in gerek ve yeter sart

U (A4,~B) C K*
BES\Ag

Kanit, Onerme 3.1 ‘den benzer sekilde yapilir.

Huerga ve arkadaslar1 [13] tarafindan has minimallik ile ilgili baz1 kavramlarin vektor
optimizasyonundan kiime optimizasyonuna genisletildigini biliyoruz. Bu genisletme
disbiikeylik hipotezlerini dikkate almadan has minimal noktalar1 Henig anlaminda
belirlemeye yoneliktir. Asagidaki tanimda kiime optimizasyonunda Henig anlaminda has
minimal noktalar m, siralamasina gore verilmistir.

Tanim 3.1 § c B*(Y) ve 4, S kiime ailesinin <}* siralamasina gére m; minimal elemani
olsun. 4y, K\{0} c intC olacak sekilde bir € konisi i¢in de m; minimal elemani ise §'nin

my has-minimalidir denir. m; has-maksimal benzer sekilde verilebilir.

Onerme 3.3 S c B*(Y) ve A, € S kiimesi m, has-minimal ise m,; minimaldir.
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Kanit Ay, K\{0} c intC olacak sekilde bir C konisine gére m; has-minimal olsun ama K
konisine gére m; minimal olmasin. Bu durumda B s?l A yani (Ag—B) N K # @ olacak
sekilde en az bir B € §\{4,} vardir. (4y—B) N K c (4y—B) N C oldugundan bu (4y—-B) N
C+@®,yani B <'C"1 A, olmas1 demektir. Bu da 4, kiimesinin m, has-minimal olmasi ile
celisir. O halde Ay, m; minimaldir.

Geoffrion’un [2] birim ¢ember kullanarak vermis oldugu vektor degerli optimizasyon
problemi drneginde has minimal olan noktalar minimal iken bazilar1 i¢in tersi gecerli
degildir. Asagida ayni o6rnek icin m; has minimal olan kiimelerin m; minimal ve
orijinalinde oldugu gibi m; minimal olan iki kiimenin m; has minimal olmadig1
gorilmustir.

Ornek 3.1 Y = R? olsun. K = R2,
A ={(xy):(x+1)*+y* <1} €S,

A, =[(x.y):<x+§> +<y+g> Sl}es

ve x? + y? < 1 olmak iizere S,
Bi={(xy):(x—x)?+(y—-y)*<1}
kiimelerinin ailesi olsun. Bu durumda 4; € § ve 4, € § olur.

%

3 | Ja=no

BiES

Sekil 1. Ornek 3.1’deki kiimeler

Sekil 1’de goriliyor ki, Onerme 3.2'den A; = U, s(4,~B,) € K* oldugundan dolay1 4,
kiimesi K 'ya gore minimaldir. Fakat K\{0} c int C olacak sekilde bir C konisi i¢in
Up,es(4,~B,) & C* olur. Dolayisiyla A; € S kiimesi C’ye gore minimal olmadig i¢cin K’ya

gore m, has minimal degildir.

Ayrica, A, = Uges(4,~B) € K* oldugundan dolay1 A, kiimesi K ’ya gore minimaldir.
Ayrica, K\{0} cintC olacak sekilde bir C konisi igin Ugc(4,~B,) < Cfolur. Yani, 4, € §
kiimesi C’ye gére minimal oldugu i¢in K’ya gore de m; has minimaldir.
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Tanim 3.2 § © B*(Y) ve 4, € S olsun. Her B € S i¢in Ay <y * B ise Ay, §’nin m, giiglii
minimalidir denir.

Onerme 3.4 S c B*(Y) ve 4, €S olsun. (Nzes(B=4,)) NK = @ ise Ay, S’ nin m, giiclii
minimaldir.

Kamit x, € (Nges(B—A4y)) N K olsun. Bu durumda her B €S igin x, € (B=4,) NK
olacagindan (B=A,) N K # @ olur. Yani, her B € S igin A, <x* B olur. Ay, $’nin m, giiglii
minimaldir.

Bu Onerme tersine bir gerektirme vermez. Asagidaki ornekte sarti saglamadigi halde giicli
minimal olan bir kiime 6rnegi verilmistir.

Ornek 3.2 4,:[0,1] — R? doniisiimii 4, = [-1 — x,1 — x]? olarak tanimlansin. x < y ise
A, <g! A, olur. Bunun sebebi (Ax—A,) = {(y — x,y — x)} olmasidir. Buradaki Minkowski
farklar tek elemanl farkl: kiimeler oldugundan Nyepo 1) (Ax=A4;) N K = @ olur. Yani Onerme
3.4’deki sart1 saglamaz. Ama A; m, gii¢cli minimaldir.

Asagidaki 6rnek Onerme 3.4’iin bir uygulamasidir.

Ornek 3.3 S = {A,:x € [0,1]} ve A, = [-1,1 + x]? olarak tanimlansin. Her x € [0,1] igin
(Ay=Ay) =[0,x]*> olur. Bu durumda Nyepo1)(Ax—4,) ={(0,0)} olur. Sonu¢ olarak,
Nxefo,1](Ax—4A0) N K # @ ve Ay, my giiclii minimal olur.

4. Tartisma

Vektor degerli optimizasyondaki has minimallik kavrami hakkinda uzun yillar
arastirmalar yapilmistir [1,2]. Bu kavrama ihtiya¢ duyulmasinin sebebi minimum noktalar
kiimesinden istenilen, amaca yonelik, daha kullanish noktalar1 segmektir. Bu amacla has
minimallik kavrami ilk olarak Geoffrion tarafindan ortaya atildi [3]. Bu kavrami Pareto
siralamasina sahip ¢ok kriterli optimizasyon problemleri i¢in kullandi. Ardindan Henig,
genel bir vektor optimizasyon problemi i¢in has minimallik kavramina geometrik olarak
yaklasti [1]. Bu yaklasimda genisletilmis bir koniye gore hala minimallik sartin1 saglayan
elemanlar1 has olarak isimlendirdi. Literatiirde yaptigimiz arastirmalarda has minimallik
kavramini kiime optimizasyonuna genellestirmeye yonelik mevcut tek girisim, Huerga ve
arkadaslarinin [13] makalesinde yer almaktadir. Bu calisma Henig tarafindan ortaya atilan
uygun minimallik kavramini sonlu boyutlu uzaylarda bir kiime optimizasyon problemi
durumuna genellestirdi. Daha sonra, [ siralama konisinin ¢okytzli oldugu genel durum
icin, kiime optimizasyonunda has minimallige iliskin iki Geoffrion tipi kavrami tanitt1 ve
bunlarin vektér optimizasyonu cercevesinde oldugu gibi Henig tipine esdeger oldugunu
kanitladl. Bu c¢alismalara ek olarak oncelikle m,; siralamasina gore bir kiime ailesinin
maksimal elemani i¢in bir yeter sart kanitlandi. Ardindan iki kiimenin Minkowski farki
geometrik olarak bakilacak oldugunda sadece tek bir Minkowski fark ile goriilebilecegi
gozlendi. Huerga’'nin [ siralamasina ek olarak Henig anlamda has minimallik kavramlari
kullanilarak m, siralamasina gére de rahat bir sekilde goriilebilecegi aciklanip érnekler
verildi. Bunun iizerine vektor degerli optimizasyonda oldugu gibi kiime degerli
optimizasyonda da has minimal kiimelerin minimal kiime olup, bazi minimal kiimelerin
has minimal olmadig1 kanitlandi. Ek olarak bir kiime m; has minimal ise gii¢lii minimal
oldugu ama tersinin gecerli olmadig1 gosterildi ve 6rnekler verildi.
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