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ÖZ 

Bu çalışmada, 𝐿 ∕ {0}′ın en küçük elemana sahip olması kısıtıyla, 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerindeki bir t-normdan, 
𝐿 sınırlı kafesi üzerinde üçgensel normlar (konormlar) inşa etmek için yeni bir metot vermeyi ve literatürdeki inşa 

metotları ile ilişkisini ortaya koymayı amaçlıyoruz. Ayrıca, yeni inşa metodunun, uygun bir sınırlı kafes üzerinde 

üçgensel normlar (konormlar) için modifiye bir ordinal toplamına tümevarım yoluyla genelleştirilebileceğini 

gösteriyoruz. 
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ABSTRACT 

In this paper, we aim to give a new method to construct triangular norms (conorms) on bounded lattice 𝐿 from a 

t-norm on a subinterval [𝑎, 𝑏] of 𝐿 with a constraint that 𝐿 ∕ {0} has a smallest element and reveal the relation with 

the construction methods in the literatüre. Also, we show that new construction method can be generalized by 

induction to a modified ordinal sum for triangular norms (conorms) on an appropriate bounded lattice. 
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1. Giriş 

Üçgensel normların tarihi ′′Statistical Metrics ′′ 

adlı çalışma ile başlamıştır (Menger, 1942). Daha 

sonra üçgensel normlar Schweizer ve Sklar (1960) 

tarafından olasılıksal metrik uzaylar çerçevesinde 

özel birleşmeli fonksiyonların bir çeşidi olarak 

tanıtılmıştır. Üçgensel normlar (kısaca t-normlar) 

klasik üçgen eşitsizliğinin genelleştirilmesi 

sırasında daha genel bir yapı olarak ortaya 

çıkmıştır. İlk olarak Klement vd. (2000) 

tarafından [0, 1]  birim reel aralık üzerinde 

tanımlanmıştır.  

 

Üçgensel normlar çok değerli mantıkta (Hájek , 

1998; Klement vd., 2000; Gottwald, 2001), fuzzy 

mantıkta (Zadeh ,  1965 ;  Nguyen ve Walker , 

1997), karar verme teorisinde (Fodor ve Roubens, 

1994; Grabisch vb., 1995), istatistik bilimlerinde 

(Nelsen, 1999), ölçü teorilerinde (Sugeno, 1974; 

Weber ,  1984 ;  Klement ve Weber ,  1991 ; 

Pap , 1995) ve oyun teorisinde (Butnariu ve 

Klement, 1993) uygulamalara sahiptirler. 

 

T-normlar [0, 1]  birim aralık üzerinde 

tanımlanmış olmasına rağmen son zamanlarda 

yaygın olarak sınırlı kafesler üzerinde 

çalışılmıştır. Böylece sınırlı kafesler üzerinde t-

normların inşası üzerine birçok çalışma 

yapılmıştır (Saminger, 2006; Ertuğrul vd., 2015; 

Çaylı, 2018, 2019; Ertuğrul vd., 2019; Ertuğrul ve 

Yeşilyurt ,  2019 ;  Karaçal vd. ,  2019 ,  2020 ;  Dan 

vd., 2020; Dvořák ve Holčapek, 2020; El Zekey, 

2020; Karaçal ve Şanlı, 2022). Bu çalışmada keyfi 

bir 𝐿 sınırlı kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığında tanımlı 

bir üçgensel normdan (üçgensel konormdan), 𝐿 ∖

{0}′ın en küçük elemanı olması durumunda (𝐿 ∖

{1}′in en büyük elemanı olması durumunda), 𝐿′de 

bir üçgensel norm (üçgensel konorm) üretmek 

için yeni inşa yöntemi sunulmuştur. Bu çalışma 

beş ana bölümden oluşmaktadır. İkinci bölümde, 

bu çalışmada kullanılacak bazı tanımlara yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde ,  ilk olarak 

literatürde mevcut yöntemler kısaca verilmiştir. 

Ardından ,  t-normlar için yeni bir inşa metodu 

tanımlanmıştır. Bu metot 𝐿 ∖ {0}′ ın en küçük 

elemanının ve 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde bir 

t-normun varlığından yararlanılarak elde 

edilmiştir. Ayrıca ,  kısıtlamanın önemi örnekle 

vurgulanmıştır. Dahası, tanıtılan inşa metodunun 

literatürde var olan inşa metotlarından farklı 

olduğu örnekler ile gösterilmiştir. Dördüncü 

bölümde, t-konormlar için yeni bir inşa metodu 

verilmiştir. Bu metot 𝐿 ∖ {1}′ in en büyük 

elemanının ve 𝐿′nin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde bir 

t-konormun varlığından yararlanılarak elde 

edilmiştir. Beşinci bölümde ,  tanıtılan inşa 

metotlarının modifiye ordinal toplam inşaları 

gösterilmiştir.  

 

2. Ön Bilgiler 

 

2.1. Tanım (Birkhoff, 1967; Wang vd., 2020) 

𝐾  bir sınırlı kafes ve 𝑎  ve 𝑏  𝐾′nın elemanları 

olmak üzere 𝑎 ve 𝑏 kıyaslanamaz olduğunda 𝑎 ∥

𝑏 şeklinde gösterilirken 𝑎 ve 𝑏′nin kıyaslanabilir 

olması durumunda ise 𝑎 ∦ 𝑏  şeklinde gösterilir. 

Böylece 𝕀𝑎 = {𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑥 ∥ 𝑎}  ile tanımlanan 𝕀𝑎 

kümesi 𝑎  elemanı ile kıyaslanamayan tüm 

elemanların kümesidir. Benzer şekilde , 𝕀𝑎
𝑏 =

{ 𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑥 ∥ 𝑎  ve 𝑥 ∦ 𝑏}, 𝕀𝑏
𝑎 = { 𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑥 ∥ 𝑎 

ve 𝑥 ∦ 𝑏}  ve  𝕀𝑎,𝑏 = { 𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑥 ∥ 𝑎  ve 𝑥 ∥ 𝑏} 

kümeleri de tanımlanabilir. 

 

2.2. Tanım (Klement vd., 2000) 

Sınırlı bir 𝐿  kafesi üzerinde bir ikili işlem olan 

𝑇: 𝐿2 → 𝐿  fonksiyonu komütatiflik ,  asosyatiflik , 

monotonluk özelliklerini ve 1 -birim eleman 

özelliğini sağlıyorsa, 𝑇′ye 𝐿 üzerinde bir üçgensel 

norm (t-norm) denir. 

 

𝑇1  ve 𝑇2,  𝐿  sınırlı kafesi üzerinde iki üçgensel 

norm olmak üzere tüm (𝑎, 𝑏) ∈  𝐿 × 𝐿  için 

𝑇1(𝑎, 𝑏) ≤ 𝑇2(𝑎, 𝑏)  olduğunda ′′𝑇1, 𝑇2′den daha 

zayıf veya 𝑇2, 𝑇1′ den daha güçlü ′′  olarak 

adlandırılır ve 𝑇1 ≤ 𝑇2  şeklinde ifade edilir. Bu 

bağlamda, sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde en küçük 

ve en büyük t-norm sırasıyla şu şekilde verilir: 

 

𝑇𝑊(𝑎, 𝑏) =

{
𝑎 , 𝑏 = 1,
𝑏 , 𝑎 = 1,
0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒

    ve    𝑇∧(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∧ 𝑏. 
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3. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel 

Normların İnşa Metodu 

 

Bu bölümde ,  Teorem 3.1 1 ′ de sınırlı bir 𝐿 

kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde keyfi verilen 

bir üçgensel normdan ,  𝐿 ∖ {0}′ ın en küçük 

elemana sahip olması varsayımı altında 𝐿 

üzerinde bir üçgensel norm inşa etmek için yeni 

inşa metodu tanımlanacaktır. Daha sonra Teorem 

3.1 1 ′ in bir uygulaması verilecektir. Ayrıca , 

Teorem 3.1 1 ′ in kısıtlamasının ihmal 

edilemeyeceği de örnekle vurgulanacaktır. 

Teorem 3.1 1 ′ in literatürde mevcut inşa 

metotlarından farklı olduğu örneklerle 

gösterilecektir. Ardından ,  literatürdeki inşa 

metotları ve Teorem 3.11′in hangi ilave şartlar 

altında çakıştığı araştırılacaktır.  

 

Şimdi ,  sınırlı kafesler üzerindeki üçgensel 

normlar için inşa metotlarını hatırlayalım 

(Saminger-Platz ,  2006 ;  Ertuğrul vd. ,  2015 ; 

Çaylı , 2018 ,  2019 ;  Ertuğrul vd. ,  2019 ;  Karaçal 

vd., 2019; Ertuğrul ve Yeşilyurt, 2019; Dan vd., 

2020). İlk olarak, Saminger (2006), Ertuğrul vd. 

(2015) ve Çaylı (2018, 2019) tarafından önerilen 

inşa metotları listelenecektir. 

 

Teorem 3.1  (Saminger-Platz, 2006): 𝐿 bir sınırlı 

kafes ve [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝐿 olsun. 𝑊 [𝑎, 𝑏] alt aralığında 

bir üçgensel norm iken aşağıdaki şekilde tanımlı 

𝑇1 = (< 𝑎, 𝑏,𝑊 >): 𝐿2 → 𝐿  ordinal toplamı 

aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝑇1(𝑥, 𝑦) = {
𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏]2

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.
          (1) 

 

Bununla birlikte ,  yukarıda tanımlanan 𝑇1 

fonksiyonu genel olarak 𝐿  üzerinde bir t-norm 

olması gerekmez. 

 

Teorem 3.2  (Ertuğrul vd. ,  2015): 𝐿  bir sınırlı 

kafes ,   𝑎   𝐿′nin 0  ve 1′den farklı bir elemanı 

olmak üzere 𝑊′ de [𝑎, 1]  alt aralığında bir 

üçgensel norm olsun. Bu takdirde ,  aşağıdaki 

şekilde tanımlı 𝑇2: 𝐿
2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿′ de bir 

üçgensel normdur: 

 

𝑇2(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 ∧ 𝑦 , 𝑥 = 1 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑦 = 1

𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 1)2

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.
         (2) 

 

Teorem 3.3  (Çaylı, 2018): 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎  

𝐿′nin 0 ve 1′den farklı bir elemanı olmak üzere 

𝑊′ de [𝑎, 1]  alt aralığında bir üçgensel norm 

olsun. Bu takdirde ,  aşağıdaki şekilde tanımlı 

𝑇3: 𝐿
2 → 𝐿 𝐿′de bir üçgensel normdur: 

 

𝑇3(𝑥, 𝑦) = {
𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 1)2

𝑥 ∧ 𝑦 , 1 ∈ {𝑥, 𝑦}

0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

          (3) 

 

Teorem 3.4  (Çaylı, 2019): 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎  

𝐿′nin 0 ve 1′den farklı bir elemanı olmak üzere 

𝑊,  [𝑎, 1]  üzerinde bir üçgensel norm olsun. 

𝑇4: 𝐿
2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿  üzerinde bir üçgensel 

normdur: 

 

𝑇4(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 
𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 1)2

0 , (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎)2 ∪ [0, 𝑎) × 𝐼𝑎

𝑥 ∧ 𝑦
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎

,
,

∪ 𝐼𝑎 × [0, 𝑎) ∪ 𝐼𝑎 × 𝐼𝑎
1 ∈ {𝑥, 𝑦}

𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

         (4) 

 

Aşağıdaki Teorem 3.5, 3.6 ve 3.7′de Ertuğrul vd. 

(2019) tarafından sınırlı kafesler üzerinde 

üçgensel normlar için elde edilen üç inşa metodu 

verilecektir. 

 

Teorem 3.5 (Ertuğrul vd., 2019): 𝐿 bir sınırlı kafes 

ve 𝑊, [𝑎, 𝑏]  üzerinde bir üçgensel norm olsun. 

𝑇5: 𝐿
2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿  üzerinde bir üçgensel 

normdur: 
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𝑇5(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏

𝑎

, ∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × 𝕀𝑏
𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎 , (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎) × 𝐿\{1}

∪ 𝐿\{1} × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑎
𝑏 ∪ 𝕀𝑎

𝑏 × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑎

𝑏 ∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑏

𝑎 ∪ 𝕀𝑏
𝑎 × 𝕀𝑎

𝑏

∪ 𝕀𝑎
𝑏 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑎

𝑏

∪ 𝕀𝑎,𝑏 × 𝐿\{1} ∪ 𝐿\{1} × 𝕀𝑎,𝑏 
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑏, 1)

𝑥 ∧ 𝑦 ,

∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏
𝑎

1 ∈ {𝑥, 𝑦}.

        (5) 

 

 

Teorem 3.6  (Ertuğrul vd., 2019): 𝐿 bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] üzerinde bir üçgensel norm olsun. 

𝑇6: 𝐿
2 → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 

 

𝑇6(𝑥, 𝑦) =

{
  
 

  
 
𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏

𝑎

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × 𝕀𝑏
𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏

𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏), 1 ∈ {𝑥, 𝑦}
0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

        (6) 

 

 

Teorem 3.7 (Ertuğrul vd. , 2019): 𝐿  bir sınırlı kafes ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] üzerinde bir üçgensel norm olsun. 

𝑇7: 𝐿
2 → 𝐿 fonksiyonu 𝐿 üzerinde bir üçgensel normdur: 

 

𝑇7(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 

 
 
 
𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏

𝑎

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × 𝕀𝑏
𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏

𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏), 1 ∈ {𝑥, 𝑦}

𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2

0 , 𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

        (7)

 

 

Şimdi, sırasıyla Karaçal vd. (2019), Ertuğrul ve 

Yeşilyurt (2019) ve Dan vd. (2020) tarafından 

önerilen inşa metotlarını hatırlayalım. 

 

 

 

 

 

Teorem 3.8  (Karaçal vd., 2019): 𝐿 bir sınırlı kafes 

ve 𝑊, [𝑎, 𝑏]  üzerinde bir üçgensel norm olsun. 

𝑇8: 𝐿
2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿  üzerinde bir üçgensel 

normdur: 
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𝑇8(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2

𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏
𝑎 ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × 𝕀𝑏

𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎 , (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎) × 𝐿\{1}

∪ 𝐿\{1} × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑎
𝑏 ∪ 𝕀𝑎

𝑏 × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑎

𝑏 ∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑏

𝑎 ∪ 𝕀𝑏
𝑎 × 𝕀𝑎

𝑏

∪ 𝕀𝑎
𝑏 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑎

𝑏

∪ 𝕀𝑎,𝑏 × 𝐿\{1}

∪ 𝐿\{1} × 𝕀𝑎,𝑏 
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕀𝑏

𝑎 × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏
𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2

∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏),

1 ∈ {𝑥, 𝑦}

        (8) 

 

Teorem 3.9 (Ertuğrul ve Yeşilyurt, 2019): 𝐿 bir sınırlı kafes, 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 1 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 

𝑉1, 𝑉2 ve 𝑉3 sırasıyla 𝐿′nin [𝑏, 1], [𝑎, 𝑏] ve [0, 𝑎] alt aralıklarında tanımlı üçgensel normlar olmak üzere 

aşağıdaki şekilde verilen 𝑇9: 𝐿
2 → 𝐿 𝐿′de bir üçgensel normdur: 

 

𝑇9(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑉1(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2

𝑉2(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2

𝑉3(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎)2

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1) × [0, 𝑏)

∪ [0, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑎, 𝑏) × [0, 𝑎) ∪ [0, 𝑎) × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝐿 × {1} ∪ {1} × 𝐿

𝑉2(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 1) × 𝕀𝑏

𝑉3(𝑥 ∧ 𝑎, 𝑦 ∧ 𝑎) ,

∪ 𝕀𝑏 × [𝑎, 1)
∪ 𝕀𝑏 × 𝕀𝑏

𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

        (9) 

 

Teorem 3.10 (Dan vd., 2020): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿\{0, 1}, 𝑎 < 𝑏 ve 𝑊, [𝑎, 𝑏] üzerinde bir üçgensel norm olmak 

üzere aşağıdaki gibi tanımlanan 𝑇10: 𝐿
2 → 𝐿 𝐿′de bir üçgensel normdur: 

 

𝑇10(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

𝑊(𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2

𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏
𝑎

𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑎, 𝑏)

𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝕀𝑏
𝑎 × 𝕀𝑏

𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2, 1 ∈ {𝑥, 𝑦} 

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝑎) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [0, 𝑎)

∪ [0, 𝑎) × 𝕀𝑏
𝑎 ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × [0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏)

∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏
𝑎 ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × [𝑏, 1)

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑎 ,
∪ [0, 𝑎) × 𝕀𝑎,𝑏 ∪ 𝕀𝑎,𝑏 × [0, 𝑎)

𝑎𝑘𝑠𝑖 𝑡𝑎𝑘𝑑𝑖𝑟𝑑𝑒.

      (10) 
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𝑇8  t-norm ve 𝑇10  t-norm yapılarının çakıştığı 

açıkça görülmektedir. 

Aşağıda ,  sınırlı bir kafes üzerinde üçgensel 

normlar için yeni inşa metodu sunulacaktır.  

 

Teorem 3.11: 𝐿 bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 ve 𝑘 ∈

𝐿\{0} bir en küçük eleman olsun. 𝑊,𝐿′nin [𝑎, 𝑏] 

alt aralığında tanımlı bir üçgensel norm ise 

aşağıdaki şekilde verilen 𝑇11: 𝐿
2 → 𝐿 fonksiyonu 

𝐿′de bir üçgensel normdur: 

 

𝑇11(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏)2 ∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑏

𝑎

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑎, 𝑏) ∪ 𝕀𝑏

𝑎 × 𝕀𝑏
𝑎

𝑘 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎) × 𝐿\{0,1}

∪ 𝐿\{0,1} × (0, 𝑎)

∪ [𝑎, 𝑏) × 𝕀𝑎
𝑏 ∪ 𝕀𝑎

𝑏 × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑎

𝑏 ∪ 𝕀𝑎
𝑏 × 𝕀𝑏

𝑎

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × 𝕀𝑎

𝑏 ∪ 𝕀𝑎
𝑏 × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑎
𝑏 ∪ 𝕀𝑎,𝑏 × 𝐿\{0,1}

∪ 𝐿\{0,1} × 𝕀𝑎,𝑏 
𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎, 𝑏) × [𝑏, 1)

∪ [𝑏, 1) × [𝑎, 𝑏)

∪ 𝕀𝑏
𝑎 × [𝑏, 1) ∪ [𝑏, 1) × 𝕀𝑏

𝑎

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏, 1)2

∪ 𝐿 × {0, 1} ∪ {0, 1} × 𝐿.

      (11) 

 

İspat:  

i) Monotonluk: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 ve her 𝑧 ∈ 𝐿  için 𝑥 ≤ 𝑦 

olacak şekilde 𝑇11(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑇11(𝑦, 𝑧)  olduğu 

gösterilmelidir. Eğer 𝑥 ∈ (0, 𝑎) veya 𝑥 ∈ 𝕀𝑎
𝑏 veya 

𝑥 ∈ 𝕀𝑎,𝑏 ise 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑘 olup eşitsizlik sağlanır. 

Benzer şekilde 𝑧 ∈ (0, 𝑎)  veya 𝑧 ∈ 𝕀𝑎
𝑏  veya 𝑧 ∈

𝕀𝑎,𝑏 ise eşitsizliğin her iki tarafı da 𝑘′dır. Ayrıca  

 

𝑧 = 1 ise eşitliğin sağlandığı açıkça görülür. Öte 

yandan 𝑥  ve 𝑦  aynı aralıkta ise 𝑥 ≤ 𝑦 

olduğundan tüm 𝑧 ∈ 𝐿  için 𝑇11(𝑥, 𝑧) ≤

𝑇11(𝑦, 𝑧)′dir. Bu nedenle, monotonluk özelliği 

gösterilirken yukarıda belirtilen durumlar aşağıda 

listelenmemiştir. 

 

1. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. 𝑦 ∈ [𝑏, 1), 

1.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧) = 𝑧 = 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑥 < 𝑏 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.2. 𝑦 = 1, 

1.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧) = 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.2.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑥 < 𝑏 ≤ 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.2.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑧 ∧ 𝑏 < 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.3. 𝑦 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

1.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 
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 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.3.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

1.3.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) ≤ 𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

 

2. 𝑥 ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. 𝑦 = 1, 

2.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

2.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ≤ 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

2.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑧 ∧ 𝑏 < 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

 

3. 𝑥 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 olsun. 

3.1. 𝑦 ∈ [𝑏, 1), 

3.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧) = 𝑧 = 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

3.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑥 ∧ 𝑏 < 𝑏 ≤ 𝑦 ∧ 𝑧 = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

3.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑦, 𝑧).  

3.2. 𝑦 = 1, 

3.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧) = 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧).  

3.2.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

  𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑥 ∧ 𝑏 < 𝑏 ≤ 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

3.2.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) ≤ 𝑊(𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑧 ∧ 𝑏 < 𝑧 = 𝑇11(1, 𝑧) = 𝑇11(𝑦, 𝑧). 

 

ii )  Asosyatiflik :  Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  için 

𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧)  olmalıdır. 

𝑥, 𝑦 ve 𝑧 elemanlarından herhangi birinin 0 veya 

1 olması durumunda ispat açıktır. Ayrıca 𝑥, 𝑦 ve 

𝑧′den herhangi biri (0, 𝑎)′da veya 𝕀𝑎
𝑏 ′da veya  

 

 

𝕀𝑎,𝑏′nın elemanı ise eşitliğin her iki yanı da 𝑘′ya 

eşit olur. Yani, 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑘 =

𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧)′dir. İspatta kalan diğer tüm diğer 

durumlar listelenmiştir. 

 

 

1. 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏) olsun. 

1.1. 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏), 

1.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧)) = 𝑊(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥, 𝑦), 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦) = 𝑊(𝑥, 𝑦) 

                             = 𝑊(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 
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                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑊(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥, 𝑦), 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.2. 𝑦 ∈ [𝑏, 1), 

1.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑊(𝑥, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.2.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧) ∧ 𝑏 = 𝑥 

                             = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑥, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.2.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑊(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑥, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.3. 𝑦 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

1.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧)) = 𝑊(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏 , 𝑧)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.3.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) = 𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

1.3.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑊(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

 

2. 𝑥 ∈ [𝑏, 1) olsun. 

2.1. 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏), 

2.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧)) = 𝑥 ∧𝑊(𝑦, 𝑧) ∧ 𝑏 = 𝑊(𝑦, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑦, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦) = 𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏 = 𝑦 

                             = 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑦, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 ,  
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 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑥 ∧𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑦, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.2. 𝑦 ∈ [𝑏, 1), 

2.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑥 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑧 

                             = (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.2.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧) 

                           = (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 

                           = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.2.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑥 ∧ (𝑧 ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑧 ∧ 𝑏 = (𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.3. 𝑦 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

2.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧)) = 𝑥 ∧𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) ∧ 𝑏 

                             = 𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.3.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑦 ∧ 𝑏 = (𝑦 ∧ 𝑏) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

2.3.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑥 ∧𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) ∧ 𝑏 

                             = 𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.  𝑥 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 olsun. 

3.1. 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏), 

3.1.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧)) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏,𝑊(𝑦, 𝑧)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦), 𝑧) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.1.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦) 

                             = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.1.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏,𝑊(𝑦, 𝑧 ∧ 𝑏)) 



 

Sınırlı kafesler üzerinde üçgensel normlar…   Ertuğrul ve Ayvaz / RTEU-FEMUD 5(1) 57-73 2024 

 

66 

 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦), 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.2. 𝑦 ∈ [𝑏, 1), 

3.2.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦 , 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑧) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                           = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                           = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.2.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧) = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧) ∧ 𝑏 = 𝑥 ∧ 𝑏 

                           = (𝑥 ∧ 𝑏) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                           = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.2.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏) 

                            = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑧) 

                            = 𝑇11(𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.3. 𝑦 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

3.3.1. 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧)) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧)) 

                           = 𝑊(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) 

                           = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.3.2. 𝑧 ∈ [𝑏, 1), 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑧 ∧ 𝑏) = 𝑇11(𝑥, 𝑦 ∧ 𝑏) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏) ∧ 𝑧 ∧ 𝑏 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) = 𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

3.3.3. 𝑧 ∈ 𝕀𝑏
𝑎 , 

 𝑇11(𝑥, 𝑇11(𝑦, 𝑧)) = 𝑇11(𝑥,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏)) = 𝑊(𝑥 ∧ 𝑏,𝑊(𝑦 ∧ 𝑏, 𝑧 ∧ 𝑏)) 

                             = 𝑊(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧 ∧ 𝑏) 

                             = 𝑇11(𝑊(𝑥 ∧ 𝑏, 𝑦 ∧ 𝑏), 𝑧) =  𝑇11(𝑇11(𝑥, 𝑦), 𝑧). 

 

Her 𝑥 ∈ 𝐿  için 𝑇11(𝑥, 1) = 𝑥 ∧ 1 = 𝑥
′dir. Yani ; 

1 ∈ 𝐿,  𝑇11′ in birim elemanıdır. 𝑇11′ in 

komütatifliği kolayca görülür. Böylece 𝑇11,  𝐿 

üzerinde bir t-normdur. 𝑇11  t-normun yapısı 

aşağıdaki gibi temsil edilebilir (Şekil 1). 

 

 
Şekil 1. (11)  formülünden elde edilen 𝑇11  t-

normu 

Figure 1. The t-norm 𝑇11  obtained from the 

formula (11) 
 

Örnek 3.12. Şekil 2 ′ de verilen (𝐿1 =

{0, 𝑘, 𝑠, 𝑎,𝑚, 𝑏, 𝑡, 1},≤, 0, 1)  kafesi alınsın. 

(𝐿1, ≤)  kafesinin Teorem 3.11 ′ in şartlarını 

sağladığı kolayca görülür. 
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Şekil 2. 𝐿1 kafesi 

Figure 2. The lattice 𝐿1 

[𝑎, 𝑏]  üzerinde 𝑊 = 𝑇∧  t-normu seçilirse 

Teorem 3.11 ile 𝐿1′de 𝑇11 t-normu Tablo 1′deki 

gibi bulunur. 

 

Tablo 1. 𝐿1 üzerinde 𝑇11 t-normu 

Table 1. T-norm 𝑇11 on 𝐿1 

𝑇11 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑡 𝑚 𝑠 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝑘 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 

𝑎 0 𝑘 𝑎 𝑎 𝑎 𝑘 𝑘 𝑎 

𝑏 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑏 𝑘 𝑘 𝑏 

𝑡 0 𝑘 𝑎 𝑏 𝑡 𝑘 𝑘 𝑡 

𝑚 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑚 

𝑠 0 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑘 𝑠 

1 0 𝑘  𝑎 𝑏 𝑡 𝑚 𝑠 1 

 

Uyarı 3.13. Teorem 3.11 ′ in kısıtlaması ihmal 

edilemez. Aşağıdaki örnek bu argümanı 

desteklemektedir. 

 

Örnek 3.14. Şekil 3 ile verilen (𝐿2 =

{0, 𝑘, 𝑛, 𝑎, 𝑏, 𝑦,𝑚, 𝑠, 1},≤, 0, 1) kafesi göz önüne 

alınsın. 𝑠 ∈ 𝕀𝑎,𝑏  ve 𝑘 ∈ (0, 𝑎)  için 𝑠 ∥ 𝑘  olacak 

şekilde bir 𝑠 ∈ 𝐿2  elemanı olduğu için (𝐿2, ≤) 

kafesinin Teorem 3.11′de belirtilen ilave şartları 

sağlamadığı açıktır.  

 

 
Şekil 3. 𝐿2 kafesi 

Figure 3. The lattice 𝐿2 

 

Teorem 3.11 kullanılarak ,  𝑇11(𝑘, 𝑠) = 𝑘 ≰ 𝑠 =

𝑇11(1, 𝑠)  elde edilir. Buradan ,  𝑇11  fonksiyonu 

monotonluk özelliğini sağlamadığı için 𝐿2 

üzerinde bir t-norm değildir. 

Uyarı 3.15. Genel olarak ,  Teorem 3.11 ′ de 

tanımlanan 𝑇11 t-normu, Teorem 3.1, 3.5, 3.6, 3.7, 

3.8 ,  3.9 ve 3.10 ′ da sırasıyla tanımlanan 

𝑇1, 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8, 𝑇9 ve 𝑇10  t-normlarından farklı 

bir yapıya sahiptir (Bakınız Örnek 3.16 ve Örnek 

3.17). 

 

Örnek 3.16. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan 

(𝐿3 = {0, 𝑘, 𝑠, 𝑎, 𝑏, 𝑡,𝑚, 𝑦, 1}, ≤, 0, 1)  kafesi göz 

önüne alınsın. 

 

 
Şekil 4. 𝐿3 kafesi 

Figure 4. The lattice 𝐿3 

 

Bu kafes diyagramında, Teorem 3.1 ve Teorem 

3.11 kullanılarak ,  𝑘, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐿3  elemanları için 

𝑇1(𝑠, 𝑡) = 𝑠 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑠, 𝑡)  elde edilir ve 

buradan 𝑇1 ≠ 𝑇11 bulunur. 
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Örnek 3.17. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan 

(𝐿4 = {0, 𝑘, 𝑟, 𝑎, 𝑏, 𝑦, 𝑧, 𝑠, 𝑡, 1}, ≤, 0, 1) kafesi göz 

önüne alısın. 

 

 
Şekil 5. 𝐿4 kafesi 

Figure 5. The lattice 𝐿4 

 

Bu kafes diyagramında ,  Teorem 3.5-3.11 

kullanılarak ,  𝑇5(𝑟, 𝑟) = 𝑟 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑟), 

𝑇6(𝑟, 𝑟) = 0 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑟),  𝑇7(𝑟, 𝑟) = 0 ≠

𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑟),  𝑇8(𝑟, 𝑟) = 𝑟 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑟), 

𝑇9(𝑟, 𝑦) = 𝑟 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑦)  ve 𝑇10(𝑟, 𝑟) = 𝑟 ≠

𝑘 = 𝑇11(𝑟, 𝑟)  elde edilir. Buradan ,  𝑇11  t-

normunun 𝑇5, 𝑇6, 𝑇7, 𝑇8, 𝑇9  ve 𝑇10  t-normlarından 

farklı olduğu görülür. 𝑊,  𝑉1, 𝑉2  ve 𝑉3′ ün 

seçimlerinden bağımsız olduğuna dikkat 

edilmelidir. 

 

Uyarı 3.18. (11)  formülünde 𝑏 = 1  alınsa dahi 

(11) formülü ile elde edilen 𝑇11 t-normu, (2), (3) 

ve (4) formülleri ile verilen sırasıyla 𝑇2, 𝑇3 ve 𝑇4 

t-normları eşit olmak zorunda değildir. Bu 

argümanı destekleyen örnek aşağıda verilmiştir. 

 

Örnek 3.19. Kafes diyagramı aşağıdaki gibi olan 

(𝐿5 = {0, 𝑘, 𝑠, 𝑎, 𝑛,𝑚, 1},≤, 0, 1)  kafesi göz 

önüne alısın. 

 

 
Şekil 6. 𝐿5 kafesi 

Figure 6. The lattice 𝐿5 

 

Bu kafes diyagramında ,  Teorem 3.2-3.4 ve 

Teorem 3.11 kullanılarak ,  𝑇2(𝑠, 𝑠) = 𝑠 ≠ 𝑘 =

𝑇11(𝑠, 𝑠),  𝑇3(𝑘, 𝑠) = 0 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑘, 𝑠)  ve 

𝑇4(𝑛, 𝑛) = 0 ≠ 𝑘 = 𝑇11(𝑛, 𝑛) olduğu elde edilir. 

Buradan ,  𝑇2 ≠ 𝑇11,  𝑇3 ≠ 𝑇11  ve 𝑇4 ≠ 𝑇11 

bulunur. Ayrıca farklılıkların 𝑊  t-normunun 

seçiminden bağımsız olduğuna dikkat edilmelidir. 

 

Önerilen inşa metotları ile literatürde mevcut olan 

yöntemler kıyaslandıktan sonra doğal olarak akla 

′′Teorem 3.11′deki inşa yöntemi ile literatürdeki 

inşa yöntemleri bazı kısıtlamalar altında 

çakışabilir mi?′′ sorusu gelir. Aşağıdaki uyarıda 

bu soruya cevap verilecektir. 

 

Uyarı 3.20. ( i )  (6), (8), (10)  ve (11) 

formüllerinde 𝑎 = 0  alınırsa (6), (8)  ve (10) 

formülleri ile sırasıyla elde edilen 𝑇6, 𝑇8  ve 𝑇10 

üçgensel normları, (11) formülü ile elde edilen 

𝑇11 üçgensel normu ile çakışır. 

 

( ii)  (11)  formülünde 𝑎 = 0  ve (9)  formülünde 

𝑎 = 0, 𝑉1 = ∧ ve 𝑉2 = 𝑊 alınırsa (9) formülü ile 

bulunan 𝑇9  üçgensel normu ,  (11)  formülü ile 

bulunan 𝑇11 üçgensel normu ile çakışır. 

 

4. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel 

Konormların İnşa Metodu 

 

Bu bölümde ,  Teorem 4.1 ′ de verilen üçgensel 

konorm inşa metodu ,  Teorem 3.11 ′ de verilen 
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üçgensel norm inşa metodundan dual olarak elde 

edilmiştir. Bu sebeple ispatlara yer verilmemiştir. 

Teorem 4.1. 𝐿  bir sınırlı kafes, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿  ve 𝑘 ∈

𝐿\{1} bir en büyük eleman olsun. 𝑊,𝐿′nin [𝑎, 𝑏] 

alt aralığında bir üçgensel konorm ise aşağıdaki 

gibi verilen 𝑆1: 𝐿
2 → 𝐿  fonksiyonu 𝐿′ de bir 

üçgensel konormdur:  

 

𝑆1(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑊(𝑥 ∨ 𝑎, 𝑦 ∨ 𝑎) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎, 𝑏]2 ∪ (𝑎, 𝑏] × 𝐼𝑎

𝑏

∪ 𝐼𝑎
𝑏 × (𝑎, 𝑏] ∪ 𝐼𝑎

𝑏 × 𝐼𝑎
𝑏

𝑘 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎] × (𝑏, 1)

∪ (𝑎, 𝑏] × (𝑏, 1)

∪ (𝑏, 1) × (0, 𝑎]

∪ (𝑏, 1) × (𝑎, 𝑏]

∪ (𝑏, 1)2

∪ (𝑏, 1) × 𝐼𝑎
𝑏 ∪ 𝐼𝑎

𝑏 × (𝑏, 1)

∪ 𝐼𝑏
𝑎 × 𝐿 ∖ {0, 1}

∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼𝑏
𝑎

∪ 𝐼𝑎,𝑏 × 𝐿 ∖ {0, 1}

∪ 𝐿 ∖ {0, 1} × 𝐼𝑎,𝑏

𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑎 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎
𝑏 × (0, 𝑎]

∪ (0, 𝑎] × 𝐼𝑎
𝑏

∪ (𝑎, 𝑏] × (0, 𝑎] ∪ (0, 𝑎] × (𝑎, 𝑏]

𝑥 ∨ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ (0, 𝑎]2, 0, 1 ∈ {𝑥, 𝑦}.

       (12) 

 

 

İspat: Teorem 3.11′e benzer şekilde ispatlanır. 

𝑆1  t-konormun yapısı aşağıdaki gibi temsil 

edilebilir. 

 

 
Şekil 7. (12)  formülünden elde edilen 𝑆1  t-

konormu 

Figure 7. The t-konorm 𝑆1  obtained from the 

formula (12) 
 

 

 

 

 

5. Sınırlı Kafesler Üzerinde Üçgensel 

Normların ve Konormların Modifiye Ordinal 

Toplam İnşaları 

 

Bu bölümde ,  Ertuğrul vd. (2015) ′nin çalışması 

göz önüne alınarak ,  Teorem 3.11 ve Teorem 

4.1 ′ de önerilen inşa metotları ,  sırasıyla keyfi 

sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde üçgensel normlar ve 

üçgnsel konormlar için modifiye ordinal toplam 

inşasına genelleştirilmiştir.  

 

Teorem 5.1. 𝐿 bir sınırlı kafes ve 0 = 𝑎𝑛 < ⋯ <

𝑎2 < 𝑎1 < 𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑛 = 1  olacak 

şekilde 𝐿′ nin {𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛, 𝑏𝑛}  sonlu bir 

zinciri, 𝑘𝑗−1 ∈ 𝐿 ∖ {𝑎𝑗}′nın en küçük elemanı ve 

𝑊, [𝑎1, 𝑏1]  üzerinde bir t-norm olsun. Bu 

takdirde ,  aşağıdaki gibi tanımlanan 𝑇𝑛: 𝐿
2 → 𝐿 

fonksiyonu bir t-normdur, burada 𝑇1 = 𝑊 ve 𝑗 ∈

{2,… , 𝑛}  için 𝑇𝑗: [𝑎𝑗, 𝑏𝑗]
2
→ [𝑎𝑗, 𝑏𝑗]  fonksiyonu 

aşağıdaki şekilde verilir: 
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𝑇𝑗(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑇𝑗−1(𝑥 ∧ 𝑏𝑗−1, 𝑦 ∧ 𝑏𝑗−1) , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1)

2

∪ [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1) × 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1

∪ 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1 × [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1)

∪ 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1 × 𝐼𝑏𝑗−1

𝑎𝑗−1

𝑘𝑗−1 , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1) × 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗} × (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1)

∪ [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1) × 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1)

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × 𝐼𝑎𝑗−1

𝑏𝑗−1 ∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × 𝐼𝑏𝑗−1

𝑎𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

∪ [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1

∪ 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1 × 𝐼𝑎𝑗−1

𝑏𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1,𝑏𝑗−1 × 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗} × 𝐼𝑎𝑗−1,𝑏𝑗−1

𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑏𝑗−1 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1 × [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

∪ [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1

∪ [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1)

∪ [𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1) × [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

𝑥 ∧ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ [𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)
2
, 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 ∈ {𝑥, 𝑦}.

      (13) 

 

 

İspat: Teorem 3.11 ′den tümevarım yöntemiyle 

kolaylıkla elde edilir. 

 

Teorem 5.2. (𝐿, ≤, 0, 1)  sınırlı bir kafes ve 0 =

𝑎𝑛 < ⋯ < 𝑎2 < 𝑎1 < 𝑏1 < 𝑏2 < ⋯ < 𝑏𝑛 = 1 

olacak şekilde 𝐿 nin {𝑎1, 𝑏1, … , 𝑎𝑛, 𝑏𝑛} sonlu bir  

 

 

 

 

zinciri, 𝑘𝑗−1 ∈ 𝐿 ∖ {𝑏𝑗} nın en büyük elemanı ve 

𝑊, [𝑎1, 𝑏1]  üzerinde bir t-konorm olsun. Bu 

takdirde ,  aşağıdaki gibi tanımlanan 𝑆𝑛: 𝐿
2 → 𝐿 

fonksiyonu bir t-konormdur ,  burada 𝑆1 = 𝑊  ve 

𝑗 ∈ {2,… , 𝑛}  için 𝑆𝑗: [𝑎𝑗, 𝑏𝑗]
2
→ [𝑎𝑗, 𝑏𝑗] 

fonksiyonu aşağıdaki şekilde verilir: 

 



 

  

A new construction method for triangular norms…   Ertuğrul and Ayvaz / RTEU-JSE 5(1) 57-73 2024 

 

71 

𝑆𝑗(𝑥, 𝑦) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑆𝑗−1(𝑥 ∨ 𝑎𝑗−1, 𝑦 ∨ 𝑎𝑗−1) , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1]

2

∪ (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1] × 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1]

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × 𝐼𝑎𝑗−1

𝑏𝑗−1

𝑘𝑗−1 , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1] × (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

∪ (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1] × (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

∪ (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1]

∪ (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1]

∪ (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)
2
× (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗) × 𝐼𝑎𝑗−1

𝑏𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × (𝑏𝑗−1, 𝑏𝑗)

∪ 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1 × 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗} × 𝐼𝑏𝑗−1
𝑎𝑗−1

∪ 𝐼𝑎𝑗−1,𝑏𝑗−1 × 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗}

∪ 𝐿 ∖ {𝑎𝑗, 𝑏𝑗} × 𝐼𝑎𝑗−1,𝑏𝑗−1

𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑎𝑗−1 , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1 × (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1]

∪ (𝑎𝑗 , 𝑎𝑗−1] × 𝐼𝑎𝑗−1
𝑏𝑗−1

∪ (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1] × (𝑎𝑗 , 𝑎𝑗−1]

∪ (𝑎𝑗 , 𝑎𝑗−1] × (𝑎𝑗−1, 𝑏𝑗−1]

𝑥 ∨ 𝑦 , (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑎𝑗, 𝑎𝑗−1]
2
, 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 ∈ {𝑥, 𝑦}.

                (14) 

 

İspat: Teorem 4.1 ′ den tümevarım yöntemiyle 

kolaylıkla elde edilir. 

 

6. Sonuç ve Öneriler 

 

Üçgensel normlar (konormlar)  ilk olarak [0, 1] 

birim aralık üzerinde tanımlanmış ve birim aralık 

üzerinde kapsamlı bir şekilde çalışılmıştır. 

Ardından, t-normlar (t-konormlar) sınırlı kafesler 

üzerinde tanımlanmış ve sınırlı kafesler üzerinde 

incelenmiştir. Bu bağlamda ,  sınırlı kafesler 

üzerinde t-normların ( t-konormların )  inşası , 

birçok potansiyel uygulamaya sahip olduğundan, 

araştırmacılar tarafından ilgi çeken bir konu 

olmuştur. Bu çalışmada keyfi bir 𝐿  sınırlı 

kafesinin [𝑎, 𝑏] alt aralığı üzerinde tanımlı 𝑊  t-

normundan ( t-konormundan ),  𝐿 ∖ {0}  ın en 

küçük elemanı (𝐿 ∖ {1}  in en büyük elemanı ) 

varsayımı altında ,  𝐿  sınırlı kafesi üzerindeki t-

normlar (t-konormlar) için farklı bir inşa metodu 

tanıtılmıştır. Ardından, elde edilen inşa  

 

metotlarının literatürde mevcut yöntemlerle 

ilişkileri incelenmiştir. Ayrıca, keyfi sınırlı bir 𝐿 

kafesi üzerinde t-normlar ( t-konormlar )  için 

önerilen inşa metodunun modifiye ordinal toplam 

inşasına genelleştirilebileceği gösterilmiştir. 

Oluşturduğumuz yöntemin sınırlı kafesler 

üzerindeki t-normlara (t-konormlara) yeni bir 

bakış açısı kazandırdığına inanıyoruz Problem 

olarak, keyfi sınırlı bir 𝐿 kafesi üzerinde [𝑎, 𝑏] alt 

aralığı üzerindeki bir t-normun varlığına 

dayanılarak önerilen metodun bir genelleştirmesi 

olarak uninormlar için bir inşa yöntemi verilebilir 

mi, araştırılabilir. 
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