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0z

Bu ¢aligmada, L / {0}'1n en kiigiik elemana sahip olmasi kisitiyla, L'nin [a, b] alt aralig1 iizerindeki bir t-normdan,
L smurl kafesi tizerinde tiggensel normlar (konormlar) inga etmek icin yeni bir metot vermeyi ve literatiirdeki insa
metotlari ile iligkisini ortaya koymay1 amagliyoruz. Ayrica, yeni inga metodunun, uygun bir siirlt kafes tizerinde

iicgensel normlar (konormlar) i¢in modifiye bir ordinal toplamina tiimevarim yoluyla genellestirilebilecegini
gosteriyoruz.

Anahtar Kelimeler: Sinirl kafes, Insa metodu, Alt aralik, T-norm

A New Construction Method for Triangular Norms (Conorms) on Bounded
Lattices

ABSTRACT

In this paper, we aim to give a new method to construct triangular norms (conorms) on bounded lattice L from a
t-norm on a subinterval [a, b] of L with a constraint that L / {0} has a smallest element and reveal the relation with
the construction methods in the literatiire. Also, we show that new construction method can be generalized by
induction to a modified ordinal sum for triangular norms (conorms) on an appropriate bounded lattice.
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1. Giris

Uggensel normlarm tarihi '’ Statistical Metrics”’
adli ¢alisma ile baglamistir (Menger, 1942). Daha
sonra liggensel normlar Schweizer ve Sklar (1960)
tarafindan olasiliksal metrik uzaylar ¢ergevesinde
0zel birlesmeli fonksiyonlarin bir g¢esidi olarak
tamtilmistir. Uggensel normlar (kisaca t-normlar)

Klasik tiicgen esitsizliginin  genellestirilmesi
sirasinda daha genel bir yapi olarak ortaya
cikmistir. ilk olarak Klement vd. (2000)

tarafindan [0,1] birim reel aralik iizerinde
tanimlanmustir.,

Uggensel normlar ¢ok degerli mantikta (Hajek,
1998; Klement vd., 2000; Gottwald, 2001), fuzzy
mantikta (Zadeh, 1965 ; Nguyen ve Walker,
1997), karar verme teorisinde (Fodor ve Roubens,
1994; Grabisch vb., 1995), istatistik bilimlerinde
(Nelsen, 1999), 6l¢ii teorilerinde (Sugeno, 1974;
Weber , 1984 ; Klement ve Weber, 1991 ;
Pap, 1995) ve oyun teorisinde (Butnariu ve
Klement, 1993) uygulamalara sahiptirler.

T-normlar  [0,1] birim aralik  {zerinde
tanimlanmis olmasina ragmen son zamanlarda
yaygin  olarak smirhh  kafesler {izerinde

calisilmistir. Boylece simirli kafesler tizerinde t-

normlarin  ingast  iizerine birgok ¢alisma
yapilmistir (Saminger, 2006; Ertugrul vd., 2015;
Cayli, 2018, 2019; Ertugrul vd., 2019; Ertugrul ve
Yesilyurt, 2019; Karacal vd., 2019, 2020; Dan
vd., 2020; Dvotak ve Holcapek, 2020; El Zekey,
2020; Karacal ve Sanli, 2022). Bu ¢alismada keyfi
bir L sinirh kafesinin [a, b] alt araliginda taniml
bir licgensel normdan (iiggensel konormdan), L \
{0} en kiiglik eleman1 olmasi durumunda (L \
{1}'in en biiylik eleman1 olmasi durumunda), L'de
bir tiggensel norm (liggensel konorm) tiretmek
i¢in yeni inga yontemi sunulmustur. Bu ¢aligma
bes ana boliimden olusmaktadir. ikinci béliimde,
bu c¢alismada kullanilacak bazi tanimlara yer
ilk olarak

literatiirde mevcut yontemler kisaca verilmistir.

verilmistir. Uglincii  béliimde ,
Ardindan, t-normlar i¢in yeni bir inga metodu
tanimlanmigtir. Bu metot L \ {0} i en kigik
elemaninin ve L'nin [a, b] alt aralig1 lizerinde bir
varligindan elde

t-normun yararlanilarak
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edilmistir. Ayrica, kisitlamanmn 6nemi ornekle
vurgulanmistir. Dahasi, tanitilan inga metodunun
literatiirde var olan insa metotlarindan farkli
oldugu oOrnekler ile gosterilmistir. Dordiincii
boliimde, t-konormlar i¢in yeni bir ingsa metodu
verilmigtir. Bu metot L\ {1}’ in en biiyiik
elemaninin ve L'nin [a, b] alt aralig1 tizerinde bir
elde
insa

t-konormun varligindan yararlanilarak
edilmistir. Besinci boliimde
metotlariin modifiye ordinal toplam insalari

tanitilan
gosterilmistir.
2. On Bilgiler

2.1. Tammm (Birkhoff, 1967; Wang vd., 2020)

K bir sinirh kafes ve a ve b K'nin elemanlari
olmak tizere a ve b kiyaslanamaz oldugunda a ||
b seklinde gosterilirken a ve b'nin kiyaslanabilir
olmas1 durumunda ise a ¥ b seklinde gosterilir.
Boylece I, = {x € K | x || a} ile tamimlanan I,
kiimesi a elemani1 ile kiyaslanamayan tiim
elemanlarn  kiimesidir. Benzer sekilde ,15 =
{x€Kl|xllave xkb}, I ={x€EKI|xlla
ve x b} ve I,,={x€KIl|xllavexl b}
kiimeleri de tanimlanabilir.

2.2. Tammm (Klement vd., 2000)

Sinirlt bir L kafesi iizerinde bir ikili islem olan
T:L? > L fonksiyonu komiitatiflik, asosyatiflik,
monotonluk 6zelliklerini ve 1 -birim eleman
ozelligini sagliyorsa, T'ye L lizerinde bir liggensel
norm (t-norm) denir.

T, ve T,, L simirh kafesi iizerinde iki ii¢ggensel
norm olmak {izere tim (a,b) € L XL igin
T,(a,b) < T,(a,b) oldugunda ""T,, T, den daha
zayif veya T,,T;' den daha gi¢li "' olarak
adlandirilir ve T; < T, seklinde ifade edilir. Bu
baglamda, sinirh bir L kafesi lizerinde en kii¢iik
ve en biiylik t-norm sirasiyla su sekilde verilir:

Tw(a,b) =
a , b=1,
b , a=1, ve T.(a,b) =aAb.
0 , aksitakdirde
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3. Smrh Kafesler Uzerinde Ucgensel

Normlarin insa Metodu

Bu bolimde, Teorem 3.1 1'de smrh bir L
kafesinin [a, b] alt aralig1 tizerinde keyfi verilen
bir tiggensel normdan, L\ {0} m en kiigiik
elemana sahip olmas1 varsayim altinda L
iizerinde bir liggensel norm insa etmek i¢in yeni
insa metodu tanimlanacaktir. Daha sonra Teorem
3.1 1'in bir uygulamas: verilecektir. Ayrica,

Teorem 3.1 1 ' in kisitlamasinin  ihmal
edilemeyecegi de Ornekle vurgulanacaktir.
Teorem 3.1 1 ' in literatirde mevcut insa
metotlarindan ~ farkli  oldugu  Orneklerle
gosterilecektir. Ardindan , literatiirdeki insa

metotlart ve Teorem 3.11'in hangi ilave sartlar
altinda cakistig1 aragtirilacaktir.

Simdi , smirhi kafesler tizerindeki iiggensel
normlar i¢in insa metotlarm1 hatirlayalim
(Saminger-Platz , 2006 ; Ertugrul vd., 2015 ;
Cayl1, 2018, 2019; Ertugrul vd., 2019; Karacal
vd., 2019; Ertugrul ve Yesilyurt, 2019; Dan vd.,
2020). ilk olarak, Saminger (2006), Ertugrul vd.
(2015) ve Cayl1 (2018,2019) tarafindan onerilen

insa metotlar listelenecektir.

Teorem 3.1 (Saminger-Platz, 2006): L bir sinirl
kafes ve [a, b] € L olsun. W [a, b] alt araliginda
bir iiggensel norm iken asagidaki sekilde tanimh

T, = (< ab,W >):1> > L ordinal toplami
asagidaki gibi tanimlanir,

_(W(,y) , (xy) €lab]?
L y) = { xAy , aksitakdirde. M

Bununla birlikte , yukarida tanimlanan Ty
fonksiyonu genel olarak L i{izerinde bir t-norm
olmasi gerekmez.

Teorem 3.2 (Ertugrul vd., 2015): L bir sinirlt
kafes, a L'nin 0 ve 1'den farkli bir elemam
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olmak tizere W' de [a,1] alt araliginda bir
iicgensel norm olsun. Bu takdirde, asagidaki
sekilde tamiml T,: L? - L fonksiyonu L'de bir
iicgensel normdur:

XAy , x=1veyay =1

TZ(X,_')/) = W(x, }’) ) (x, }’) € [a, 1)2
xANyAa , aksitakdirde.

)

Teorem 3.3 (Cayli, 2018): L bir sinirli kafes, a
L'nin 0 ve 1'den farkli bir elemani olmak tizere
W' de [a,1] alt arahiginda bir iiggensel norm
olsun. Bu takdirde, asagidaki sekilde tanimli
T3: L? - L L'de bir iiggensel normdur:

Wx,y)
Ts(x,y) =1 xAy

0 )

(x,y) € [a,1)?
1€{xy}
aksi takdirde.

3)

Teorem 3.4 (Cayli, 2019): L bir sinirlt kafes, a
L'nin 0 ve 1'den farkli bir elemani olmak {izere
W, [a,1] tizerinde bir tiggensel norm olsun.
T,:L? - L fonksiyonu L iizerinde bir iicgensel
normdur:

(W(x,y) (x,y) € [a,1)?
I 0 (x,y) €[0,a)2 U [0,a) X I,
T,(x,y) = Ul x[0,Q) Ul X1, 4)
XNy 1€ {x,v}
XAyAa aksi takdirde.

Asagidaki Teorem 3.5, 3.6 ve 3.7'de Ertugrul vd.
(2019)
iicgensel normlar igin elde edilen ii¢ insa metodu
verilecektir.

tarafindan smirli  kafesler tizerinde

Teorem 3.5 (Ertugrul vd., 2019): L bir sinirli kafes
ve W, [a, b] tizerinde bir tiggensel norm olsun.
Ts:L? - L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel
normdur:
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(W(xAb,y Ab) , (x,y) € [a,b)? U [a,b) x I}
, UIE x [a,b) U xIF
XANyAa , (x,y) € [0,a) x L\{1}

U L\{1} x [0,a)
Ula,b) x 12 UI2 x [a, b)
UL xIbull x1¢ ul¢ x 15
UIZ x [b,1)U[b,1) x I}
Ullgp X L\{1} U L\{1} x Iop
XAyAb ,  (x,y)€[b,1)?U]a,b) x[b,1)
U[b,1) X [a,b) UIE X [b,1)
U[b,1) x1p
\ XNy , 1€ {x,y}

Ts(x,y) = 5 )

Teorem 3.6 (Ertugrul vd., 2019): L bir simnirli kafes ve W, [a, b] tizerinde bir tiggensel norm olsun.
Ts: L? — L fonksiyonu L iizerinde bir {iggensel normdur:

(W(xAb,yAb) (x,y) € [a,b)? U [a,b) x I}
UIE X [a,b)uly x I
Ty(x,y) = | XAYyADb , (x,y)€elx[b1)uUlb1)xI} 6)
XAy , (x,y) €[b,1)?U]a,b) x[b,1)
U[b,1) X [a,b),1E€ {x,y}
0 , aksi takdirde.

Teorem 3.7 (Ertugrul vd., 2019): L bir smirli kafes ve W, [a, b] tizerinde bir liggensel norm olsun.
T,: L? - L fonksiyonu L iizerinde bir {iggensel normdur:

(W(xAb,yADb) (x,y) € [a,b)? U [a,b) x I}
UIE x [a,b) UIE x IE
XAyADb , (x,y) el x[b,1)uU[b1) xIF
T7(x,y) =4 XAy ) (x,y) € [a,b) x [b,1) )
U[b,1) X [a,b),1E€ {x,y}
b : (x,y) € [b, 1)?
0 , aksi takdirde.

Simdi, sirasiyla Karagal vd. (2019), Ertugrul ve  Teorem 3.8 (Karacal vd., 2019): L bir sinirli kafes

Yesilyurt (2019) ve Dan vd. (2020) tarafindan  ve W, [a, b] lizerinde bir liggensel norm olsun.

oOnerilen inga metotlarini hatirlayalim. Tg:L? - L fonksiyonu L iizerinde bir iiggensel
normdur:
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W(x,y) : (x,y) € [a, b)?
W(xAb,yab) , (x,y)€lab)xIFUIE X [a,b)
U I x If
XANyAa , (x,y) €10,a) x L\{1}

U L\{1} x [0, @)
Ula,b) x 12 UI2 x [a,b)
UL xTB Ul x1¢ ul¢ x 18
Tg(x,y) = < UI2 x[b,1)U[b,1) x 1L (8)
Ullg, X L\{1}
UL\{1} x I,

XAYyADb , (x,y) €1f x [b,1)
U [b,1) x I3
XAy : (x,y) € [b,1)?
Ula,b) X [b,1) U [b,1) X [a,b),
1e{xy}

Teorem 3.9 (Ertugrul ve Yesilyurt, 2019): L bir sinirli kafes, 0 < a < b < 1 olacak sekilde a, b € L igin
V1, V, ve Vy sirasiyla L'nin [b, 1], [a, b] ve [0, a] alt araliklarinda tanimli iggensel normlar olmak tizere
asagidaki sekilde verilen Ty: L2 — L L'de bir iiggensel normdur:

( Vl(x'y) ’ (X'J’) € [b, 1)2
VZ(ny) ’ (ny) € [aﬁb)z
V3(x,y) , (x,y) € [0, a)Z

XAy , (x,y) € [b,1) x[0,b)
U [0,b) X [b,1)
To(x,y) = 5 U[a,b) x[0,a) U [0,a) X [a,b) )
ULX{1}JUu{1} XL
Vo,(x Ab,y Ab) , (x,y) €[a, 1) x1I,
uly x[a,1)
ul, x I,
Vz:(xANa,yNa) aksi takdirde.

Teorem 3.10 (Dan vd., 2020): a,b € L\{0,1},a < b ve W, [a, b] lizerinde bir tiggensel norm olmak
lizere asagidaki gibi tanimlanan T;,: L? — L L'de bir iiggensel normdur:

W(x,y) , (x,y) € [a,b)?
W(x,y Ab) , (x,y) € [a,b) x If
W(xAD,y) , (x,y) € 1§ x [a,b)
W(xAbyAb) (x,y) € I} x I
XAy , (x,y) € [b,1) 1€ {x,y}
ToCoy)={ *AYAE G ﬁ)[f, 5‘; j)[; g; 2 (10)
U[0,a) X I UIE x [0,a)
Ula,b) x[b,1)U[b,1) X [a,b)
Ulb,1) xIyulyx[b1)
U[0,a) xI,p,Ul,, x[0,a)
\ XxAYyAa , aksi takdirde.
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Tg t-norm ve T, t-norm yapilarinin cakistig
acikca goriilmektedir.

Asagida , siirli bir kafes iizerinde iiggensel
normlar i¢in yeni insa metodu sunulacaktir.

(W(xAb,yADb)

k )

Ti1(x,y) = o

XAyAD ,

XAy ,

Ispat:

i) Monotonluk: x,y € L ve herz€ L iginx <y
sekilde T;,(x,z) < Ty1(y,z) oldugu
gosterilmelidir. Eger x € (0,a) veya x € I2 veya
x € Iz ise Ty1(x, z) = k olup esitsizlik saglanir.
Benzer sekilde z € (0,a) veya z € IL veya z €
I, p ise esitsizligin her iki tarafi da k'dir. Ayrica

olacak

1. x € [a, b) olsun.
1.1.y € [b, 1),
1.1.1. z € [a, b),

Teorem 3.11: L bir sinirh kafes, a,b € L ve k €
L\{0} bir en kii¢iik eleman olsun. W, L'nin [a, b]
alt araliginda tanimli bir ii¢cgensel norm ise
asagidaki sekilde verilen T;,: L? — L fonksiyonu
L'de bir liggensel normdur:

(x,y) € [a,b)? U [a,b) X I}
Ul X [a,b) UL xIF
(x,y) € (0,a) x L\{0,1}

U L\{0,1} X (0, a)
Ula,b) x 12 U2 x [a, b)
UIL x15 ull x1¢
UI¢ x T3 Uk x [b,1)
Ulb,1) x15ul,, x L\{0,1}
U L\{0,1} x I,

(x,¥) € [a,b) x [b,1)
U[b,1) X [a,b)

Uly x[b,1)u[b1)xIj
(x,y) € [b,1)?

\ ULXx{0,1}uU{0,1} X L.

(11)

z = 1 ise esitligin saglandig1 agikca goriiliir. Ote
yandan x ve y ayni ise x<y
oldugundan z€L i¢in Ty1(x,2) <
T,1(y, z)"dir. Bu nedenle, monotonluk ozelligi

aralikta
tim

gosterilirken yukarida belirtilen durumlar asagida
listelenmemistir.

Ti1(x,2) =W(x,z2) SW(b,z) =2z=yAzAb =T;;1(y,2).

1.1.2.z € [b,1),

Ti1(x,2) =xAzAb=x<b<yAz=T1(y 2).

113.z €1,

Ty1(x,2) =W(x,zADb) S W(b,zAb) =zAb=yAzAb =Ty1(y,2).

12.y=1,
1.2.1.z € [a, b),

Ty1(x,2) =W(x,z) <W(b,z) =z=T;1(1,2) = T11(y, 2).

12.2.z € [b,1),

Tll(x,Z) = xAZ/\b =x < b S zZ = T11(1,Z) = Tll(y,Z).

1.2.3.z € 1%,

Ty1(x,2) =W(x,zAb) S W(b,zAb) =zAb<z=T;(1,2) = Ty1(y, 2).

1.3.y €1,
1.3.1.z € [a, b),
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T11(x,2) =W(x,z2) SW(yAb,z) = Ti1(y, 2).
132.z€[b,1),

T11(6,z2) =xANzAb<yAzADb =Ty 2).

1.3.3.z €%,

Ti1(x,z) =W(x,zAb) WY Ab,zADb) =Ty1(y, 2).

2. x € [b, 1) olsun.

21.y =1,

2.1.1.z € [a,b),

Ti1(x,z) =xANzAb=2z=T;,(1,2) = T1;(y, 2).

21.2.z € [b,1),

T11(x,z2) =xNz<z=T;(1,2) = T11(y, 2).

2.1.3.z € 1%,

Ti1(x,z2) =xAzAb=zAb<z=T;;(1,2) =T;1(y, 2).

3. x € I} olsun.

31.y€[b1),

3.1.1.z € [a,b),

Ti1(x,2) =W(xADb,z) W(b,z)=z=yAzAb =T1(y,2).
3.1.2.z € [b1),

T11(x,z2) =xAzAb=xAb<b<yAz=T(y2).

3.1.3.z € 1%,

Ti1(6,2) =W(xXAb,zAb) W (b,zAb)=zAb=yAzAb=T;;(y,2).
32.y=1,

3.2.1.z € [a, b),

Ti1(,2) =W(xAb,z) <W(b,z) =2z=T;;(1,2) = T;1(y, 2).
322.z€[b 1),

Ti1(x,2) =xANzAb=xAb<b<z=T;;(1,2) = T1;1(y, 2).

3.23.z €1¢,

Ty1(x,2) =W(xAb,zADb) SW(b,zAb) =zAb<z=T;(1,2) =Ty1(y, 2).

ii ) Asosyatiflik : Her x,y,z€L igin I, nmn eleman: ise esitligin her iki yam da k'ya
Ty1(% T11(3,2)) = T11(T11(x,¥),z) olmaldir.  esit  olur.  Yani, T11(x,T11(y,2)) =k =
x,y Ve z elemanlarindan herhangi birinin 0 veya T, (Ty;(x, y), z)'dir. ispatta kalan diger tiim diger
1 olmas1 durumunda ispat agiktir. Ayrica x,y ve  durumlar listelenmistir.

z'den herhangi biri (0, a)'da veya I2'da veya

1. x € [a, b) olsun.

1.1.y € [a, b),
1.1.1.z € [a, b),
T11(x» T11 (v, Z)) = Tn(x; Wy, Z)) = W(x,W(y, Z))
= WW(x,),2)
=T (W(x,y),2) = T11(T11(x, y), 2).
112.z € [b 1),
Ty (%, T11(v,2)) = Tia(x, y Az A b) = Ty1(x,y) = W(x,y)

=W(x,y)AzAb
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=Ty (W(x,y),2z) = T11(T11(x,y), 2).
1.1.3.z € 1%,
Tll(x, T,1(y, z)) = Tll(x, W(y,zA b)) = W(x, Wy, zA b))
=WW (x,y),zADb)
=Ti(W(x,y),z) = T11(T11(x,y), 2).

12.y€[b 1),
1.2.1.z € [a, b),
Ty1(%T11(1,2)) = Tiu(x, y Az Ab) = W(x,z)
= Tll(x' Z)
=T (x Ay Ab,z) = T1(T11(x,¥), 2).
122 z€[b 1),
Ty (0, T11(v,2)) = Tiu(x, yAz) =x A(yAZ)Ab =x
=xAZADb
=Ti(x,2)
=T (x Ay Ab,z) = T1(T11(x,¥), 2).
1.2.3.z € 1%,
T11(x, T11(0,2)) = T11(x,y Az A D) =T11(x,z A D)
= W(x,z A D)
=Ty1(x,2)
=T (x Ay Ab,z) = T1(T11(x,¥), 2).
1.3.y €I,
1.3.1.z € [a, b),

T11(x, T11(3,2)) = T (x, Wiy Ab,2)) = W(x, W(y A D,z))
=WW(x,yAb),z)

=T (W(x,y Ab),z) = T11(T11(x,y), 2).
132.z€[b 1),

T11(X, T11(y, Z)) =T (6, yAzADb) =Ty (x,y Ab) = W(x,y Ab)
=W(x,yAb)AzAD

=T (W(x,y Ab),z) = T11(T11(x,¥), 2).
1.3.3.z €%,

T11(x, T11(3,2)) = Ty (x, Wy Ab,z A D)) = W(x, W(y Ab,z A D))
=WW(x,y Ab),zADb)
=T (W(x,y Ab),z) = Ty1(T11(x,¥), 2).

2.x € [b,1) olsun.

2.1.y € [a,b),
2.1.1.z € [a,b),
Ty (0T (,2) = T (x, W(y,2)) = x AW(y,2) Ab = W(y, 2)
=Ty, 2)
=Ti(x Ay Ab,z) =T11(T11(x,y), 2).
212.z € [b1),
T (%, T11(3,2)) = Ti (, y AzAD) = Ty1(x,y) =x AyAb =y
=yAzZAD
=Ty, 2)
=T (x Ay Ab,z) =Ti1(T11(x, ), 2).
2.1.3.z € 1%,
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T11(x, T11(3,2)) = Ty (x, W,z AD)) =x AW(y,zADb) A b

=W(Q@,zAb)
=T, 2)
=T11(x Ay Ab,z) = T11(T11(x, ¥), 2).
22.y€[b1),
221.z€ [a,b),
Tll(x, Tll(y,z)) =Ti1(x,yANzADb)=T;1(x,z) =xANzAb =2
=&XAY)AZAD
=Ti(x ANy, z) = T (T (x, ¥), 2).
222.z€[b,1),
T11(6,T11(,2) =Tiu(,yAz) =x A (Y Az)
=xXAY)Az
=T (x Ay, z) =T 1 (T11(x,y),2).
2.2.3.z € 1%,

Tll(x, Tll(y,Z)) = Tll(x,y/\Z/\ b) = Tll(x,Z/\ b) =xA (Z/\ b) /\b
=zZAb=xXAY)AZAD
=Ti(x ANy, z) = Ti1(Ti1(x, ¥), 2).

23.y €1,
23.1.7€[ab),
T11(x, T11(3,2)) = Ty (x, Wy Ab,2)) =x AW(y Ab,z) ADb
=W(yADb,2)
=T11(yAD,2)
=T (x Ay Ab,z) =Ti1(T11(x, ), 2).
2.3.2.z€[b,1),

Ty (%, T11(y,2)) = T1a(x, y AZADb) = Ty1(x, y Ab) = x A(y Ab) A b
=yAb=ADb)AZAD
=T11(yAb,2)
=T (x Ay Ab,z) =Ti1(T11(x, ), 2).

2.3.3.z €%,

T11(x, T11(3,2)) = Ty (x, Wy Ab,zAD)) = x AW(y Ab,z AB) A b
=W(Ab,zAD)
=T11(yAb,2)

=T (x Ay Ab,z) = T1(T11(x,¥), 2).
3. x € If olsun.
3.1.y€la,b),
3.1.1.z € [a,b),
T11(x» T11 (v, Z)) = T11(X, w(y, Z)) = W(x Ab,W(y, Z))
=WW(xAb,y),z)
=Tiu(WxAb,y), z) =T11(T11(x, ), 2).
3.12.z€[b,1),
T11(x,T11(y,2)) = T11(x,y AzADb) = Ty1(x,y) = W(x Ab,y)
=W(xAby)AzAD
=Ty (W Ab,y),z) =T1(T11(x,y), 2).
3.13.z€1%,
T11(X, T, (y, Z)) = T11(x. W,z A b)) = W(X Ab,W(y,zA b))
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=WW (xAb,y), zADb)
=Ty (W(x Ab,y), z) = T11(T11(x,¥), 2).
3.2.y € [b 1),
3.21.z € [a,b),
Ty, (%, T11(y,2)) = Tia(x,y Az Ab) = Ty;(x,z) = W(x A b, 2)
= T]_l(x N b, Z)
=T (x Ay Ab,z) = T11(T11(x, ¥), 2).
322.z€[b1),
T11(6,T11(y,2) =Ty (e, yAz) =x AN(YAZ) Ab=xAD
=@XAD)ANzZAb =Ty1(x\b,2)
=T (x Ay Ab,z) = T11(T11(x, ¥), 2).

3.23.z€lg,

Ti1(6,T11(y,2) =T11(, y AzADb) =Ty1(x,zAD) =W (x Ab,zADb)
=Ty1(xADb,2z)
=T (x Ay Ab,z) = Ti1(T11(x, ), 2).

33.yelg,

3.3.1.z€[a,b),
T11(x,T11(y,2) = Tll(x, W(yAb, Z)) = W(x Ab,W(y ADb, Z))
=WW(xADb,yAD),z)
=Ty (W(x Ab,y Ab),z) = Ty1(T11(x,¥), 2).
332.z€[bh 1),
Ty (%, T11(v,2)) = Tia(x,y AzAb) = Ty1(x,y Ab) = W(x Ab,y A D)
=W(xAb,yAb)AzZAD
=Ty ;(W(x Ab,y Ab),z) =T1(T11(x,¥), 2).
333.z€lf,
Tn(x, T1(y, Z)) = Tll(x, W ADb,zA b)) = W(x AbW(YADb,zA b))
=WW (xAb,yAb),zADb)
=T (W Ab,yAD),z) = Ti1(T11(x, ), 2).
Figure 1. The t-norm T,; obtained from the
Her x € L i¢in Ty;(x,1) = x A1 = x'dir. Yani; formula (11)
1€eL, Ty in birim elemamdir. T;;' in )
komiitatifligi kolayca goriiliir. Boylece Ty;, L  Ornek 3.12. Sekil 2 " de verilen (L, =
iizerinde bir t-normdur. Ty; t-normun yapisi {0,k s,a,m,b,t,1}<,0, 1)  kafesi  alnsm.

asagidaki gibi temsil edilebilir (Sekil 1). (Ly, <) kafesinin Teorem 3.11 " in sartlarim
sagladigi kolayca goriiliir.

lan k k k k k k

Iy k W(x,yahb) rAYAD k W(zAbyAb) k

] k k k k k k

k EAYAD XAy k xAayab k

k Wi(xy) rayab k Wixaby) k

k k k k k k

0 b 1 it I lap

Sekil 1. (11) formiiliinden elde edilen T11. t-
normu
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1
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t
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N

a g’

N
e

k

;
Sekil 2. L, kafesi
Figure 2. The lattice L,
[a,b] tlzerinde W = T, t-normu segilirse
Teorem 3.11 ile L,'de T, t-normu Tablo 1'deki
gibi bulunur.

Tablo 1. L, tizerinde T;, t-normu
Table 1. T-norm T;; on Ly

T., 0 kK a b t m s 1
o 0 0 0 O O o0 o0 O
k 0 kK k k k k k k
a 0 k a a a k k
b 0 kK a b b k k b
t 0 k a b t k k t
m 0 k k k k k k m
s 0 k k k k k k s
1 0 k a b t m s 1

Uyart 3.13. Teorem 3.11"in kisitlamasi ihmal

edilemez. Asagidaki o6rnek bu arglimani
desteklemektedir.
Ornek 3.14. Sekil 3 ile verilen (L, =

{0,k,n,a,b,y,m,s,1},<,0,1) kafesi géz oniine
almsin. s €I, ve k € (0,a) icin s || k olacak
sekilde bir s € L, eleman1 oldugu i¢in (L,, <)
kafesinin Teorem 3.11'de belirtilen ilave sartlari
saglamadigi agiktir.
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1

Y

Sekil 3. L, kafesi
Figure 3. The lattice L,

Teorem 3.11 kullanilarak, Ty,(k,s) =k £s =
T,1(1,s) elde edilir. Buradan, T;; fonksiyonu
saglamadig
iizerinde bir t-norm degildir.

Uyart 3.15. Genel olarak, Teorem 3.11 ' de
tanimlanan T;4 t-normu, Teorem 3.1, 3.5, 3.6, 3.7,
3.8, 39 ve 3.10 ' da sirasiyla tanimlanan
T1,Ts,Te, T7,Tg, Tg Ve Tyo t-normlarindan farkl
bir yapiya sahiptir (Bakmiz Ornek 3.16 ve Ornek
3.17).

monotonluk  dzelligini icin L,

Ornek 3.16. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan
(L; = {0,k,s,a,b,t,m,y,1},<,0,1) kafesi goz
Oniine alinsin.

Sekil 4. L5 kafesi
Figure 4. The lattice L,

Bu kafes diyagraminda, Teorem 3.1 ve Teorem
3.11 kullanilarak, k,s,t € L3 elemanlar1 igin
Ti(s,t) =s #k =Ty1(s,t) elde edilir ve
buradan T; # T;4 bulunur.
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Ornek 3.17. Kafes diyagranmu asagidaki gibi olan
(Ly ={0,k,7,a,b,y,2,5,t,1},<,0,1) kafesi goz
Oniine alisin.

e
\,,/

I

a
r

l‘.

0
Sekil 5. L, kafesi
Figure 5. The lattice L,
Bu kafes diyagraminda , Teorem 3.5-3.11
kullanilarak Ts(r,r) =7+ k =Ty1(r,7),
T6(T',T) =0+#k= Tll(r'r); T7(rlr) =0+
k=Ty,(r1), Tg(r,r) =1+ k =Ty1(r,7),

To(r,y) =r #k =T (r,y) Ve Tyo(r,r) =71 #
k =Ty;(r,r) elde edilir. Buradan, Ty; t-
normunun Ts, Tg, T7, Tg, Tg Ve Ty t-normlarindan
farkli oldugu goriilir. W, V4, V, ve V3 iin
se¢imlerinden dikkat

edilmelidir.

bagimsiz  olduguna

Uyart 3.18. (11) formiiliinde b = 1 alinsa dahi
(11) formiilii ile elde edilen Ty t-normu, (2), (3)
ve (4) formiilleri ile verilen sirasiyla T,, T3 ve T,
t-normlar1 esit olmak zorunda degildir. Bu
argiimani destekleyen O6rnek asagida verilmistir.

Ornek 3.19. Kafes diyagrami asagidaki gibi olan
(Ls = {0,k,s,a,n,m,1},<,0,1)  kKafesi
Oniine alisin.

g0z
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1

n a m

RN
ANV

S

Sekil 6. L5 kafesi
Figure 6. The lattice Lg

Bu kafes diyagraminda , Teorem 3.2-3.4 ve
Teorem 3.11 kullanilarak, T,(s,s) =s # k =
T11(s,s), T3(k,s) =0+ k =Tyq(k,s) ve
Ts(n,n) = 0 # k = T;1(n,n) oldugu elde edilir.
Buradan , T, #Ty;, T3 #Ty; Ve Ty +Tiy
bulunur. Ayrica farkliliklarmn W t-normunun
seciminden bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir.

Onerilen insa metotlari ile literatiirde mevcut olan
yontemler kiyaslandiktan sonra dogal olarak akla
"Teorem 3.11'deki insa yontemi ile literatiirdeki
ingsa yontemleri bazi kisitlamalar altinda
cakisabilir mi?"" sorusu gelir. Asagidaki uyarida

bu soruya cevap verilecektir.

Uyart 3.20. (i) (6),(8),(10) ve (11)
formiillerinde a = 0 alinirsa (6),(8) ve (10)
formiilleri ile sirasiyla elde edilen T, Tg ve Ty,
ticgensel normlari, (11) formiilii ile elde edilen
Ty, ticgensel normu ile ¢akisir.

(i) (11) formiilinde a = 0 ve (9) formiiliinde
a=0,V; =AveV, =W alimrsa (9) formiilii ile
bulunan Ty tggensel normu, (11) formili ile
bulunan T;; tGiggensel normu ile ¢akigir.

4. Smrh Kafesler Uzerinde
Konormlarin insa Metodu

I"J(;gensel

Bu béliimde, Teorem 4.1'de verilen itiggensel
konorm insa metodu, Teorem 3.11'de verilen
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iicgensel norm insa metodundan dual olarak elde
edilmistir. Bu sebeple ispatlara yer verilmemistir.
Teorem 4.1. L bir smurhi kafes, a,b € L ve k €
L\{1} bir en biiyiik eleman olsun. W, L'nin [a, b]
(W(xVayva) |,

k )

Sl(x'y) =9

xVyVa ,

xXVy )

Ispat: Teorem 3.11'e benzer sekilde ispatlanur.
Sy t-konormun yapisi asagidaki gibi temsil
edilebilir.

lap k k k k k k
Iy k k k k k k
Bl xvyva W(x,yVa) k W(xVva,yva) k k

1
k k k k k k

b
xVyvVva W(x,y) k W(xVay) k k

a
xVy xVyVa k xVyva k k

0 a b 1 12 Iy
Sekil 7. (12) formiiliinden
konormu

Figure 7. The t-konorm S, obtained from the
formula (12)

Iap

elde edilen S; t-
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alt araliginda bir iicgensel konorm ise asagidaki
gibi verilen S;:L? - L fonksiyonu L' de bir
iicgensel konormdur:

(x,y) € (a,b]? U (a,b] x I?
UI? x (a,b]ull x 1}
(x,y) € (0,a] x (b, 1)

U (a,b] x (b, 1)
U (b,1) x (0,a]
U (b,1) x (a,b]

U (b, 1)?
U, 1) XIZuIl x (b 1)
UIf xL\{0,1}
UL\{0,1} x I
Ulg,p XL\ {0,1}
UL\{0,1} X Iy}
(x,y) € 1§ x (0,a]

U (0,a] x I?

U (a,b] x (0,a] U (0,a] X (a, b]
(x,y) € (0,a]?,0,1 € {x,y}.

(12)

5. Smrh Kafesler Uzerinde Ucgensel
Normlarin ve Konormlarin Modifiye Ordinal

Toplam Insalan

Bu boliimde, Ertugrul vd. (2015)'nin ¢aligmasi
géz Oniine alinarak, Teorem 3.11 ve Teorem
4.1"de onerilen inga metotlari, sirasiyla keyfi
sinirl1 bir L kafesi iizerinde iiggensel normlar ve
iicgnsel konormlar i¢in modifiye ordinal toplam
insasina genellestirilmistir.

Teorem 5.1. L bir sinirlt kafes ve 0 = a, < -+ <
a, <ay <b <b, < <bh,=1 olacak
sekilde L' nin {ay,by,..,a, by} sonlu bir
zinciri, kj_; € L\ {a;}'nin en kiigiik eleman1 ve
W,[aq,b;] tlzerinde bir t-norm olsun. Bu
takdirde, asagidaki gibi tamimlanan T,:L? — L
fonksiyonu bir t-normdur, burada T, = W ve j €
{2,...,n} i¢in Tj:[aj,bj]2 - [a;, b;] fonksiyonu
asagidaki sekilde verilir:
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(7}_1(X/\bj_1,}//\bj_1) ,

ul
Tj(x,y) =1

x/\y/\bj_1 ,

XAy ,

Ispat: Teorem 3.11'den tiimevarim yd&ntemiyle
kolaylikla elde edilir.

Teorem 5.2. (L, <,0,1) smurh bir kafes ve 0 =
an<"'<a2<a1<b1<b2<"'<bn=1
olacak sekilde L nin {a4, b4, ..., a,, b, } sonlu bir

) € [aj_1,b;-1)"

U

aj
ul,”

V)

[a)-1,bj-1) X 1,
s x[4-1bj1)

1
aij— aj—
Ul xrn!
j-1 j—1

(x,y) € (a]-, a]-_l) x L\ {a;, b}
UL\ {a;, b} x (aj,a;_,)

[@j-1,bj_1) X ’Z:ﬁ

U Isf:i x [aj-1,bj-1)

bj_s
Aj-1

U

V)

aj
(x,y) el b,
U
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b b aj
Jj—1 Jj-1 J—1
T AV i

lart % [b-1,1;) (13)

bi_
[bj—1,bj) x 15"
U Yt x [P

bj_q aj-1

U Iaj—1,bj—1 X L \ {aj, bj}
UL\{a],b]} X I

aj-1,bj_q
. % [bj-1by)
[bj-1.b;) x 1,

-1

U [bj-1,b;) X [a;-1, bj-1)
U [aj-1,bj-1) X [bj-1, by)
(x,y) € [bj_l,bj)z,aj,bj € {x,y}.

zinciri, kj_4 € L \ {b;} min en biiyiik eleman1 ve
W,[aq,bq] tizerinde bir t-konorm olsun. Bu
takdirde,, asagidaki gibi tanimlanan S,:L? - L
fonksiyonu bir t-konormdur, burada §; = W ve
j€e{2,..,n} S;: [aj,bj]2 - [aj, bj]
fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:

i¢in
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S](x!y) =9

Sj_l(x Vai_q,yV aj_l)

xVyVa_q

xXVy

)

)

)

(x,y) € (aj-1, bj—1]2

U (@j-1bjoa] X 1))

U 12;: X (@j-1, bj-1]

bj—l bj—l

ul X1

a]'_l a]‘_1
(x,y) € (aj,a;_1] X (bj_1,bj)
U (@j-1, bj-1] X (bj-1, by)
U (bj-1,bj) % (a),0j1]
U (bj-1,by) X (@j-1, bj1]
2 bi_
U (bj_1,b;)" x (bj_1,b;) X lo)",
bi_
Ulg ) % (bj-1,b;)
aj_
U Ib]'_l_ll X L \ {aj, b]}
aj-1
UL \ {aj, bj} X ij—l
U Iaj—1'bj—1 X L \ {aj, bj}
U L\{aj,bj} X I

aj_l,bj_l
bj_
(x,y) € Ia]{_ll X (aj,aj-41]
bj_q
V) (Clj, aj_l] X Iaj—l
U (aj-1,bj-1] % (¢),0j1]
U (4, j-1] % (-1, by

2
(x,y) € (aj,aj_l] ,aj, b; € {x,y}.

(14)

Ispat: Teorem 4.1’ den tiimevarim ydntemiyle
kolaylikla elde edilir.

6. Sonuc ve Oneriler

Uggensel normlar (konormlar) ilk olarak [0, 1]
birim aralik iizerinde tanimlanmis ve birim aralik
tizerinde kapsamli bir sekilde calisilmigtir.
Ardindan, t-normlar (t-konormlar) sinirli kafesler
tizerinde tanimlanmus ve sinirli kafesler tizerinde
incelenmistir. Bu baglamda , smirli kafesler
iizerinde t-normlarin ( t-konormlarin ) ingasi,
birgok potansiyel uygulamaya sahip oldugundan,
arastirmacilar tarafindan ilgi ¢eken bir konu
olmustur. Bu c¢alismada keyfi bir L smirh
kafesinin [a, b] alt aralig1 {izerinde tanimli W t-
normundan ( t-konormundan ), L\ {0} m en
kiiciik elemant (L \ {1} in en biiyiik elemant)
varsayimi altinda, L sinirhi kafesi iizerindeki t-
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normlar (t-konormlar) i¢in farkli bir insa metodu
tanitilmistir. Ardindan, elde edilen insa

metotlarinin  literatiirde mevcut yontemlerle
iligkileri incelenmistir. Ayrica, keyfi sinirlt bir L
kafesi tizerinde t-normlar ( t-konormlar ) igin
onerilen inga metodunun modifiye ordinal toplam
insasina  genellestirilebilecegi  gosterilmistir.
Olusturdugumuz  yontemin smirli  kafesler
tizerindeki t-normlara (t-konormlara) yeni bir
bakis acist kazandirdigina inanityoruz Problem
olarak, keyfi siirli bir L kafesi tizerinde [a, b] alt
bir
dayanilarak onerilen metodun bir genellestirmesi

aralign  lizerindeki t-normun  varligina
olarak uninormlar igin bir inga yontemi verilebilir

mi, arastirilabilir.

Yazar katkis1 (Author contribution)
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