DEGISIMLER HESABI VE IKTiSADA UYGULANMASI *

Oguz ONER

I — GIRIS

1 — Degisimler Hesab: ve Iktisat

Degisimler hesabi (calculus of variations) iktisatta son zaman-

11111

Buyume teorisi ile planlama arasinda koprii gorevi goren «op-
timal iktisat», 6zellikle bu matematik teknigi ve buna dayanan da-
ha jleri analiz aletlerini kullamyor. (Bak., IV. Béliim)

Oysa, —bildigimiz kadari ile— bu teknige Tiirk¢e kaynaklarla
ulagsmak olanag yok. Fn azindan iktisatgilar icin bu yarg: gecerli
gornuntiiyor,

. Iste bu ¢alismanmin amaci, degisimler hesabi konusunda temel
bilgi vermek ve iktisatla ilgili Orneklerle bu teknigin iktisattaki

kullanma alanm1 hakkinda fikir vermek.
y

2 — Degisimler Hesabimin Anlami

Bilindigi gibi, geleneksel optimizasyon sorunu, Diferensiyel he-
sap (Lagrange carpanlar1) ile ¢oziimlenir. Daha sonra, olanaklar:
bir yonde daha genis olan programlama yontemleri kullanilmaya
baslanmigtir. Bu yontemlerde, sonucta fonksiyonu ekstrem kilan
degiskenler elde edilir.

Degigimler hesab1 da optimizasyon ile ugrasir; ancak bu yon.
temde sonug, ekstrem kilan degisken olarak depil, ekstrem kilan

(*) Bu yazimn ilk taslagini okuyup degerli gériislerini belirten sayin ho
cam Do¢. Dr. Tuncer Bulutay ile asistan arkadasum Dr., Hasan Ersel'e
acik tesekkiirlerimi sunarim . '
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fonksiyon olarak elde edilir. Objektif fonksiyonun yerini burada
objektif fonksiyonel almustir. Geleneksel optimizasyonda, nasil bir
fonksiyonun ekstrem kilan degiskeni bulunuyorsa, degisimler he-
sabinda da fonksiyonelin ekstrem kilan fonksiyonu elde edilir.

Bu sekilde elde edilen ekstrem fonksiyon, amac¢ degiskenin za-
man icindeki seyrini vermektedir. iste bu optimal yol, optimal ik-
tisada «gercek dinamik» olma ozelligini kazandirmaktadir. Boyle-
ce geleneksel optimizasyonun statikligi yerine degisimler hesabinmn
dinamikligi tekabiil etmektedir. iktisat icerigi olarak ta, geleneksel
optimizasyon teknikleri, statik ya da karsilastirmali statik sorun-
lar1 cozerken, degisimler hesabu, dinamik iktisadi sorunlarin ¢o-
simlenmesinde kullamilmaktadir.

3 — Depisimler Hesabmn Kisa Tarihgesi

Degisimler hesabimn ilging bir tarihcesi var. Bu hesabin sorun
olarak cikmasi cok eskilere kadar gitmektedir; hikayeleri de soz
konusu teknige meraki artirict nitelikte.

Roma donanmasmin iizerlerine gelmekte oldufunu &grenen
Kartacalilar, Romalilar gelinceye kadar gehrin etrafim1 hendekle ce-
virmege karar verirler. Ama bu siire icinde ancak belirli bir uzun-
lukta hendek kazabilecekler. Simdi sorun su : sehrin etrafina ce-
virecekleri hendege  sekil vermeliler ki icerisine azami miktarda
ciftlik, ev (alan) alabilsin?

Bu, degisimler hesabinda izoperimeirik sorun adini tasiyor:
sabit cevre icindeki alani maksimum kilan sekil nedir? Bu proble-
min cevaby basit ; cember, Sinama yanilma yontemi ile Kartacali-
lar belki sorunlarina cevap fbuldular. Ama degiskenler artip sinir-
lar, kosullar cogalinca problemin coziimiinii goz kararina birakmak
olanag kalmiyor.

Kartacalilardan sonra degisimler hesabi sorunu onyedinci yuz
yila kadar g¢oziilmeden kald:. 11k degisimler hesab1 sorununu c¢ozen
Tohann Bernoulli oldu. (Bernoullinin problemini ornek olarak ¢o-
zecegiz.)

Daha sonra Euler, ¢oziimii sistemlestirdi. O sirada, aralarinda
Newton ve Lagrange'mn da bulundugu bazi matematikciler de ayni
konu ile ugrastilar. Ama daha sonra uzunca bir siire hesap yine ih-
male ugradi. |

Nihayet yirminei yiizyilda, son derece yararli uygulamalar1 ola-
capn farkedilerek gelistirilmege ve oiic (rigor) kazandirmaya girisil-
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di. Son boliimde bahsedecegimiz gelistirmelerle, uygulama olanak-
lar1 artirilmis olmaktadir.

I — DEGISIMLER HESABINA BASLANGIC

1 — Yardimc Bilgiler

Degisimler hesabi, siirekli hesabin (calculus) gelistirilmis bir
koludur. Bu makalede basit siirekli hesap ve diferansiyal denklem-
ler konusunda ilk bilgilere sahip olan okuyucuya hitap edilmekte-
dir. Varsayilan bu bilgi, Tiirkce kaynaklardan elde edilebilir.

Degisimler hesabini anlatirken isimize yarayacak bazi bilgileri
bu bashik altinda vermege c¢alisacagiz.

a — Bazi1 Ekstrema Kavramlari

Bu kavramlar, geleneksel diferansiyel hesaptaki kavramlarin,
" modern matematigin yardimu ile, genellestirilmesi ile ortaya crkmis-
tir.

(i) Genel (global) ve Yerel (local) Ekstrema :

Genel ekstremum, ele alinan «aralik» icindeki ekstrem deger-
dir : biitiin [a, b] aralig iginde.

Yerel ekstremum ise, «komsu cevre» (neibourhood) icindeki
ekstrem degerdir : herhangi bir € > 0 igcin, komsu cevre x + e ile
< — ¢ arasinda olmak iizere. (Bak., Sekil 1/a) Komsu g¢evrenin en
énemli Gzelligi dar olmasidir : sifir olmamak garti ile istenildigi ka-
dar daraltilabilir.

(ii) Gevsek (weak) ve Saglam (strong) Ekstrema :

Gevsek ekstremum, bir tek degerden fazla degeri olan ekstre-
mumdur; saglam ekstremumda ise bir tek defer vardir. (Bak., Se-

kil 1/b).

(iii) Icsel (interior) ve Sinirsal (boundry) Ekstrema:

Ele alinan araligin simirlari iginde olan ekstrema igcsel, sinirlar
tizerinde olan ekstrema ise simirsal ekstrema adim aliyor. (Bak.,
Sekil 1/c.) Karisikhiga yol acmamak icin, burada dikkat edilmesi
serekir ki: Simirsal ekstremada, komsu cevrenin yarisi x seti igin-
de, varis1 disaridadir.

Ly (;-avd'ar, iktisada Uygulanmis Genel Matematik, D.I.E., 1970; ve T.
Bulutay, «Diferansiyel Denklemler ve Bazi fktisadi Modeller», S.B.F.
Dergisi, Haziran 1963. |
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Ayrica, Sekil 1/C deki igsel ekstremanmin xs ve x;; olarak goste-
rilebilmesi icin, xy = a ve xp = b varsayiminin yapilmasi gerek-

mektedir.

Sekil 1 deki ekstremay1 su sekilde siralayabiliriz :

X, : genel minimum
X, : yerel maksimum
X; : verel minimum
Xs : genel maksimum

xs : saglam maksimum

xs : gevsek maksimum
X; : saglam minimum
Xs : ‘gevsek minimum
X : igsel maksimum
Xy ¢ swmrsal maksimum
Xy : simrsal minimum
Xz : icsel minimum

Yukaridaki sayilar, ekstrema tiirlerinin oniki tane oldugu an-
laminda kullanilmamistir. Ciinkii bu hallerin bazi bileskeleri de
soz konusu olacaktir ki bu hallerin hepsi sekiller icinde gdsteril-
mis olmuyor.? Ayrica su anda belirtilmeli ki, yukaridaki ekstrema-
nin yalniz bir 6zelligi belirtilmektedir.

Daha ileride bulacagimz temel Euler-Lagrange kosulu bir
«gevsek icsel genel ekstremums» seklinde belirtilecektir. Bunun von-
temdeki islevini de a¢iklamaya calisacagiz.

b — Siirekli Tiirevler Seti

Baz1 ekstrama kosullari, cogu zaman, ele alinan fonksiyonun
siirekliliginin yaninda belirli siradan tiirevlerinin de siirekli olma-
sini isterler. Ciinkii s6z konusu siradaki tiirevin sifira gore degeri-
ni (negatif, sifir, pozitif) bilmek gereklidir.

Oysa siirekli olan bir fnnksiynnun ttirvelerinin de siirekli olma-
s1 sart degildir. Ornek olarak Sekil 2 ye bakalim.

(2) Biitiin bileskelerin sayisi: 2x2x2%x2 = 2¢ — 16 olacak.
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Sekil 2 nin alttaki kesiminde goriildiigii gibi, f (x) in birinci
tirevinin ne oldugunu bilmek kabil degildir: sifir da degildir, ne-
gatif te, pozitif te... Iste boyle bir durumda ekstrema kosullar: is-
lemedigi icin, sekildeki gibi diizensizlikler bertaraf edilmek iste-
nir. Bu nedenle de, analizin basinda, uygun bir notasyon ile gerek-
li varsayimlarin belirtilmesi geregi vardir.

Bu geregin karsilanmas: icin, dyle bir alan diisiinelim ki, ele
alinan fonksiyvonun n ye kadar siradaki siirekli tiirevleri bu alan
icinde olsun; bodylece ¢esitli setlere gore, siirekli tiirevleri, sirala-
riyla birlikte gosterebilelim. Bu setlerin elemanlar: siirekli tiirev-
. ler olacaktir.

C™ boyle bir alan1 gostersin. Eger f (x) fonksiyonu ele alindi-
ginda f’' (x) siirekli ise, f(x) € C® diyecegiz. Bunun gibi, g (x)
e C™ dersek, bu, gi(x) fonksivonunun n sirasina kadar tiirevleri
stireklidir, anlamina gelecek.

¢ — Fonksiyoneller

Bilindigi gibi fonksiyon, simirli sayidaki aciklayic: degisken ile,
aciklanan degisken arasindaki tek degerlikli iliskiyi gosterir. Iste
fonksiyondaki degisken sayisini (aciklayici degisken) sinirsiz hale
getirirsek fonksiyonel kavramina ulasiniz. Baska bir deyisle fonk-
siyonel, sonsuz kadar degiskeni bulunan bir fonksiyondur, denile-

bilir :
J = F (0, ¥, Y5 o ;}’m)

Hemen hissedilecektir ki, sonsuz kadar degiskeni olan bir fonk-
sivon ile hesap yapmak imkansizdir. Ama :

b= '(}Jlj ¥z, Y?u sin's r}r“)

deyip, n yi yeteri kadar biiyiittiigiimiizde ise yarar sonuglara ulas-
mak kabil olabilir. Bunu nasil yapabiliriz?

Once soyle diisiinelim : fonksiyonelin sonsuz olan degiskenleri
yerine, bir «degisken fonksiyon» koyalim. Her fonksiyonda zaten
sonsuz kadar nokta bulunacagindan bunu yapmaya hakkimiz var-

dir.

Boyle yapinca, fonksiyoneli, degisken forksivon ile ifade etmis
oluruz : :

e { OB, O }
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Oyle ki, @ ler y nin fonksiyonudur. Sekil 3 te bu degisken fonksi-
yonu gostermege calisiyoruz.

Sekil : 3

Sekil 3 te goriinen degisken fonksiyon cok simirlidir. Ciinkii :

— boylece egri tiirii smmirlanmis olmaktadir; (bir va da iki
ekstremi vardir, stireklidir, v.s.)

— degisken fonksiyon yalniz y nin fonksiyondur;

— A ve B noktalarindan ge¢cmek zorunda birakilmistir.

“
Ne war ki, uygulamada kullanilan fonksiyoneller, hem uygula-
mamin somut verilerine uydugu igin, hem de basitlik sagladig icin
cogu zaman bu tiirdendir. Ama sabit uc noktalar1 yerine degisken
uc noktalar1 koymak kabildir, ve degsiken fonksiyon bir tek degis-
ken yerine birden fazla degiskenin fonksivonu olabilecektir.
~ Aslinda bu simirlamalari o sekilde yapacagiz ki, fonksiyonel
sonsuz kadar degiskenden ele alabilecegimiz bir fonksiyon tiiriine
ya da egri simifina indingenmis olacak.
Burada bir noktay: hatirlatmak gerek o da fonksiyonelin,

«fonksiyonun fonksiyonu»ndan farkli ve ayri bir sey oldugu. Fonk-
siyonun fonksiyonu :

f® = h{em|
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dir; ama ifadeden de goriilecegi gibi, f (y) fonksiyonu, nihayet y nin
fonksiyondur.

Oysa fonksiyonelin degisken fonksiyonu, y nin fonksiyonu olsa
da, J fonksiyoneli y nin fonksiyonu degildir: J bir degisken fonksi-
yonun fonksiyonudur, bu sonuncusu da y nin.

Bunun pratik sonucu nedir? J nin y ye gore fonksiyonunu bil-
medigimiz halde, J nin y ye gore ekstrem kilan degerini hesaplaya-
biliyoruz.

Fonksiyonellerin en cok kullanilan ve 6nemli bir hali, degis-
ken fonksiyonun entegral icinde goriilmesi hali.

@ (y) degisken fonksiyonu degistikce bicimi degisen, ¢ (y)
fonksiyonunu alirsak, fonksiyoneli su sekilde ifade etmek miim-

kiin :
:r:f@”@)}dy

(1]

2 — Degisimler Hesabmin Yéntemi

Giris boliimiinde, geleneksel optimizasyonda ekstrem degiske-
nin bulunmas: yerine, degisimler hesabinda ekstrem fonksiyonun
bulunmasinin ikame edildigini belirtmistik. Simdi fonksiyoneller
hakkinda bilgi sahibi olduktan sonra degisimler hesabinin yonte-
mini aciklayabiliriz :

Fonksiyoneli meydana getiren @ (y) degisken fonksiyonu icin-
den, fonksiyoneli ekstrem kilan y* fonksiyonunun bulunmas ile il-
giliyiz. |

Bir ¢ (y) fonksiyonu alalim. O sekilde ki, @& (y) degisken fonk-
siyonundaki her degisme, { (y) fonksiyonunun degerinin degisme-
sine tekabiil etsin; dyle ki, @ nin her fonksiyon tiiriini, ya da «eg-
ri sinifi»m, ¢ nin bir degeri karsilasin. B&ylece J icinde ¢ (v) nin
bigimini acikca gostermek durumundayiz. Onun icin sorunumuz,
ekstrem J degerinin, yani entegral icindeki bir ifadenin ekstremus-
munu almak seklinde formiile edilmis olmaktadir.

Ama degisimler hesabinin 6zelligi olarak, ¢ fonksiyonunun
ekstrem degeri bulundugunda, bulunan deger sslinda bir degisken
degil, ekstrem y* fonksiyonu olacak. Simdi bu son soyledigimiz
seyin nasil basarilabildigine bakalim.




188 Oguz ONER

3 — FEuler-Lagrange Denklemi

 Euler-Lagrange denklemi, ya da sadece Euler denklemi,}? J
nin gevsek icsel genel ekstremumunun gerek kosulunu vermektedir.
Yani cbziim yerel degildir, ele alinan biitiin aralign kapsayacaktir.
Ayrica ¢oziim bir sinir ¢ozumu de degildir.

Bu iki 6zellik bulacagimiz ¢oziim igin ¢ok onemlidir. Birinci-
sinin ozelligi aciktir : optimal yol igindeki bir kac optimaliteden
s6z edemeyiz. lkincisi ise, elde edecegimiz ¢oziimun ug noktalari
ile degil, biitiin bir yol ile ilgiliyiz. Aslinda ele alacagimiz basit sa-
bit u¢ tiiriinde genel ekstremum varsayimini yapmazsak sorun ge-
leneksel optimizasyona doniisecektir. Asagida bu durumu gorece-
giz. Kosulun gevsek olmasi ise, o kadar onemli degildir, yalnz,
saglam olmasinin gerekli olmadigini belirtmek amaci ile konulur.
Ciinkii gevsek ¢Oziim ayni zamanda bir saglam ¢b6ziimdiir, ama ter-
si dogru degildir.

Simdi, uyacagimiz sinirlari belirtelim. Bu sinirlar bize en ba-
sit degisimleri ele alma olanagini taniyacak : |

1 iki sabit uc nokta arasindaki degisimlerle ilgiliyiz.

2. ¢ nin; y nin oldugu gibi, y nin bir t degiskenine gore bi-
rinci sira tiirevinin ve ayrica t nin de fonksiyonu oldugunu kabul
ediyoruz, yani : '

qJ - F(F,}"rt):
y = dy/dt olmak tizere.

3. y € C? oldugunu varsaylyoruz.

Goriildiigii gibi ¥, y nin bir fonksiyonudur ama t ye gore alr-
ninca bir fonksiyonelin gorevini yiiklenmektedir.

Oyle ise simdi,

b

I’ = | Fuy,y,t) di

a

fonksiyonelini ekstrem kilan y* fonksiyonunu arayacagiz.

(3) Euler denklemi, Euler teoremi ile karistirilmamali. Euler teoremi, bi-
lindigi gibi su sekilde ifade edilir: bir Z (%, v) fonksiyonu alalhim, Oy-
le ki Z € C® olsun; eger Z (A%, Ay) = A° 7 ise, Euler teoremi :
Z. X +Z, y=1nZ .. dir.
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Burada, U nin uc noktalar arasinda alinacak rﬂp'fmﬁi goste-
rebilmek icin ¢ nin entegralini aliyoruz.! Ciinkii fonksiyonelin
[a, b] araligindaki degisimlerini incelemekle kendimizi sinirlamis-
tik.

Onun icin J yi minimum ya da maksimum kilacak y nin bulun-
" masi, ashnda optimum y fonksiyonunun elde edilmesidir. Boylece
baslangicta, y nin t ye gore fonksiyon olarak iligkisini acik olarak
bilmiyoruz, ama degisimler hesab1 yolu ile, J yi maksimum (ya da
minimum) kilan y fonksiyonunu buldugumuzda, artik y, t nin acik
fonksiyonu olarak elde edilmis olacak.

Ekstrem y yi bildigimizi bir an i¢in kabul edelim. Ve y deki
degisimleri m (t) nin yardimu ile ifade edelim. Ug noktalar: o sekil-
de tamimlhiyoruz ki, t. ve t» de degisimler durmaktadir. Bu tanimdan
su sonucu ¢ikarabiliriz :

) o it )e—0

Sekil : 4

b
(4) Bilindigi gibi entegral, f Udt, stirekli bir toplamdir. Kesikli hale te-

i
b

kabiil eden toplam sekli ise, ¥ U. olarak gosterilmektedir.

l=u
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Sekil 4 te soz konusu degisimleri goriiyoruz. Simdi ar;ﬂ:’laﬂi"”—
miza gecelim : y de olabilecek toplam degisimleri ifade etmek i
re yararlandigimiz n (t) de, y ler ile aym siniftan olsun: n € C”’}
Simdi degisimleri, 1 nin kailar1 ile ifade edebiliriz. |

e gibi oyle bir parametre secelim ki, hem 7n den, hem de y ve? 3
t den bagimsiz olsun. O zaman y deki toplam degisimleri, z (t}, $u.-;
sekilde gosterebiliriz : 5

s

Boylece, yukaridaki J fonksiyonelini a$agldak1 gibi 1tfade et-
mek miimkiin olur : 3

b
JiE= f Bz, 2, t) dt

Burada :

ot b IR T b oS
Boyle yapinca, J deki biitiin degisimleri ¢ na baglamis oluyo-
ruz. Ciinkii z gibi, 2 de € nun fonksiyonu haline geldi.

Oyle ise, J nin optimum degerini bulmak icin dJ/de = 0 ¢o-
ziimiinii elde etmek gerekir. Bu ¢oziim iginde okuyucunun dikka-
tini, ¢ parametresinin roliine ¢ekeriz: once katilip sonra kaybol-
mas1 siireci, ¢coziimiin Ozelligini teskil ediyor. '

Entegralin icinden, J nin & na gore tiirevini almaya hakkimiz
vardir. Fonksiyonun fonksiyongu kuralina gore :

df.r/dt — T F:r. Ve
dzt/dt = 9" B olacakfir, dyle ki :
F, = 0F/dz ve
—dF /fdz olmak iizere.
Boylece :

b
dJ/de = f (o Eaemi B di — olur.

|

dJ/de = 0 olunca, yani limitte, ¢ = 0 olacagindan, z = y ve
7z = y olur, Boylece : |
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b
f (mqF, + o F) d = 0 yi buluruz.

a

Toplamin entegrali kuralina gore bu ifade :

b b .
f n F, dt + f el di =0

Kesimlere ayirarak entegral alma kuralini uygulayarak :

b | b b
f a F, dt + [ 1 F;] = f n d/dt (F)) dt,

Degisimlerin sifir olmas halinde bulmustuk ki .
n (ta) =71 () = 0 (sekle bakiniz)

Bu nedenle son ifadedeki kiseli parantezdeki terim :

b
[ T] F;] — ) olur.

Boylece ekstremum igin serek kosul :

b- i
f M [ F, — d/dt F?’] i ==l dir.

i

b
f [ By d/idtEy ] dt

a

Ya da :

|
=

Bunu saglamak tizere de :

olmalidir. Iste bu son ulastigimiz ifadeye, bu kosulu
atfen Euler denklemi adimi veriyoruz.

Dikkat edilerse kosulun t
landik. Ciinkii bu buldugumuz kosul yaln
icin ¢oziimiin bir minimuma T yoksa ma

bulan Euler'e

sretilmesinde ekstrem sdzcugtni kul:
1z gerek kosuldur. Onun

ksimuma mm tekabiil et-
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tigini bu denklem gostermiyecektir. Ikinci sira kosullarin, yeter
kosullarin ispatinin glic oldugunu goriiyoruz. (Bak. son bdoliim.)
Ne wvar ki, ele alacagimiz uygulamali sorunlarda cevabin bir mak-
simum mu olacagi genellikle bastan belli olmaktadir. Onun ig¢in
gerek kosulun bulunmasi bizim isimize yaramaktadir.

Simdi Euler Denklemini acik olarak yazarsak, yani d/dt Fy
islemini yaparsak : |

Byibem i Ho b y Foy — y'ESN = 0 ol ]

yi buluruz. Burada :
Faiei=s dF oy dt =,
Rl =t dB/dy: dy ve
g gy ays el

1

Bu denklemin (IT nin) c¢oziilmesi icin ya ozel simir kosullart ya da
belirli doniistiirmeler (trasformation) gereklidir. Ama bunlar di-
sinda iic 6zel durum vardir ki, ¢oziimi kolaylagtirir. Simdi bunla-
r1 gorelim.

4 — Indirgenmis Bicimler
U = F (v, ¥',:t) - yerime;

{-IJ - Fl l(}’r t) ’ "
l]ri — FE '(}?Fr 1-) ’
0 = F (v, v) ..[dersek, cbziim epeyce kolaylagmakta-

dir.
1 — L!J = (}r, 11) hali.

y’ niin kaybolmas1 halinde ¢oziim degisimler hesabinin disina
cikacaktir. Daha ©nce, asagida bahsedecegimizi soyledigimiz hal
bu idi. Bu durumda coziim simrlar arasinda degil, u¢ noktalarm
iizerinde olmaktadir. Burada J nin ¢oziimii, a ve b simrlarim ilgi-
lendirir, ikisi arasindaki yolu ilgilendirmez. Onun igin birinci hal
konumuzun disinda kalmaktadir.

i — 'I.IJ =" (}F’, t) halli.

y nin kaybolmasi halinde diferansiyel denklem birinci siraya
indirgenmis olur ve kolaylik saflanir. $oyle ki :




DEGISIMLER HESABI 193

A

b
_I = J. F G, t dt olunca Euler denkltﬂni su sekilde
sadelesir :
ddtz e s=—ug)

Bu.ifﬁdenin t ye gore entegrali alindiginda :

BY - =2 eynida

9/0y E (¥, 1) = C i)

ye ulasirz. Burada C herhangi bir sabi-tti_r. Denklem ise birinci si-
radan homojen olmayan kismi bir diferansiyel denklemdir ki ¢o-
zimii glicliik ¢ikarmadan bulunabilir.

i — @ = F (y, v) hali,

Bu hal daha oncekinden biraz daha zor bir hal. Once F nin
t yve gore toplam tiirevini alalim :

dF/dt = F, (dy/dt) + F,” (dy’/di) olur.

Ote yandan Euler denkleminden, F, = d/dt F,” idi. Bunu
yukaridaki yerine koyarsak :

dF/dt = d/dt Fy (dy/dt) + F/ (dy’/d1)
= y d/dt F’ + F/(dy'/dt)

Bu ifadenin sag tarafina, carpumin tiirevi kuralim uygulayarak, su
sekli verebiliriz : ' .

dE/dt. =" d/dt y B,/
Simdi bunun t ye gore entegralini alirsak :

B — -y’_'F:;.“ + C yada:

CiEi e e

e

denklemine ulasiriz.

Boylece ozel haller igin ¢bziim yollarim bulmusg olduk.
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5 — Euler Denkleminin Genellestirilmesi

Yukarida ele aldigimz basit deéisimler hesab1 problemi ce-
sitli yonlerde gelistirilebilir :

a — U, y ve y den baska, y”, y” ... niin de fonksiyonu ola-
bilir; ' _

b — U, yalmz t ye degil, aym zamanda t, t3 ... e de bagh olabi-
lir. Ama bunlar teorik olarak aklimiza gelen ve uygulamada o ka-
dar yararliligi goriilmeyen haller.

¢ — Uygulamada daha kullamsh bir gelistirme, y den baska
aciklayict fonksiyonlarin bulunmas:. halidir. Yani, yi, Oyle ki,
i = 1, ... ,n olmas:1 hali. Bu hal i¢in n tane Euler denklemi ge-
reklidir. Ve bu denklemilerin elde edilmesi, tek fonksiyonlu Euler'in
elde edilmesine miikemmel bir analoji ile uymaktadir: m yerine
n, ve y yerine y; koyulacak ve ifade n ye kadar tekrarlanacak.

Onun icin kamitim vermeden sonucu vermenin bir sakincasini
gOrmilyoruz :

F’}“’i = df{dt Fyri = E el

{ktisattan verecegimiz orneklerden birinde, n = 2, i =12
halini kullanacagiz. '

*

6 — Degisimler Hesabn}da Coziimler

Degisimler hesabinda her problem coziimiinde Euler denkle-
minin tiiretilmesi gerekmez. Problem Euler kosuluna gore formin-
le edilebiliyorsa, boyle yapilir ve J formiile edilir.

T formiile edildikten sonra dogrudan dogruya Euler denklemi
alimr ve J. deki karsiliklar: yerlerine konulur. Sonra Euler denk-
lemi vy i¢in coziilmege calisihir. Euler denklemi optimal durumu
gosterdigi icin, bulunan y fonksiyonu da optimal bir fonksiyondur.

Bu kesimde, daha 6ncekinde vermis oldugumuz teoreme daya-
nan iki matematik problemin g¢odzimiinu yaparak teknigin somut
ornegini gormiis olacagiz.
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PROBLEM I : EN KISA SURE PROBLEMI (BRACHISTOCHRONE)

Degisimler hesabinin ilk coziilen problemi en kisa siire proble-
midir.5 Sorun, yercekimi altinda serbestce birakilan bir maddenin
birakilan noktadan istenilen diger bir noktaya kayarak en kisa su-
rede ulasmasi icin izlemesi gereken yolun ne olmas1 gerektigidir.

Genel hiz formiiliinden istenilen fonksiyonel kolayca cikarila-
bilir. Bu problemde formiilasyon agamasi bizi ilgilendirmemekte-
dir. S6z konusu genel ifade asagida verecegimiz J fonksiyonelinin
bir katidir : |

b

i |

Burada sorun, J nin minimi-zasynnudur. Onun igin varacagl-
miz sonucun bir minimum oldugunu bastan biliyoruz.

y = F (y, y) tiiriine uymaktadir; ayrica sabit u¢ noktalari
seklindeki bir simirlamaya tabidir. Oyle ise (iii) 6zel haline uymak-
tadir.

Burada

F = \-/(1 + ¥y /y ver B =y \/y (1 + y® - dir.

Euler denkleminden :

\/{1 + vy = 5,52/\/}, (1 + fl} @ e bl

Bu denklemi y? i¢in cozersek :

V2= (1-Cy)/Cy kare kokiinii alirsak :
= 1/C ‘/(II"-—'CE V)V difcransiyel' denklemini elde

ederiz. Bu diferansiyel denklemin entegrali :

(5) Brachistochrone problemi Johann Bernoulli tarafindan 1696 yilinda
formiile edilmis ve ¢oziilmiistiir. Bu problem, matematikcilerin dikka-
tini cekmesi bakimindan degisimler hesabinin gelismesinde énemli bir
rolii olmustur. Bugiinkii modern ders kitaplarinda hald ¢oziimil yapi-
lan bir problemdir, -
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\/ y/(1—Cy) dy = | 1/C dt + sabit. !

Bir B sabiti alirsak :

1/C dt + sabit = (t —B)/C , boylece :

. ny/(l C3)  -dy = {t—B)/C ' ‘dir.

Bu entegralin degeri trigonometrik fonksiyonlarla ifade edilir :

't =B 3+ C'(® —sin @) ve

y = C' (1 — cos B®) sonucuna ulasilar, ¢

PROBLEM II: ZINCIR EGRISI PROBLEMI (CATENARY)

Bu ikinci ornek te yine degisimler hesabinin gelismesinde be-
lirli bir yeri var ve yine obiirii gibi klasiklesmis orneklerden.

Fazladan zincir egrisi iktisatta kullanilan bir egri.’

Problem su: iki sabit noktay1r birlestiren dogru parcasi etra-
finda donen egri ne olmalidir ki dongii alan1 maksimum olsun?

Bu alan yine fonksiyonel.olarak ifade edilebiliyor; mesele bu
fonksiyoneli maksimum kilan egriyi bulmak. S6z konusu alam
(2 © ile oranli olarak) su selgi]de yvazabiliriz :

h i

(6) Bu egri turtindeki cevrimseller (cycloids) olarak adlandirilir. Ozellik-
leri, kendilerini arka ankaya tekrar etmelerindedir. Cevrimseller ikti-
satta konjoktiirel dalgalanmalarin incelenmesinde kullanilmistir; ama
degisimler. hesab: ¢ércevesi i¢inde dalgalanmalarin incelenmesine biz
rastlamadik.

(7) Zincir egrisi, optimal iktisattaki optimal yollarin tipik o6rneklerinden;
hatta bazi incelemelerin bashklar: bile bu egrinin adimi tasiyor. (Bu,
ikinci sira Euler denkleminin c¢oziimiinden ileri gelivor.) Or.: P.A.
Samuelson, «A Catenary Turupike Theorem Involving Consumption
and the Golden Rule», American Economic Review, 1965,
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Daha 6nceki ornekteki gibi burada da :

U = F (y, y) ve yine sabit u¢ noktalar1 var. Ovyle ise bu prob-
lem de digeri gibi, (iii) indirgenmis tiirtinden.

Burada :

| R A B R S € su bicimde :

y\/1+}”1 = FF’E/\/1+}T’E + C

Bunu y” igin g¢ozersek :

Vi (32 — C)/C? karekokiinii alirsak :

t

Ve \/@1 — €Y/ C yi buluruz. Buradan diferansiyel

hesap kurallar ile :

0 f 1/\/3:2—(? = JI/C dt + sabit

Bir B sabiti alirsak :

f C dt sabit =t — B)/C Bu ikisinden :

J- 1,/\/ y: — C dv = (t— B)/C bulunur.

Bundan sonraki islemleri basitlestirmek iizere :

‘/ V=G = A diyelim.

Bir yandan su esitlik kolayca kanitlanabilir :

d/dy { Ty e % L /A - Bntegralini ahrsak :

f 1/A = log (y + A)/C , boylece :
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log (v + A)/C = (t — B)/C bunun dogal antilograritmasini
alirsak : ® ' |

(y + A)/C = exp it —B/C) , buradan :
y+A = C exp (t —B/C) bulunur.
Diger yandan :

y — A =1(w-4) y+ Ay + A

{3’2 =T C”J-} (A
C2/C exp (t — B/C)

C exp — (t —B/C) bulunur.

|

|

|l

Boylecek su iki simetrik ifadeyi bulduk :
y + A = Cexp (t —B/C)
y — A = Cexp — (t —B/C)

Bu ikisini toplar ve ikiye bolersek y ye u]ﬂﬁ.lrl?.. :

Nt L2 { exp (t —B/C) + exp — (t — B/C) f

Iste bu son tiirdeki egrileri zincir egrisi olarak taniyoruz. Zin-
cir egrisine bu adin verilmesinin nedeni, —bu problemin de kanit-
ladipr gibi— iki ucundan tutulan ve agirliginin her noktada ayni,
homojen oldugu varsayilan bir zincirin, bu formiille ifade edilen
belirli bir egri cizecegidir., #

Zincir egrisinin bugiinkii adi, hiperbolik kosiniis egrisidir. Ki-
saca «cosh» egrisi olarak belirtilir. Eger (t — B/C) = = dersek:

eosh == /0 { eXp T + exp — =7 }

seklinde gosterilebilir. ?

(8) Bask islerini l{-D]aj,rlag;llrmak tizere, dogal logaritma bazi olan ‘e’ iize-
ri ifadeleri exp (exponential = l{istel) olarak gosterecegiz. Ornek ola-
rak, eV, exp (U) olarak gosterilecek.

(9) Hiperbolik kosiniisiin anlami sudur: normal trigonometrik fonksiyon-
lar (bu arada kosiniis) cembere gore tanimlamir; iste cember verine

hiperbol koyarak hiperbolik trigonometrik funkswonian tanimlaya-
bilmekteyiz.
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Simdi bir sekil yardimi ile zincir egrisinin ve parametrelerinin
ne anlama geldigini gorelim. j

Sekil 5 te, B ve C parametrelerinin rolleri gortiliyor. Eger
B = 0 dersek zincir egrisi :

=1 2E { exp t/C + exp — t/C } olacaktir.
Bu yapildiginda egri y ekseni iizerine kéyacaktu*.
Tam tersine B yi tutup C yi kaldirirsak :
Ne—1 D Slexp-(t—ﬂ“}-k-erp—[\t—ﬂ‘)]s

olacak ki bu durumda egrinin minimum noktas1 t ekseni iizerinde
bulunacaktir. |

Egrinin minimum noktasini orijinden gecirmek istersek fonk-
siyon iyice sadelesecektir : £

N — /2 {expt+exp-f}

Sekil 5 te bu irdelemeyi daha iyi gormek miimkiin.

|

Sekil: 5
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Bu problemin sonucu: a noktasindan birakilip yer cekimi al-
tinda (simir kosulu altinda) b noktasina dogru kaymasi istenen
bir cisim, a ile b arasindaki uzakligi en kisa siirede alabilmesi
icin seyretmesi gereken yolun bir zincir egrisi olmas: gerekmekte-
dir. (Tktisatta bu cismin yerini, 6rnegin milli gelir alacak!)

111 — IKTISAT TEORISINE UYGULAMA

1 — Uygulamanin Ozelligi

Dikkat edilirse bir matematik teknik genellikle iktisatta belir-
li bir yonteme tekabiil ediyor.® Bunu degisimler hesabini kullanan
iktisat yonteminde c¢ok belirli olarak goriiyoruz.

Bu nedenle dnce matematigini 6grenmek, daha sonraki uygu-
lamas: i¢in c¢ok aydinlatic1 oluyor. Oysa uygulamas: ile teknigini
birlikte 6grenmege calismak bir giiclitk c¢ikariyor : yeni ogrendigi-
miz sey iktisat mi, matematik mi? Ayirdetmek bazan giic oluyor.
Baska bir deyisle, belirli bir 6zellik, matematik teknigin zorunlu
kildigi bir sey mi, yoksa iktisaden anlamli bir varsayim mi? Onun
icin teknigi gormeden uygulamaya gegmek dogru olmuyor.

Bundan o6nceki boliimle acitkca gorditk ki, degisimler hesabi
plir dinamik 6zellikleri goziimleyen bir teknik. O kadar ki, dina-
mikligin durdugu noktalarla (u¢ noktalari) hic ilgilenilmiyor, ve
bununla ilgili 6zellikleri tamamen kapsami disinda birakiyor. Onun
icin u¢ noktalardaki durumu weri olarak modele almak gerekiyor.

[lgilendigi sey, nihai dggisken (iktisatta zaman) icinde opti-
mum seyretme volu; bu yolun ozellikleri. Tktisatta, degisimler he-
sabina kadar boyle piir dinamik yontemler kullanilmadig igin, de-
gisimler hesabimin iktisada uygulanmasi devrimeci bir gelismeye
yvol agmis. Asagida ele alacagumiz birinci 6rnek, degisimler hesabi-
nin iktisada ilk uygulamgi. Tkinci drnek ise, ayn1 yontemin az ge-
lismis tilkelerin sorunlarma uygulanmasi. Tki drnek te tipik.

(10) Ornek olarak 'fixprice’ yontemi ile incelenen dalgalanmalar teorisini
alalim. Fark denklemlerini kullanan bu yontem sanki matematik tek-
nikle bir biitiin mevdana getirivor. Aymi sekilde, endiistrileraras: ikti-
sadi, dogrusal cebirden avirmak miimkiin goriinmiivor. Bu oOrnekleri,
biitiin yontemleri kapsayacak kadar siirdiirmek miimkiin... Ama bu
ozellik, oyle gortiniiyor ki, matematik teknigin olanaklarmin yardim
ile diisiinme keclayhgmmdan ileri geliyor.




DEGISIMLER HESABI 201

2 — Ramsey Modeli "

a — Ramsey’in Sorunu :

Kisaca sudur: «bir ulus gelirinin ne kadarmm tasarruf etme-
1i?». Geleneksel iktisat bu sorunun kendiliginden ve optimal ola-
rak coziilecegini zimnen kabul etmis oldugu icin, bu problem isin
dogal gidisi ile, ele alinmamisti. Gelencksel iktisadin hentiz kesfe-
dilecek kose bucagl oldugu icin, Ramsey makalesini yayimladiktan
sonra epeyce bir siire (otuz yildan fazla) onemi farkedilmedi. "

Sonra, belirli bir donem, alternatif tiretim ve fayda wvarsayim-
lar1 modele alindi ve sonuclar: denendi. Uglincii dénemde bu mo-
delin matematik varlign tartisma konusu edildi. Bu sorun halledi-
lince, dordiincii donemde, diger modeller ile iliskisinin kurulmasi
cabalarma girisildi. Boylece optimal dis ticaret teorisi, optimal ma-
live politikas1 ve optimal para teorisl gelistirilmege calisiliyor. Su
anda bu donemdeyiz.

Boylece «Ramsey Tktisadi», ya da «optimal iktisat» ortaya cik-
mis oldu. Bu iktisadin oOzelligi, bir yandan etkinlik iktisadina, bir
yandan da gelencksel sermaye teorisine fazla bagli olmadan eko-
nomi icin optimal yollarin arastirilmas: ile ilgilenmesi.

b — Mutluluk Cag: :

Ramsey’in ilk olarak «mutluluk» (bliss) tizerinde filozofca dii-
siindiigiinii ve sonra bu diistinceden, matematik teknigin uygulan-
masi ile ilgili bir bulus gikardigin goriiyoruz.

(11) F. P. Ramsey, Cambridge’li tinlii bir mantikci, matematikei, filozof ve
nihayet iktisatcidir. Geng yasta Olen yazar inceledigimiz makalesini
1928 de vazmis ve Economic Journal'da, «A Mathematical Theory of
Savings» baslhgl ile yaymlamistir. Yazidan ogrenivoruz ki Keynes ken-
disine yardim etmistir. Baz1 yazarlar Ramsey'in tasarruf kuralin1 Ram-
sey-Keynes kurali diye sunarlar; yvontemi Keynes'in makro iktisadimin
yontemine uymadigl igin ve orijinal bir fikir oldugu gerekgesi ile biz
bunun yerinde olmadigl goriisiindeyiz.

(12) Ramsey yonteminin yeniden canlanmasi, Ramsey'in sorunu ile pratik-
te karsilasan Tinbergen'in canlandirmasi ile oldu: «The Optimum Ra-
te of Saving», Economic Journal, Dec,, 1956.

(13) Bundan o6nceki bolimde gordiigimuz J fonksivonelindeki entegralin
coziilebilmesi icin Ramsey'in mutluluk aleti son derece uygun bir bu-
lus : «mutluluk» seklindeki sabit, entagrale bir iist simr oluyor. Eger
bu sinir olmazsa entegral sapacagindan (divergence) ¢oziimii miimkiin
olmaz. Stz konusu alet, entegralin toplanmasi (convergence) icin kul-
lanilabilecek en iyi ve zararsiz yollardan biri olarak goriintiyor.
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Once; fayda tiiketime, tiiketim de sermayeye baglanmistir.
Boylece fayda, dogrudan dogruya sermayeye baglanmaktadir. Bu
bir iktisadi varsayim. Teknigin zorladigi bir sey degil.

Fayda ile sermaye arasinda dort tiirlii iliski ongoriiriiyor. Bun-
lar1 ikiser ikiser gruplamak miimkiin.

Biiyiik ayirim su sekilde : sermaye artist bir siire (uzunca bir
siire) sonra faydayr artirabilir ya da artirmayabilir.

ikinci halde iki sik miimkiin :

1. Bir defa, bir noktadan sonra sermaye artisi, tiiketim mal-
larinda bir artis1 saglamayabilir; ya da bos zaman artisina yol ag-
mayabilir. |

2. Ikinci sik olarak, azami tatmine ulasmisizdir, tiiketim ya
da bos zaman artisi faydamizi artirmaz.Yani «zahmet»imiz azal-
maz.) |

Bu iki sikta da belirli bir sermaye stoku vardir ki iktisaden,
daha fazlas: isimize yvaramaz; daha fazla zevk alinabilir ama ikti-
saden elde edilemez. Baska bir deyisle, zevk alma kapasitesi daha
yiiksek olabilir ama tiiketim mallar: ile karsilanan yoni artik doy-
mustur. '

Ikinci biiyiik ayirimda ise sermaye artisi devamli olarak fay-
da artisina yol acar. Bu halde de yine iki stk s6z konusu :

3. Sonsuza kadar, sermaye stoku arttikca, fayda artar;

4. Ya da hic ulasilmasa bile siirekli olarak bir azami zevk
diizeyine yaklasilir, * g

Hangisi olursa olsun, bu dort sikta da elde edilebilen en fazla
zevk ya da fayda diizeyine mutluluk adini veriyor Ramsey.

Bu ozelliklere sahip olan Ramsey problemini su sekilde ozet-
leyebiliriz : «mutluluga ulasmak icin bir ulus gelirinin ne kadarini
tasarruf etmeli?»

¢ — Varsayimlar :

Ramsey bazi basitlestirici varsayimlar yapiyor :

fI#} Bu son iki sikkin birincisinde, 'iyi huylu’ bir fayda fonksiyonu soz ko-
nusudur; ikincisinde ise hiperbolik bir fayda fonksiyonu vardir ve by
bir azami zevk diizeyine asimtotik olarak yaklasir.
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1. niifus artis1 (ve azalisi) yok;

2. tiiketicilerin fayda fonksiyonlari zaman icinde degismiyor;

3. faydalar bagimsiz olarak hesaplanabilivor ve toplanabili-
yor; 15

4. sermaye birikimi tarafindan uyarilan ve hizi daha onceden
tahmin edilebilenler disinda teknik buluslar yok; ¢

5. gelecekteki zevklerin indirgenmesi kabul edilmiyor; bu,
ileriyi gorme giiclimiiziin zayifligi argiimani ile ahlaken savunul-
maz bulunuyor; '

6. boliisiim sorunlari ele alinmiyor;

7. sermaye ve emegin tek bir standartla ifade edilebilecegi
kabul ediliyor;

8. dis ticaret sorunlar1 ele alinmiyor;

9. bir kusagin, digerlerinin aleyhine olarak, tasarruf-tiiketim
kararlarini ‘bozmayacagi kabul ediliyor.

d — Sorunun Koyulmast :

Toplumun sermaye stokuna K ve isgliciine L diyelim. Tiike-
timini de C ile gosterelim. Bu tigiiniin de zamanin fonksiyonu ol-
dugunu kabul ediyoruz. Boylece t zamanindaki sermaye, isgiicii
. ve titketimi sirasiyla soyle gosterecegiz: K (1), L (t) ve C (t).

Sermaye birikimi ile tasarruf hizim 6zdes olarak kabul ediyo-
ruz. ‘

Herhangi bir anda toplumun sermaye birikimi, (yatirnm) yu-
karidaki tammmlamadan: dK/dt dir. Oyle ise toplumun tasarruf
hizimm dK/dt ile gosterecegiz.

(15  Bu iki varsayvim, modern fayda teorisinin de wvarsayimmlarim teskil et-

mektedir : (1) duyvarhlik (sensitivity), (ii) durgunluk (stationarity) ve

- (ii1) bagimsizlik (independence). Bu konuda: T. C. Koopmans, «Sta-
tionary Utility and Impatience», Econometrica, April, 1960. (Bu maka-
le cercevesinde bu kavramlari aciklama olanagimiz yok, ama ilgilenen-
ler icin bu dipnotunun yararlh olabilecegini diisiindiik.)

(16) Goriildiigii gibi bu varsayim, ’'yaparak ogrenme'yi kabul ediyor. Soz
konusu olayin Ramsey modeline alinmas: icin: E. Sheshinski, «Opti-
mal Accumulation With Learning by Doing», Essays on the Theory of
Optimal Economic Growth», K. Shell, Ed., 1967 icinde.
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Milli geliri de Y (1) = f (K, L) ile gdsterelim. ! Gelir tiiketim
ve tasarruftan meydana geldigine gore tuketimi su sekilde ifade
ediyoruz :

Clt)y = (K L—dK/dt el ;

mrsrm

Toplumun refahinin yalmz tiiketimine bagh oldugunu kabul
edersek :

i ) diyebiliriz.

Ote yandan, tiiketim malin1 yapmak icin tharcanan emegin bir
zahmeti (disutulity of labor) oldugunu ve bunun da kullanilan
emegin fonksiyonu oldugunu kabul ediyoruz; kullanilan emek art-
tikca, verdigi zahmet te artacaktir :

v = ¢ @)

Belirli bir siire icinde (t. dan t, ye kadar) toplumun elde ede-
cegi toplum net fayda :

BE fay-da]ar-ezahme-t]ér

Bu denklemi yukaridaki terminoloji ile ifade edersek :

a b
| B o) dt = ¢ (L) dt yada:
_ i _
W= { 0 .(C‘) — ¢ (L) } dt olacaktir.®

(17) Ramsey’'in analizinde 'milli gelir’ den bahsederken bir noktayi hatirlat-
mak gerekir. Ramsey’in analizi bir tek kisi icin ele alinmistir ve her
seyi niifus savisi ile carparsak diger biyiikliikler elde edilebilir; ama
biiviikliiklerin davramsi bakimindan bireyin geliri ile milli gelir ara-
sinda hicbir fark yoktur. Onun icin gelir sdziinden hem milli gelir, hem
de bireyvin geliri anlasilabilir. Bu ozellik, Marshall'im ‘temsili firma’
sina nazire olarak Ramsey analizinin oOznesine ‘temsili insan’ denilme-
sine vol acnmustir, su farkla ki, temsili insan biitiin milleti temsil et-
mektedir.

(18) Bunu yapabilmek icin 2 ve 3 numarah varsayimlar: kullamiyoruz : tii-
ketim yapildiga anda faydasinmi veriyor, diger zamanlar: etkilemiyor,
ayrica, insanlar gecmisin hatiralarindan ya da gelecegin hayallerinden
zevk almamaktadirlar. (15 numarali dip notuna bakiniz.)
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Bildigimiz gibi U bir fonksiyoneldir, J ye tekabiil ediyor.
L (t) ve K (1) de degisken fonksiyonlardir. Ciinkii ¢ (C), C (t) ye,
C(t) de K (t) ye baghdir. (Bir numarah varsayim ile niifus artis
hizim1 sifir kabul etmistik.)

Bu demektir ki toplum, bu sinir kosullar1 altinda, toplam fay-
dasini maksimize edecek emek miktarini ve tasarruf miktarini be-
lirlemek isteyecektir. Oyle ki U fonksiyonelini maksimize eden
L (t) ve K (t) fonksiyonlarim1 bulmak gerekecektir. Sorun budur.

Goriildiugii gibi, iki maksimum fonksiyon elde edecegiz. Yuka-
rida, Euler denklemini genellestirdigimiz bu durumu aciklamistik :
simdi iki tane Euler denklemi elde edecegiz.

- e — Ramsey'in Emek Kurali :
I den yararlanarak, U fonksiyonelini su sekilde yazmak kaz-
bildir :
b
U = f F (L, K, Kj) dt
Burada :
FILKK) = ¢© — 4@ ve

=t diir.
$imdi Euler denklemlerini yazabiliriz ; (Asagida F = entegrali
alinacak ifade; f = iiretim fonksiyonu oldugunu hatirlatiriz.)
| oy S e b {File ==0 ve
F}{ = d;’ dt (lFI{:)

Burada :
Brasocz = dbe 0]
| DN B et | o
Fx. = 3F /0K
Fx’ = dF /oK’ diir.

Birinci Euler denklemine gore :

Foo= 3/l { 9@ -v@ ] =0
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C = f — K’ oldugunu hatirlayarak ve tiirevin zincir
kuralimi uygulayarak :

Fo'! = o ©) &Hh — 4 (L) = 0 ve buradan :.

l‘ £ = ) o), e

sonucuna ulasiriz,

Ramsey'in emek kuralimi sozle ifade etmek istersek: iicret,
titkketimin marjinal zahmetinin, emegin marjinal faydasi oranina
esittir. Tabii burada ticreti, emegin marjinal iriinii olarak tanim-
ladik ve fayda oram ile belirledik.

{ — Ramsey’in Sermaye Kurali :

Sermayenin marjinal iirlinii neye esit olacak, ne ile belirne
cek? Ikinci Euler denkleminden benzer sekilde :

F}-.: = {]:1’ (C) i'hi

Zamana gore turevini alirsak :

d/dt F¢ = d/dt [ 9/0K’ { o 6~ K) = ¥ } ] &

Il

d/dt { - ¢ © } Ve

S e 2d e { Ligrie) } hoylece -
& :

P o= {—Utp’_(C) } d/dt { ¢’ -(C)} | III.

Kurah sozle ifade edersek : sermayenin marjinal {iriinii, mar-
jinal faydanin artis hizina esit olmalidir. Faktoérlere marjinal pay-
larimin 6dendigini (emekte oldugu gibi) varsayarsak bu ifade de
faiz haddini gosterecektir. (Faiz haddini negatif olarak almiyoruz.)

g — Ramsey'in Tasarruf Kuralt :

I den yararlanarak :

dK/dt = f(K, L) — C () diyelim.
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Daha once ulastigimiz sonuglardan yararlanarak, bu denkle-
min sag tarafini, IT ve III teki gibi ¢ (C) ve U (L) fonksiyonlari
ile ifade edelim. '

Carpimin tiirevi ve toplam tiirev kurallarima gore :
d/di { A D) % _ o” (C) dC/dt f (K, L)

+ ¢ (C) (fL dL/dt + fx dK/ct)

1T ve III ten :

I

o” (C) dC/dt £ (K, L)

Il

o) dnfdr — d/dt { o’ (C) } dK /dt
I den : = o” (C) dC/dt f (K, L)
LW (L) dL/dt
o % o (C) } { fF & L)~ C(® }
— o (C) dC/dt £ (K, L)
4+ (L) dL/dt

— ¢” (C) dC/dt j( f(K,L) — C (1) %

. boylece :

cd/d § ¢ © |
= ¢ (L) dL/dt

bulunur. Bu denklemin entegralini alirsak :

o (C)E (ke 1 e = fC (1) d/dt { o' (C) E dt

- qu (L) dL/dt dt + sabit

Bu denklemin sag tarafindaki birinci entegral terimini tekrar ele
alahm : ‘
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d/dt §cwo ©} =cwaa jo © !
+ o (C) dC/di

oldugu igin :

Gt ot (@)= f C (t) d/dt ‘5 o’ (C) } dt

-+ f{p’ (C) dC/dt dt

boylece :

f cwddt Y9 ©f d=COFO

— J‘tp’ (C) dC/dt dt

vukardaki denklemin sag tarafindaki birinci entegral terimi-
ni farkl bir sekilde ifade etmis olduk; simdi bu ifadeyi, yukarida
ki denklemde yerine koyalim :

o (C) f (K, L) = C(t) o (C)r - qu (C) dC/dt dt

¥

+ ftp’ (L) dL/dt dt + sabit

Entegrallerini alinca :

C ()¢ (C) — ¢(C) + ¥ (L) + sabit

I

e - g o) () % L wbit
Buradan :

o’ (C) { f (K, L) —~C.(_t}E b —{r:p(C) _LML)§ Ve
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f (K, L) — C (1) = [ sabit --{ ¢ (C) — U (L) } ] /@ (C)

f(K, L) — € — di/dt idi; ayrica, sabit, ulasilabilecek en
yitksek fayda diizeyini yani «mutluluk» u ¥ gosterdigi i¢in :

dK/dt = [ mutluluk — Sl o (C) — ¥ (L) % ] P L S PR g T

Boylece tasarruf hizi (sermaye birikimi) nin ne olmasi gerek-
tigini gosteren iinlii Ramsey kuralina ulasmis olduk.

Kurali sozle ifade edersek : (Ramsey’in ifadesi ile) tasarruf hi-
71 ¢arpt tiiketiminin marjinal faydasi, esittir ulasilabilecek en yiik-
sek fayda eksi gercekte elde edilen net fayda.

h — Modelin Ogzelligi :

Goriildiigli gibi, maksimum faydanin elde edilebilmiesi icin,
emek, sermaye ve tasarrufu gosteren kurallara uyulmas: gerekmek-
tedir. Buldugumuz optimal sonuglarin, faydayr minimum degil de
maksimum yaptigini isin ozelliginden ¢ikariyoruz; yoksa kullandi-
gimiz gerek kosul bunu garanti etmiyor.

Ramsey modelinin ozelligi, varilan sonuglarin hep marjinal
fayda ile ifade edilmis olmasi ve iiretim fonksiyonundan bagimsiz
olmasidir. Bu cesitli sorunlar ortaya cikarmaktadir.

¢ Burada Ramsey modeli ile ilgili sorunlarla ugrasmayacagiz.
Kuralin anlamimi daha acik hale getirmege calisalim.

=

(19) Mutlulugu gergeklestirecek titketim ve gelir diizeyi tamamen hipote
tik bir sey. Ama Ramsey’in aklindaki duzey ne idi? Makalesinde ver
digi bir tablodan anlasiliyor ki, bir ailenin yillilk geliri 5000 sterlin
olursa artik o ailenin para ile satin alinabilecek biitiin mutluluga ka-
yusacag varsayilmis. Bu miktar tabii 1920 lere ve Ingiltere'ye ait; bu-
giintin ve Tiirkiye kosullan ile ne kadarhik bir satin alma giiciinii gos-
ferecegini hesaplamak ¢ok zor. Ama, kabaca bir fikir elde etmek icin
kiiciik bir hesap yaptik. Once sterlin ile T.L. arasindaki parite degis-
mesini goz Oniine aldik, sonra T.L. nin zaman icindeki satin alma gu-
ciindeki degismeyi... Bu sekilde yaptifimiz yaklagik hesap, Ramsey'e
opre bir ailenin mutluluk gelirinin yilhik olarak (bugiiniin Tiirkiye-
sindeki satin alma giicli ile) 400 000 T.L. tuttufunu gosteriyor.
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Kolaylik saglanmas icin kisaca :

Net fayda = ¢ (C) — ¢ (L) = N

Mutlulugun fayda diizeyi =M

Marjinal fayda . ' — 0k

Tasarruf hizi i =t diyelim.
Boylece Ramsey kurals :

K = (M —N) /o dir.

Mutluluga yaklastikca M — N fark: kiiclilecektir; yine bu sii-
re¢ icinde o’ biiyiiyecektir. Bu durum, K’ niin kiiciilmesi anlami-
ni tagimaktadir. M — N farkinin ortaya ¢ikardigr yatirim geregi,
marijinal fayda ile degerlendirilmis olmaktadir :

M — N fark: biiylikse yatirim geregi biiyiiktiir; «ne kadar bii-
yiiktiir?» : marjinal faydanin zorunlu kildigi kadar; yani marjinal
fayda kiiclikse yatinm yuksek, biiyiikse yatinnm daha az olacaktir.

Boylece sermaye birikiminin bazi iki faktore baglanmis olmak-
tadir : fiili tiiketimini, azami fayda saglayacak tiiketim diizeyine
uzakligr; ve marjinal faydanin diizeyi.

Buradan c¢ikan sonug, toplumun tiiketim diizeyi diisitk oldu-
gunda sermaye birikimi hizmin yiiksek, tasarruf orammin biiyiik
olmasy gerektigidir. Tiiketim yiikseldik¢e sermaye birikimi hiz1 dii-
secektir. Yalniz, diisiik bir tiiketim diizeyi, ayn1 zamanda yiiksek
bir marjinal fayday: da gerceklestiriyorsa, bu soyledigimiz nokta
bu olciide zayiflayacaktir. o

Goruldiigii gibi kalkinmg konusuna da yatkin bir sonugla kar-
silagtyoruz. Bundan sonra ele alacagimiz model, Ramsey kuralini,
kalkinmanin somut sorunlar: ile pekistirmeye calisacaktir.

3 — Goodwin Modeli ®

a — Kalkimmanin Parametreleri :

Ramsey modelinin genel olmasi, ona yanls yapmama olanag-
n1 taniyor ama kalkinmanin gerceklerine uygun parametrelerden
de voksun.

(20) R. M. Goodwin, «The Optimal Path for an Underdeveloped Economy»,
Economic Journal, Dec., 1961.
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Onun i¢in genel fayda fonksiyonuna 6yle parametreler snkabﬂ
‘meliyiz ki, kalkinmaya elverisli hale getirilsin.

Once fayda fonksiyonunu acik hale gat-i-re'l,im. Oyle bir fonksi-
yon bulalim ki, azalan marjinal faydanin bu o6zelligini gdstersin.
Goodwin, geleneksel logaritmik fayda fonksiyonunu seciyor. 2

=0 (G NE S oo E

Az gelismislik s6z konusu olunca, en az gecim diizeyinin (C}
modele alinmasi yerinde olabilir :

9 (C) = log. (C — C) S |

Coziimii yaparken goriiyoruz ki, hem logaritmik fayda fonksi-
yonu, hem de en az gecim diizeyi, matematik c¢oziime kolaylik ta-
niyor. Foegop | .

Ramsey modelindeki sermayenin marjinal pr-:::duktlvltcm yert-

ne daha kullamish bir parametrenin getirilmesi uygun diisecekii.
Goodwin bunu da getirmistir : marjinal sermaye/hasila orani = ¢ :

g o= IR S iderselke T K= dan

cY  nii elde ederiz.

Ote yandan,
C = Y =8 v il'= 8 'deyip

C = Y — oY Ll

Simdiye kadar bulduklarimiz Goodwin'e ozgii degildi. Good-
win'in asil katkisi, modele niifusu (isgiiciinii) almasidir. Kalkinma-

(21) Bugiin logaritmik fayda fonksiyonu yerine, ayni ozellikleri tasiyan ama
ondan daha genel olan 'iyi huylu’ fayda fonksiyonu kullamilmaktadir.
Iyi huylu fayda fonksiyonu, tiiketim arttikca, siirekli olarak azalarak
artan bir fonksiyon. Ustelik digerine gore bir iistiinliigii var logarit-
mik fayda fonksiyonunda, tiiketimin fayda esnekligi zorunlu olarak
‘bir’ kabul ediliyor. (Yani Bernoulli hipotezi : paranin marjinal fayda-
s1 sabit, var sayiliyor). Paramin marjinal faydasimn degisebilecegini
dusunuyorsak. daha genel halleri iceren dyi huylu fayda fonksivonu
tercih edilmeli; bu tiir fonksivonlar kullanildifinda s6z konusu esnek-
lik bir parametre olarak modele girip ¢bziimde goriilebiliyor.
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da milli hasiladan gok adam basma milli hasila énemli oldugu igin
bu parametre onem kazamyor ve Goodwin modelinin de ayirier
ozelligini teskil ediyor. Adam basina tiiketime Z diyelim : .

i AL . I

L iggiiclinii gosteriyor. L nin sabit bir hizda arttigin1 varsayacagiz 00
L =T exp {(nt)

it

Boylece fayda fonksiyonumuz (I ve III ten) :

‘I ¢ (Z) = log. (Z — 7) ! S bV

.

Burada Z , bir kisi icin en az tiiketim diizeyi.

Ve tiiketim fonksiyonumuz (IT wve III ten) :

l 7y e YL \ T

yeni bigimlerine girmis oluyor.

b — Ramsey- Goodwin Kurali :

Simdi, niifus artis1 halinde Ramsey'in kurali nasil degisecek,

onu inceleyebiliriz. :

Yukaridaki bulgularimizdan yararlanarak fayda IfDﬂkSi}*DIlﬁli_—
mizi kolayca yazabiliriz :

U=f o (Z) dt

Simdilik fayda fonksiyonunun logaritmik 6zelligini ihmal ede-
lim. Boyle yapinca. Z, daha once gordiigiimiiz gibi :

A

=Y —aY)/L idi;

L de t nin fonksiyonu oldugu i¢in, Z su ii¢ degiskenin fonksiyo-
nu o'maktadir :
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o= (Y Y 1)

Boylece fonksiyonelimiz :

o
e J o {11,;(1",‘1",1;}% dt

a

bicimindedir. Goriildiigii gibi fonksiyonelin bu durumu, matema-
tik boliimiinde ele aldigimiz genel hale tekabiil etmektedir.

Euler denklemi :
oy = d/dt oy
bicimindedir. Burada :

oy = 09 /dY ve
oy = dg/dY’ diir.

Fonksiyonun fonksiyonu kuralni uygularsak :
o (Z) by = d/dt o (Z) ¥
Ovyle ki :
' by = oy/0Y ve
= L]Jﬂfr = alIJ / aY’ diir.

: Burada ¢ yi verine koyarsak :
i g % oY) /L } /1 9Y
it % Y — a¥Y) /L } /oY’
Kismi tiirevleri alirsak :
o’ (1/L) = d/dt ¢’ (—o/L)
Sag taraftaki tlirev alma islemini yaparsak :

¢’ (1/L) = — d/dt ¢’ (¢/L) + ¢ (¢n/L)

bu ifadeye diizenlersek :
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F

¢ = — d/dt 9'c + o' on
d/dt ¢'c = ¢’on — o
d/dt o'c = ¢’ (on — 1)

Ve buradan da Goodwin kuralna ulasiyoruz :

—

\{A‘Ud”’f}f‘f‘":—(ﬂﬂ—n} b

—rmr

Goriildugi gibi fx = 1/¢ olduguna gére, bu kuralin Ramsey
kuralindan tek farki, ‘n’ yi kapsamasidir. Ciinkii sermayenin mar-
jinal prodiiktivitesinin yerini burada sermaye/hasila orani almis-
tir. (Ramsey kuralinda oldugu gibi, ¢6ziimiin negatif isareti, denk-
lemin sol tarafinin azaldigini gosteriyor.)

Goodwin kuralinin sonucu su oluyor: niifus artisinin etkisi,
sermaye geregini, hizi kadar artirmaktadir: artan niifusun tiike-
tim gereklerini karsilamak iizere daha fazla yatirim yapmak gerek-
mektedir. '

¢ — Optimal Kalkinma Yolu :

~ Simdi, kalkinma parametrelerini kapsayan optimal biiyiime
yolunu, yani, adam basina tiiketimi maksimum kilacak yolu aras-
tiralim.

IV ve V ten, fayda fonksiyonelimizi su sekilde yazabiliriz :

4

b
= f log. L(Y’ — e Y EEEgm } dt

F |

Burada :
B vi=itlog, % (i ey gy i } dersek :
| i et ) B O AR A EL} ve
By ot (W —iaY U I Y LN oY g1
FY e d;’ldl F\" =) 'dElI] %

SRR G R S o nL.) exp (nt) Z = 0 boylece :
oY’ — 26Y' + Y = L'Z — L, Zon ' exp (at)

seklindeki diferansiyel denkleme ulasiriz.
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D = d/dt seklinde bir operator kullanarak tamamlayicit ¢o-

ziimii arayalim. Denklemin sol tarafini homojen ¢oziimii bulmak
icin kullaniyoruz.

" e

(Deei= 1R Y= 7L | ot eXP (nt)

Buradan koklerin esit ve 1/c ya esit oldugunu soriiyoruz. Oyle ise
tamamlayici ¢ozum :

Y. = (A + Bt) exp (t/o) dir.

Burada A ve B, baslangic kosullarini gosteren iki sabittir.
Simdi ozel ¢oziimil elde etmege calisalim :

Once yukaridaki standart hali tekrar yazahm :

Y 20X X = T i 7. on exp (nt)
— L, 7 exp (nt) —-.I.nD 7. on exp (nt)
=7 (1 =L ah)exp (At

Ozel ¢oziimiin t nin fonksiyonu oldugu goriiliiyor :
Y, = t !(t)

Oyle ise sorunumuz, iistel bir fonksiyonun sabitesini aramak
Bu sabiteye k diyelim:

Y, = £ = kexp (nt)

¢

Boyle olunca :
Y’ = kn exp (nt) ve
Y4 = kn“expt(nt) dir.

Buldugumuz bu iki ifadeyi yukaridaki standart formda yerine ko-
yarsak :

o2 kn? exp (nt) — 20 kn exp (nt) + k exp (nt)
— L, Z (L — on) exp (nt)

Sadelestirirsek :
2 kit = 2pkn bk =l Z ol — o)
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k parantezine alirsak :

kfni— 2on i 1T 7 on)

Sol taraftaki parantez icindeki ifade bir «miikemmel kare» dir.
onun icin :

kelon = 1y =107 (1 — on) boylece :
kifli=on) = .7 _ ve buradan
= (Lo Z)/1 —on yi buluruz.
Boylece :

= (L, Z) /1= on exp (nt)

Oyle ise genel coziim I(tama:mla}?1c1 ve ozel ¢cozlimlerin toplami) su
sekildedir : | |

S —

N [, Y Bt) exp (t/o) + (Lo Z/1 — on) exp (nt) - NLE

—— T

Bu sekilde elde ettigimiz optimal biiyiime yolunu su sekilde
yorumlayabiliriz : sermaye/hasila oraninin kiigiik olmasi, biiyiime
uzerinde olumlu etkide bulunur; niifus artis hizinin etkisi ise ters'
yondedir. ' |

Goraldugt gibi bunlar genel sonuglardir. Daha belirli bilgi edi-
nebilmek icin pfuametrclm:;e alternatif degerler verilerek sonucla-

rin karsilastirmak gerekir. Bununla birlikte bazi genel yaﬂcrllarda
bulunmak miimkiin :

Denklemlerdeki en az gecim haddinin uzun donemde fazla et-
kili olmayacag goriilmektedir. Cilinkii uzun dénemde optimal yola
tustel terimler hakim olacaktir. Onun igin 6nemli olan, baslangic-
taki adam basina tiikketim degil, sermaye/hasila oranidir. Benzer
sekilde baslangictaki isglicli, L., yine zaman icinde etkisini yitire-
cektir. Etkisini siirdiirecek olan, niifus artis hizadir. Kisa dénemde
o ve «n» nin etkileri uzun donemdeki etkileri ile aym1 yondedir.
Ama iki parametre de asil etkilerini uzun donemde hissetiriyorlar.

Kalkinma sorunu ele ailmdlgmda' genellikle niifus artis hiz
olumsuz bir etkiye sahiptir. Burada ise tersine gbriintiyor. Bizce
bu, denklemin mantiklama yéniine bagli. Nermatif bir model ol-
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dugu icin style yorumlaniyor : niifus artig hizi fazla ise, adam ba-
sina titketimi maksimize etmek icin anilli gelir su kadar olmali. Ka-
mmizca Z nin pozitif etkiye sahip olmasi da aymi yorumlama ile
aciklanabilir.

IV — DEGISIMLER HESABININ GELISMESI

Bu boliimde sunlarla ugrasacagiz : birinci kesimde, gerek ko-
sulu tamamlayan kosullar konusuna ¢ok kisa olarak deginecegiz.

ikinci kesimde ise, ele aldigimiz sekliyle degisimler hesabin-
da vapilan varsayimlarin ne yonde gevsetilerek teknigin gelistiril-
mesine calisildign konusunda kisaca duracagiz.

Ama degisimler hesabindaki asil gelismeler, iktisat¢1 olarak
bizi ilgilendirmesi bakimindan, bunlar degil. Degisimler hesabinin
gelistirilmesi sayilan kontrol teorisi ve maksimum prensibi. Onun
icin iiclincii kesimde bunun iizerinde duracagiz.

1 — Tamamlayici Kﬂ$u.llar

Degisimler hesabinda gordiigiimiiz Euler kosulu bir gerek ko
suldu. Buldugumuz optimal degerin bir maksimum mu yoksa mi-
nimum mu oldugunu bu kosulla bilemiyorduk. Yeter kosullar, ka-
baca, geleneksel optimizasyondaki ikinci sira kosullarina tekabiil
etmektedir. Ama ayni sey degil, tistelik tiiretilmeleri de onunla kar-
silastirilmayacak kadar zor. Bu kosullara Legendre-Clebsch kosul-
lar1 ad1 veriliyor. Bizim ele aldigimz 6rneklerde zorunlu sayilma-
yabilir ama, piir matematik agisindan, giiclii analizler i¢in bu ko-
sullarin yerine getirilip getirilmedigi kontrol edilmelidir.

2 — Varsayimlarin Gevsetilmesi

Ele aldigimiz basit bodelin baz1 simrlayici varsayimlarinin
gevsetilmesinin hangi kosullara bagl oldugu arastirilarak analizin
uygulama alani genisletilmek istenmigtir.

a — Degisken U¢ Noktalar

Biz hep sabit uc noktalarla ugrasmistik. Ozellikle bitisin bir
nokta halinde degil, bir alan halinde olmasi bazi uygulama alanlar
bulabilir.

Analizin bu hali kapsayabilmesinin kosullarma «gecis degisi-
mi» (transversality) kosullamn ya da Hamilton-Jacobi kosullari adi
verilmektedir.
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b — Entegral Tiiriinde Swmrlar :

Ele aldigimiz fonksiyonellerin sinirlari entegral olarak alindi-
ginda, basta basit 6rnegini vermis oldugumuz «escevre» sorunla-
rinin ¢oziilmesi ile ilgili sorunlardir.

¢ — Koseli Yollar :

Degisimler hesabinda, fonksivonlarin tiirevlerinin belirli bir
siraya kadar (ele aldigimiz. 6rneklerde ikinci siraya kadar) siirekli
oldugunu varsaymistik. Bu varsayim kalktiginda koseli yollarla
karsilagiyoruz. Koselerin varlifinin neleri gerektirdigini Weierstrass-
Erdman kosullari vermektedir. |

Degisimler hesabindaki bu gelismeler iktisat teorisine (bildi-
gimiz kadart ile) uygulanmamustir. Onun icin bu durumlar iizeri-
ne bu kadar bilgi ile yetinebiliriz. Tktisatta uygulanan gelismelere
bundan sonraki béliimde deginecegiz.

3 — Kontrol Teorisi ve Maksimum Prensibi

~ Optimal iktisat, gelismesinin son asamasinda, degisimler he-
sabindan tiliredigini kabul edebilecegimiz maksimum prensibini ve
kontrol teorisini kullanmaktadir. %

Simdi bunlar tizerinde duralim.

Degisimler hesabinda ele -aldigimiz fonksiyonel :

h

J = {p (}T, }F’, tl' dt

biciminde idi. Kontrol teorisinde ise su sekildedir :

b

] = oz o dt

(22) Kontrol teorisi, maksimum prensibi yaninda dinamik programlama
ile ¢oziilmektedir. Biz siirekli hesap dogrultusunda giderek, dinamik
~ programlama {izerinde durmadik. Kontrol teorisi, yapay uydularmn
uzayda uzaktan yonetimine kadar bircok kullanma yerleri olan bu yon-
tem, iktisatta, dinamik sorunlarin incelenmesinde (efsane benzeri bir

ver tutarak) kullanilmaktadir.
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Boylece y* acik olarak gorilmemektedir. Ama vy’ y nin n
sirasina kadar fonksiyonudur ve bu fonksiyonlar, sinir kosullarin:
teskil etmektedir :

y = fiy s ailes oy

Burada y’ ne «durum degiskeniy» (state wvariable) ad: verilmek-
tedir. 7z; vyi ise «kontrol degiskenleri» (control variable) olarak ta-
mimliyoruz, oyle ki, j = l,...,m. Burada, n ile m arasindaki
iliskilerin fonksiyonelde goriilmesi sart degildir, bu da olanaklarin
genis tutulabildigini gosteriyor.

Bu sekilde formiile edilen kontrol probleminin en yaygin co-
zum yolu, Pontryagin Prensibi, ya da Maksimum Prensibi ad; ve-
rilen yontemdir. Bu yontemde, dogrusal fonksiyonlar kullanilmak.
ta, bu durum yéntemin tercih nedeni olmaktadir,

Yontemin esasini, statik Lagrange carpanlari yardimi ile acik-
lamak miimkiin. Lagrange carpanlarinin statikligine karsi bu yOn-
temde dinamik garpanlar yer almaktadir,

Yine Lagrange yOntemindeki «biiytitiilmiis fonksiyon» (aug-
mented function) yerine burada Hamiltonyen Fonksiyon almakta-
dir; oyle ki :

HMWYy 2 = kF,2 + x §Ff (v, z)
i

3

Burada k, gelisigiizel secilmis bir sabit ve ¢ , | = Tmil=diegy

olmak iizere gelisi giizel bir zaman fonksiyonudur.
y

Boylece { yi Lagrange'deki ) ya benzetebiliyoruz; su farkla
ki, N bir sabitti, ¢ ise zaman boyutu olan dinamik bir garpan.

Coziim ise yine Lagrange’in biiylitiilmiis fonksiyonundaki gibi :

H{L{J(t),}r(t),z(t)} i) Ve

I )

olunca optimal kosul saglanmis olacaktir.
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