Sihirli Kare Matrislerin Oz Degerlerinin
Incelenmesi ve Moore-Penrose Inversi
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OZET

Bu ¢aliymada nxn  bigimindeki reel giriglere sahip bazi sihirli ya
da yari-sihirli  kare matrisleri incelevecegiz. Singiiler — olan
matrislerin 0z degerlerini ve Moore —Penrose inverslerini verecegiz.

Anahtar Kelimeler: Moore-Penrose inversi, Oz deger. Sihirli kare.
Sihirli sabit, Yari- sihirli kare.

1. GIRIS

1,2,....n° sayilarimin nxn kare matris igine her satir , situn ve kogegen toplamlari
ayni s sayisina esit olacak sekildeki diizenlenmesine n-inci mertebeden sihirli kare ve s
sayisina “sihirli sabit” denir. Yalmz satir ve siitun toplamlarinin tiimi sabit bir s
sayisina esit olan kare matrise yari- sihirli kare denir.Bu durumda ns=1+2+. +n’
oldugundan s=n(n’+1)/2 dir.
Ornegin, 3x3 tipindeki (LO-SHU) denilen asagidaki sihirli karede sihirli sabit
s=3(3" +1)/2=15 tir.
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Unli Alman ressami Albert Direr (1471-1528) tarafindan yapilan
“Melancolia” tablosunda yer alan ve annesinin 6lim tarihi 1514 yilim da igeren
asagida D ile'gosterilen sihirli kareyi inceleyelim. n=4 oldugundan s=4(4°+1)/2=34 dir.
Gorildiga gibi satir, stitun ve kosegen toplamlari 34 tiir. Ornegin, dort kosedeki 2x2
matrislerin sayilar toplami da s=34 tir.
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Yukaridaki D karesinde toplamlar1 34 @i veren ¢ok sayida kalip vardir. Bunlarin bir
kismi:

164+345+10=34, 16+4+1+13=34, 54+9+12+8 =34,  3+9+14+8 =34
24+5+15+12=34, 349+15+47=34, 3+5+15+11=34, 5+4+14+11=34
16+9+7+2 =34, 34+6+12+13=34, 10+15+1+8 =34

dir. Aynca ilk satirdaki 3 ve 2 ile son satirdaki 15 ve 14 Un toplami 34 tir. Saatin
caliyma yoniinde gidersek 15, 9, 2, 8 toplami da 34 tir. 4x4 tipinde 880 sihirli kare
yazilabilmektedir.

Caligma iig boliim olarak planlanmustir. Ikinci boliimde 8x8 bigimindeki sihirli
kareleri tanitacagiz. Ugiincii boliimde yari- sihirli karelerdeki Moore- Penrose inversin
bazi 6zellikleri ile birlikte 6z degerler ve matrislerin ranklar verilecektir.

2. BENJAMIN FRANKLIN’IN SIHIRLI KARELERI

Matematik dinyasinda bir ¢ogu heniiz bilinmeyen bazi sihirli kareler 18.
yuzyilda yagamig olan Benjamin Franklin (1706-1790) tarafindan olugturulmustur. Daha
once hi¢ yayinlanmamig olam (Tablo 1) Pasles (2001) de ayrintili olarak incelenmigtir.
Bir yazar, diplomat ve bilim adami (fizik¢i ve matematikgi ) olarak Franklin kendi
yasadigi donemde ve giiniimiizde de ovgiiye deger biridir. Ornegin, Londra ve Paris
Bilimler Akademilerinin bilimsel iiyelige segtigi tek Amerikandi ve uzun yillar da tek
kalmigti. Franklin’in matematiksel yasaminda sihirli kareler onemli yer tutmaktadir
Franklin’in formal egitimi iki yildan daha kisa bir siirede son bulmustur. Esas itibariyle
kendi kendini yetigtirmigtir. Guniimiize kadar bir gok aragtirmacimin Franklin karelerini
inceledigini biliyoruz. Asagidaki 8x8 tipindeki yan-sihirli kare bunlarin en
onemlilerinden biridir.

Tablo 1. Franklin’in 8x8 yari-sihirli karesi

52 |61 (04 [13 |20 |29 |36 |45
14 |03 [62 |51 |46 [35 |30 [I9
53 [60 (05 [12 |21 |28 |37 |44
11 |06 |59 |54 |43 [38 [27 |22
A= 55 |58 |07 |10 |23 [26 (39 |42
09 |08 [57 |56 (41 [40 |25 |24
50 (63 |02 |15 |18 |31 |34 |47
16 |01 (64 (49 |48 |33 |32 |17

Tablo 1. de A ile gosterilen karede satirlarin ve situnlarin toplami 260 dir. Yari-
sihirli karedir. Sirasiyla kosegen toplamlar1 260-32 ve 260+32 dir. Kosegen toplamlar:
260 degildir. Goruldugi gibi k ve 65-k sayilar1 aymi satirda yer almaktadir.( 1. satirda
k=4 , 65-k=61; k=52 65-k=13; k=20 65-k=45; k=29 65-k= 36 ) ; koselerdeki 2x2
karelerin sayilar toplami=130 ; 2x4 veya 4x2 dikdortgenlerdeki sayilar toplamt =260
dir.



in Oz Degerlerinin incelenmesi ve Moore-Penrose inversi

Dort kogedeki 2x2 sayilar toplami= 130 dur.( I. kdgede 52+61+14+3=130 v.s).
Her bir satirin ve stitunun toplaminin yarist da 130 dir. Gortldugii gibi ¢ok 6zel yapida
bir yari-sihirli karedir.

Franklin tarafindan verilen ve B ile gosterecegimiz diger bir sihirli kare Tablo
2 de goriilmektedir.

Tablo 2. Franklin'in diger 8x8 sihirli karesi

17 147 [30 [36 (21 (43 [26 [40
32 (34 [19 |45 (28 [38 [23 |4]
33 (31 |46 |20 |37 |27 (42 |24
48 |18 [35 |29 |44 (22 |39 (25
49 [15 |62 |4 53 |11 |58 |8
64 |2 51 |13 |60 |6 55 |9
1 63 |14 |52 |5 59 [10 [56
16 [50 |3 61 |12 [54 |[7 57

Herhangi 2nx2n tipindeki sihirli kare olusturmak i¢in evrensel bir yontem
yoktur. En ilging 8x8 yari-sihirli kare Beverely’e aittir. 1848 de yayinlanmigtir. Stitun
ve satir toplamlar 260 tir. 2x2 koseleri de yari sihirli ve sihirli say1 130 dur. Beverely
tarafindan verilen 8x8 yari-sihirli kare matris C olsun. Kosegen toplamlarn sirasiyla 282
ve 210 dur. Birinci satirda; 01+48+31+50=130; 33+16+63+18=130 ve birinci siitunda:
01+30+47+52=130; 05+28+43+54=130 olmaktadir. Diger satir ve siitunlarda da aym
sayilar bulunmaktadir,

Tablo 3. Beverely’nin 8x8 sihirli karesi

01 [48 [31 |50 |33 |16 |63 18
30 |51 |46 |03 |62 |19 |14 |35
47 (02 |49 |32 |15 |34 |17 |64
52 [29 |04 |45 |20 |61 |36 13
05 [44 |25 |56 |09 |40 |21 60
28 (53 |08 |41 |24 |57 [12 |37
43 106 (55 [26 (39 [10 |59 (22

54 |27 |42 |07 |58 |23 |38 11

C vyari-sihirli karesinin bazi 6zelliklerini sonraki boliimde inceleyecegiz.
3. YARI-SIHIRLI KARELER VE MOORE-PENROSE INVERSI

Booth ve Booth (1955) de ifade edildigi gibi singiiler olmayan bir sihirli ( ya da yari-
sihirli ) karenin elemanlariyla olugturulan bir matrisin tersi de bir sihirli karedir. s
“sihirli-sabit” olmak {izere bir matrisin tersinin satir ve stitunlarinin toplamlari 1/s ye
esittir. Asagidaki 3x3 sihirli kareyi ele alalim. Singiiler olmayan M matrisi i¢in



A 37 -68 7

M=o, P=| 2Lt |-38 -8 22
A |~ 360

~23 53 ~93

Goriilebilecegi gibi M matrisinin satir ve siitun toplamlari 1/15 tir. Aym 6zellik
kosegen toplamlan igin de gegerlidir. Direr’in sihirli karesine bakildiginda karsilik
gelen kare matris singtiler (tekil) ve ranki 3 tiir. Bu nedenle Booth ve Booth (1955) deki
sonu¢ uygulanamaz. O halde matrislerin Moore-Penrose (M-P) inverslerinin de sihirli
kare dzelliklerini tagiyip tagimadigini 6grenmek istiyoruz.

Bir A matrisinin A" ile gosterilen M-P inversi asagidaki dort kosulu saglarsa A" tek
olarak tanimlanir.

AATA=A
ATAA=A"
(AA"Y'=(AA")
(A*AY=A"A
A bir kare matris olmasa bile bu invers daima vardir (Rao ve Mitra (1971)).
Yalniz (i) kosulu saglanirsa A" yerine A® gosterimi kullanilir ve AA*A=A ise, A* ye A

nin kosullu inversi (genellestirilmis inversi) denir. Her matris genellegtirilmis inverse
sahiptir, fakat tek olmayabilir. Ayrica, ¢ bir skaler olmak iizere

|
(m)+=a+A+ ve a¢= %xvaio
0,00=0

dir.

Simdi  Albert Direr tarafindan yapilan “Melancolia” resminde yer alan
asagidaki meghur sihirli kareyi dugtinelim:

16 03 02 13
| 05 10 11 08
109 06 07 12

04 15 14 01

Satir, siitun ve kosegen toplamlari 34, dort kosedeki 2x2 alt kare matrislerin
elemanlarinin toplami da 34 tiir. D singtler bir matristir. Rank (D)=3 diir. D nin 6z



in incelenm rsi

4
degerleri : 2, =34, 1,=80, 1,=-80.4,=0 veiz(D)=s=34=) A, dir. D , 4x4
=]

tipinde sihirli kare matrisin M-P inversi de sihirli kare olan bir matrise Grnektir.
Goruldagu gibi D nin M-P inversi:

275 =201 -167 173
] 37 -—-31 =65 139

TGH.6B0 -9 105 71 3
~133 207 241 -235

+

dir. M-P inversindeki (i)-(iv) kosullari saglanir (Trenkler (1994)). D matrisini

D= DI] DII
Dl! DH

bigiminde pargalara ayirdigimizda

16 3 2
Dy=| 5 10 11[, det (D)=136%0, ve rank (Dy;) =3 tiir. D;>=[13 8 12], Dy,
9 6 7

=[4 15 14], Dp=1ve B=(D, D], +D,D,,)" D, (D|,D,, + D, D,,)”" olmak iizere

" [D]’I BD|, D, BD, :|
D'=
D,BD,, D,BD;,,

bulunur. Gériilebilecegi gibi D" nin satir, siitun ve kosegen toplamlar , dort kosedeki
alt kare matrislerdeki sayilar toplami da 1/34 tir. j’=(1,1,1,1) ve s=34 olmak iizere

D' j=3—|4- j ve D“j=3l4j kosullar1 saglanmaktadir. O halde agagidaki iki teoremi

verebiliriz.

Teorem.1. Bir A kare matrisinin yari-sihirli olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

Aj=sj,
A'j=sj

dir. Burada j’=(1,1,...,1) nx1 tipinde R" uzayinda 1 lerin vektoriidir. Bu nedenle s ve
sirasiyla A ve A’ matrislerinin 6z degeri ve 6z vektoriidiir. A nin sihirli kare matris
olmasi i¢in asagidaki iki kosul eklenmelidir.

tr(A)=s,

tr(EA)=s.



Burada E=

0
0
0
1

dir

Teorem 2. (Schmidt ve Trenkler (2001). x#0 ve belli baz1 A skalerleri i¢in kabul
edelim ki

Ax=Ax,
A'x= A x

dir. Budurumda A*x=1*x=1"xve A*x=1"x dir.

Simdi agagidaki 4x4 tipinde yari-sihirli kareyi digtinelim.

5 8§ 9 12
|14 15 2 3
11110 7 6
4 1 16 13

Burada s=34 dir. T nin 6z degerleri: 34, 8, -2ve O dir. Rank (T )=3 tir. T
singiilerdir. T matrisinin M-P inversi:

-0,11020658 0,032650560  0,05943627  0,04753151
_ | 009217437  0,020745798  —0,02389706 —0,05961134
T | -0,07746849 —0,006039916  0,03860294  0,07431723
0,12491246 —0,017944678 —0,04473039 -0,03282563

+

1259 373 679 543

o 1053 237 -273 -68l
734336 —885 —69 441 849

1427 -205 -511 —-375

T* ve T* nin 6z degerleri : -0.1351213, 0.02941176, 0.0202606, ve O dir.
T*j=T"j=s"j kosulu saglanmaktadir. Yukaridaki teoremde x vektorii 6zel olarak j : 4x1
bigiminde bir vektor olarak alinmigtir. 4x4 tipindeki bazi yari sihirli kare matrislerde
rank() = 4 olmaktadir. Bu durumlarda dogal olarak T'j=(T"')j=s"j esitlikleri
saglanacaktir,



3.1 Baz sihirli ya da yari-sihirli kare matrislerin rank ve 6z degerleri

Oncelikle 2. bolimde Benjamin Franklin tarafindan olusturulan ve A ile
gosterdigimiz Tablo 1. deki 8x8 kare matrisi diigtinelim. A nin 6z degerlerinin tigii
A, =260,00, A, =-4371281, A, =1171281 ve digerleri sifir olmaktadir. Iz

8
(A)=228=ZJL- dir. rank (A)=3 tiir. Goriildigi gibi Aj=A’j=sj dir.
i=l

Tablo 2. de verilen 8x8 sihirli kare B olsun. B nin ranki 3 tir. B nin 6z degerleri:
A, =260,00, A, =-4.0-1,5491933i, A, =-4.0+1,54913i

ve digerleri sifir olmaktadir. Kogegen toplamlar 260 + 8 dir. Bu 6rneklerden gortldugii
gibi 6z degerlerin timii reel degildir.

Beverely tarafindan verilen ve 1848 de yayinlanan 8x8 yari-sihirli kare matris
C olsun. Oz degerler:

A, =5=260,00, A,=-64,09064, A,=51,22422, A, =36,30959, A, =-1,44317,
0,0,0

8
dir, iz(C)=2/li =282 dir. rank(C)=5 tir. C matrisi singiler matristir. C nin satir

=]
toplamlari=siitun toplamlari=260 dir. C nin M-P g-inversi C" ise, C* daki satir ve siitun
toplamlar1 1/260 dir. Ayrica C* nmin 4x4 kose kareleri de yari-sihirlidir. Sihirli sabit

1/520 dir. A,,A,,A,,A; degerleri

A —22A4" —3784A% +113792A4 +172032 =0

polinom denkleminin kokleridir. Asagida 6x6 ve 30x30 arasindaki bazi sihirli ya da
yari-sihirli kare matrislerin 6z degerleri ve ranklari verilmektedir. Ay Aj...., Ag ile
gosterdigimiz  ve makaleye koyamadigimiz kare matrisler birinci yazardan temin
edilebilir.

6x6 (s=111)

1 32 33 4 35 6
30 8 27 28 11 7
13 23 22 21 14 18
24 17 16 15 20 19
12: 26 10 9 29 25
|31 5 3 34 2 26

Ay ile gosterdigimiz bu matrisin rank1 6 dir. Oz degerleri: 111, 17,263998, -
1]
9,508564 + 8464671, 7,808808, -6,055679 dir. Ayrica, iz (Ag )=s= El‘. =111 dir.

i=1

7x7 (s=175)
rank(A)=7 , Oz degerleri: 175; +56,48483; +31,08816; +25,39667

13



11X11 (s=671) ,

rank(A,)=11, Oz degerleri: 1. 671 2. -214,74, 3. 214,74 ,4. 111,90,
5. —-111.90 6. 80.05

-80,05, 8. -66,51, 9. 66,51, 10. -61,12 , 11. 61,12

12x12 (s=870),
rank(A3)=3, sifirdan farkl 6z degerleri: 870 , -143,5 143.5

14x14 (s=1379),
rank(A4)=6 , sifirdan farkli 6z degerleri: 1379, -142,0795 , 86,60846-50,92i ,

86,60846+50,92i, -26,91910, -4,218317.

16x16 (s=2056),
rank( A )= 3, sifirdan farkli 6z degerler:

1. 2056, 2. 295,03, 3. -295,03
Franklin’in 16x16 sihirli karesi i¢in rank(A)=3 ve 6z degerleri 2056, -174,8513,

46,8513 tiir. As" nin satir ve siitunlarinin toplamlari 1/2056 dir.

18x18 (s=2925),
rank(Ag)=6, sifirdan farkl 6z degerleri: 1. 2925, 2. —-320,6437, 3. 174,7866-82,62i,

4. 174,7866+82,62i, 5. —23,52472, 6.-5,404836

22x22 (s=5335),
rank(A7)=6, sifirdan farkli 6z degerleri: 1. 5335, 2. —572,7669,
3. 301,5333-105,36i, 4. 301,5333+105,36i, 5. -23,84709, 6. —6,452643

26x26 (s=8801),
rank(Ag) =6, sifirdan farkli 6z degerleri: 1. 8801, 2. -908,85, 3. 470,76-96,74i,

4. 470,76496,74i, 5. -2527, 6. -7,40

30x30(s=13515),
rank(Ay)=6 , sifirdan farkli 6z degerleri: 1. 13515, 2. —13336,80, 3. 787,67,

4. 584,61, 5. -27,19, 6. -8,29

Goruldigi gibi nxn tipinde yari-sihirli ya da sihirli kare matrislerde pozitif tam sayi

olan en buyiikk 6z deger sihirli sabit s ye esit; (2n+1)x(2n+1) n=1,2,3,... tipinde yari-

sihirli ya da sihirli kare matrislerde diger 6z degerler ov+iff ya da —y+4§i, £&
2n+l

bigiminde ve toplamlar sifirdir. Yani Z)L;. =0 dir. O halde Teorem 1 ve Teorem 2
i=2

nin degerlendirilmesiyle asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 3. A nxn tipinde singiiler (ya da singiiler olmayan) bir yari-sihirli veya sihirli
kare matris olsun . Sihirli sabit s olmak tizere A nin pozitif tam sayi olan en biyiik 6z
degeri sihirli sabite esittir.



Ayrica kaynaklarda verilen 2nx2n tipinde n=2,3,4,... 15 vyari-sihirli ya da sihirli
matrislerde rank(.)<6 oldugu goriilmustiir. Bu agik problemin incelenmesi okuyucuya
birakilmagtir.
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Some Remarks on the Eigenvalues of the Magic
Matrices and Moore-Penrose Inverse

ABSTRACT

In this paper we consider some nXn magic or semi-magic (real)
square matrices. We also examine the eigenvalues and the Moore-
Penrose inverses of singular magic square matrices.

Key Words: Eigenvalue, Magic constant, Magic square, Moore-
Penrose inverse, Semi- magic square.





