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Bagimsiz Cift Orneklem icin Yeni bir Homojenlik Testi

Adil KORKMAZ*

OZET

Bu calismada biri ucuz oldugu igin bol olgiide, dteki de pahali
oldugu igin kit olgiide elde edilebilen iki ornekleme dayali olarak
bagimsiz ¢ift orneklem homojenlik testini gergeklestirmeye yonelik
veni bir test yontemi gelistirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Iki Orneklem Konum Sorunu, Mann-Whimey-Wilcoxon
Test, Linear Placement.

1. GIRIS

X, dagilim iglevi F ve olasilik yogunluk islevi f olan; Y ise dagilim islevi G ve
olasilik yogunluk islevi g olan sirekli raslanti degiskenleri olsun. Bu raslanti
degiskenlerine iliskin olmak tizere ¢ekilen m ve n buyiikluklerindeki 6rneklem raslanti
degiskenleri de X, Xo, ..., Xiy ve Yy, Yo, ..., Y,,; bunlarin sirali 6rneklem degerleri de
X1y X2y eos Xy V€ Y1y, Y23, ..., Y Olarak gosterilirken, sirasiz 6rneklem gozlemleri
X1y X25 ey Xm V€ Y15 Y2, -y Y, Stralt 6rneklem gozlemleri de X1y, X@), «-s Xam) V€ Y1)» Y2)s
s Yy ile gosterilmektedir. Salt gozlemlere dayali olarak X ve Y raslanti
degiskenlerinin dagilim iglevlerinin esit olup olmadigin1 anlamaya yonelik hipotez testi,
istatistik yazininda bagimsiz ¢ift 6rneklem homojenlik testi diye adlandirilmaktadir.
Burada yokluk hipotezi H: F=G ve almagik hipotez A: F#£G biciminde dile getirilebilir,
Istatistik yazininda bagimsiz ¢ift 6rneklem homojenlik testleri pek ¢ok kaynakta
bulunabilir (Korkmaz-Giinay, 2000; Sprent, 1989; Siegel ve Castellan, 1988; Gibbons,
1985; Dixon ve Massey, 1983; Hollander ve Wolfe, 1973; Mann ve Whitney, 1947;
Wilcoxon, 1945; Wald ve Wolfowitz, 1940). Bu g¢alismada onerilen bagimsiz ¢ift
orneklem homojenlik testi, biri pahali oldugundan dolay: ya da dogal nedenlerle kiigiik,
oteki ise ucuz oldugundan dolay1 ya da dogal nedenlerle biiytik 6lgtilerde elde edilebilen
orneklemlere dayali olmak bakimindan éncellerinden farklilagmaktadir. S6z konusu ¢ift
orneklem homojenlik testinin iki temel dayanag: vardir:

Biri, asimtotik olarak esit olasihikh araliklar teoremi, oteki de tiime kars: bir
kargilagtirma yontemidir.
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2. ASIMTOTIK OLARAK ESIT OLASILIKLI ARALIKLAR TEOREMI

Y raslanti degiskenine iligkin Yy, Yi2), ..., Y sirali istatistikleri, gergel ekseni,
n+1 araliga asagidaki gibi boler:

Il:(_mo Y“l]’
L:(Yan Yol

ln:(Y(n—Ih Y(n)];
ln-rI:(YIng +09),

Y raslant1 degiskeninin bu araliklarda ger¢eklesme olasiliklan k=1, 2, ..., n+l
olmak tizere soyle tanimlanabilir:

Py=P(Ye k).
Py, Pa, ..., Py (Py=1-P;-Po-...-P,) olasiliklar1 birer raslanti degiskenidir. Bu
raslanti degiskenlerinin Dirichlet(1, I, ..., 1; 1) dagilimh olduklari kolayca gosterilebilir.

Bunun i¢in Y 6rneklemine iligkin olasilik 6gesini (dP),

dP=n!-dG(Y 1)) dG(Y2)) - dG(Y ),
bi¢iminde yazmak ve sonra da,

Pi=P(Ye I,)=P(Y<Y1))=G(Y));
Pr1=P(Y€ Ik 1))=P(Y<Y ks 1))-P(YSY (1)) =G(Y k41))-G(Y ), (k=1, 2, ..., n-1);
Py 1=P(Y€ Ly )=P(Y>Y ())=1-P(Y<Y ())=1-G(Y ()
donustimlerini yapmak gerekmektedir. Bu durumda,
dP=n!-dP,- dP;--- dP,,
elde edilir ki, bu da s6z konusu savin gegerliligini kanitlar.
Buradan k. sirali istatistik olan Y)'nin marjinal olasilik yogunluk islevi soyle

bulunabilir (Vaart, 1998; Casella and Berger, 1990; Wilks, 1962) (k=1, 2, ....m):

n!

(k—1)!-(n—k)

| [G(Y(k))]k*! : [1 -Gy )]n-k 8(Ya))-

|d}" (k)|= |

oldugu
dw , ’ g(¥ ¢y)

Wi=G(Y) ve w, = G(y,) degisken doniigimii yapilir ve

g0z oniine alinirsa Wi’'nin olasilik yogunluk iglevi:
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!
n Wkk-l -(l—wk )n-k'

(k—=1)-(n—k)!

biciminde bulunabilir. Bu demektir ki, Wy, k ve n+l1-k parametrelerine sahip beta
dagilimli bir raslant: degiskenidir. Bunun beklenen degeri ve varyans: soyledir:

K  k-(n-k+1)
BN s )= g A S e e T Rt 2]

Bunlar Chebyshev esitsizliginde yerine konulursa,

k
Pﬂ“’k s

bulunur ki, burada ¢ istenildigi olgiide kiigiik tutulabilen arti degerli bir sayidir. n
sonsuza gotiruldigiinde,

e k-(n—k+1)
E}J (n+1) - (n+2)- €

R e

K <£}=l
1

n+

lim P{

elde edilir. Yukaridaki baginti, Wy raslanti degiskeninin biiyiik sayilar yasasina boyun
egdigini ve Ll degerine yakinsadigini gosterir. Ote yandan,
n-+
Pi=Wy;
Prii=Wii-Wy, (k=1, 2, ..., n-1);

Pui=1-W,

. .o 2
oldugu goz oniinde bulundurulursa, Wy, W, ..., W, raslant1 degiskenleri pra R
n

n+1’
. .. . ]

: degerlerine yakinsarken, Py, Py, ..., P, ve Py, raslanti degigkenlerinin de —+—T
n+ n
degerine yakinsadigi kolayca anlasilir. Bu, asimtotik olarak esit olasilikli araliklar
teoreminin matematiksel anlatimidir.

ey

3. KARSILASTIRMA YONTEMI

Onerilen bagimsiz ¢ift érneklem homojenlik testinin ikinci dayanags, time kars
bir kargilagtirma yontemidir. Daha 6nce pek ¢ok testte verilerin igerdigi bilgiyi tam
olarak degerlendirmek kaygisiyla tiime kargi tiim karsilaghrma yontemi
uygulanmugtir. Wilcoxon sira toplami testinde uygulanan bu geleneksel ydntemin
algoritmasi soyle verilebilir: Birinci 6rneklemin biitiin 6geleri ikinci 6rneklemin biitiin
ogeleriyle birlestirilir; birlesik orneklem o6geleri kiigiikten biiyiige dogru siralanir;
birinci orneklem ogelerinin birlesik sirali 6rneklemdeki ranklart bulunur. Birinci
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orneklem (20, 15) ve ikinci 6rneklem (10, 37, 17) olsun. Birlesik 6rneklem (20, 15, 10,
37, 17); birlesik sirali érneklem (10, 15, 17, 20, 37) olarak elde edilir ve buradan da ilk
ornekleme iliskin ranklar 4 ve 2 olarak bulunur.

X raslant: degiskeninin tiime kars: tiim kargilastirma yontemiyle elde edilen rank: Ty
ile gosterilecek olursa, Orban ve Wolfe (1979), Ti-k degerini placement diye
adlandirmaktadir. Bu, birlesik sirali 6rneklemde Xy, raslanti degiskeninden kiigiik Y
gozlemlerinin sayisint anlatir. Fligner ve Policello (1981), bu degerlere dayanarak
Wilcoxon sira toplami testini daha etkin bir duruma getirmiglerdir. Burada ise, ¢ok
benzemekle birlikte, T, —k degeri degil, T, —k +1 degeri temel olarak alinmaktadir.
Bu deger, “tume kars: bir karsilastirma yontemi” ile elde edilen ranklar olmaktadir. Bu
kargilagtirma yonteminin temel adimlart soyle dile getirilebilir: Kiigiik 6rneklemin
yalnizca bir 6gesi buylik orneklemin bitiin 6geleriyle birlestirilir; birlesik 6rneklem
kagiikten biiytige dogru siralanir; kiigiik 6rneklem 6gesinin ranki bulunur ve bu islemler
kiguk orneklemin her 6gesi igin yinelenir. Kiigiik orneklem (20, 15) ve buyiik 6rneklem
(10, 37, 17) olsun. Ilk 6rneklemin yalnizca bir 6gesiyle ikinci orneklemin tim ogeleri
(20, 10, 37, 17) bigiminde olmak uizere birlestirilerek yeni bir 6rneklem elde edilir. Bu
orneklem degerleri siralanarak (10, 17, 20, 37) dizisi elde edilir. 1k 6rneklemin 6gesine
iligkin rank 3 olarak bulunur. Bu adimlar ilk 6rneklemin geri kalan ogeleri igin de
yinelenir. Boylece ilk 6érneklemin izleyen 6gesinin ranki 2 olarak bulunur.

4. TEST ISTATISTIGi VE DAGILIMI

X1, Xa, ..., Xiy Orneklem raslanti degiskenleri igin tume kars: bir karsilagtirma
yontemiyle elde edilmis olan ranklar Ry, Ry, ..., Ry, olsun. Homojenlik kosulu altinda (H
kosulu altinda) k=1, 2, ..., m olmak tzere Ry raslanti degiskeni 1 ile n+1 arasindaki

degerleri Py, P, ..., Py olasiliklariyla alacaktir. Bu durumda g - ~2»In{ R, ]
n+1

olarak tammlanacak olan raslanti degigskeninin Py, P, .., P, kosulu altindaki
karakteristik islevi soyle olacaktir

(i=y=1):

\Psk/p,,zg...“ P, fit)is=
e_illlzlm(“I+I ] P e

n+l

n+|]_P

" n+l

-i-I-Z-In[

~i'l~2-ln{—2~]
P+t

Bu da goyle yazilabilir:

\Psk/P,.p!. . Py (t) =

( l ) .P,+( 2 J -P,+,,.+(n+lJ -P,,t..
n + 1 n + | ) n + 1

Kosullu karakteristik iglevini n—oo iken bulabilmek igin k=1, 2, ..., n+1 olmak

. k 1 - ; ; ;
lizere z, S tanimlanacak olursa Az, G elde edilir. Asimtotik olarak egit
n+ n+
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olasilikli araliklar teoremi geregince Py, P,, ..., P, ve P, olasiliklari Az, :—]——

n+ |
degerine yakinsadigindan, kosullu karakteristik iglev,
n+l
lim lys,/i'..!‘,..l’..(t):lim Z zku‘l-'AZk
n— ee k=1
bigiminde yazilabilir. Buradan da integral tammi dikkate alinarak,
I
lim ¥s.mp.n () =] 27" dz = (1=i-t-2)"
elde edilir. Gorildugi gibi, kosullu karakteristik islev n—oo igin Py, P,, ..., P, ve Py,

degerlerine bagh degildir ve dolayisiyla da Sy raslanti degiskeninin kosulsuz (marjinal)
karakteristik islevi,
lim ¥s (t)=(Q-i-t-2)"

n—s e

olarak bulunur. Bu, serbestlik derecesi 2 olan ki-kare dagilimli bir raslanti degiskeninin
karakteristik islevidir,
Test istatistigi,

S=S|+S:+.‘_+Sm _—__2_IH[R|-R:.._RH‘}

(n+1)"

bigiminde tanimlansin. S’nin n—oo iken 2-m serbestlik derecesinde ki-kare dagilimli bir
raslant1 degiskeni oldugu kolayca gosterilebilir: Py, Pa, ..., P, (agiktir ki Py, 1=1-P-Ps-...-
P,) kosulu altinda, X, X, ..., X(m raslanti degiskenleri, I, I, ..., I, ve I
araliklarinda birbirlerinden bagimsiz olarak Py, P,, .., P, ve P, olasiliklariyla
gerceklesirler. Dolayisiyla Rj, Ra, ..., R, ve onlarin birer iglevi olan S, S,, .... S,
raslanti degiskenleri P, P, .., P, kosulu altinda birbirlerinden bagimsizdirlar.
Dolayisiyla,

¥spe . (0= s mp o, (O]
yazilabilir. Buradan

lim ¥smop,. .0 (1) = Q-i-t-2)"

n— e

bulunur. S’nin kogullu karakteristik islevi, n sonsuza giderken P,, P, ..., P, raslanti
degiskenlerinden bagimsiz oldugundan, séz konusu raslanti degiskeninin kosulsuz
(marjinal) karakteristik iglevi,

lim ‘Ps([):(l—i-t-z)"“

= =
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bigiminde yazilabilir. Bu, bilindigi gibi, serbestlik derecesi 2'm olan ki-kare dagilimli
bir raslanti degiskeninin karakteristik iglevidir.

5. TESTIN TUTARLILIGI

S istatistigine dayah olarak yapilacak bagimsiz ¢ift 6rneklem homojenlik testinin
yokluk hipotezi ve almasik hipotezi H: P(X>Y)=P(Y>X) ve A: P(X>Y)>P(Y>X)

bigiminde dile getirilecek olursa, testin tutarli oldugu gosterilebilir. S, = ~2-In( R“] }
n-+

raslanti degiskeninin beklenen degeri A kosulu altinda pa ve H kosulu altinda iy
varyanst ise A kosulu altinda oA’ ve H kosulu altinda oy’ olsun. Burada

wy=E(S/H)=2-m ve on’=Var(S/H)=4-m oldugu bilinmektedir. 0 < Rkl <1 oldugundan
n+

B = —2-]11{ Ry ] soyle yazilabilir:
n

+ 1
2 3
S = e .Y 1- By it e R, +ope
n+1) 2 n+1l 3 n+l
I X, >%,
Ote yandan u=1, 2, .., m ve v=1, 2, .., n olmak iizere I1 =
6 X.2Y
1 X, <Y,
tammlanacak olursa 1-1I1 , = yazilabilir. H kosulu altinda bu raslanti
0 X,2Y,

degiskenlerine bagli olarak agsagidaki baginti yazilabilir:

n+1-R, =(1-T,)+0-T,)+..+01-11_).

A kosulu altinda P{l - IT, = 1}< ;— olur. n+1-Rg degiskeninin r. momenti soyledir:

E{n+1-R, ¥ f=BJQ-11,, )+ (-T1 )4+ @11, )T

Agik bigimde yazilacak olursa bu moment goyle olur:

' . r! ; % (1_ % . (1_ O
E n+I—Rk)}—~Z 0,1 0,10 (-1, )™ -(-1,,)™ - (Q-1,,)

P(1-11,, =1)-P(L-I1,, =1)---P(1—T1T,, =1)‘

70



Burada 0y, Oy, ..., Ok degiskenleri, toplamlari r olmak tizere, O ile r arasinda
degisir. H kosulu altinda,

P(-T1, =1)=P1-TI,, =1)=-=P(1-1II,_ :]):%,
A kosulu altinda ise,

P(1-11,, =1)=P(1-1I,, =1)=---=P(1-1I,, :1)<%

olduguna gore E {(n +1 - R, )' }degeri, biri A ve biri de H kosulu altinda olmak
tizere iki kez yazilabilir. Bu anlatimlar terim terime kargilastirilacak olursa,

E{n+1-R,Y/A}<E{n+1-Rr, ) /u}

elde edilir. Buradan,

E(Si/A)<E(Sy/H) ve dolayistyla da pa<py bulunur. Ote yandan,
E(S/A)=m-pus<E(S/H)=2-m,

Var(S/A)=m-0”.

H kosulu altinda ve n—oo igin 2-m serbestlik derecesinde ki-kare dagilimli olan
S raslanti degiskeni, biiyik m degerleri i¢in 2:m ve 4-m parametreleriyle normal
dagilimhi olacaktir. Dolayistyla homojenlik testinde yokluk hipotezinin reddedilmesi,

S-2:m S-2:m
Jam ~ Zep yada “Jgo < “%en olaylarinin gergeklesmesine baghdir. Burada

%4/ , normal dagilim tablosunda 1-o gliven araligina gore belirlenen kritik degerdir. X,

Y’den olasiliksal olarak daha buyik ise bu durumda red karart verilebilmesi igin

S=2-m
Jam ‘e olaymim gergeklesmesi gerekecektir. Ciinkii X, Y’den olasiliksal olarak

daha biiyiik iken Ry, Ry, ..., Ry, raslanti degiskenleri nt+1’e yaklasirken S, S,, ..., Sy,
raslant1 degiskenleri de 0’a yaklasir ve boylece S raslanti degiskeni asiri 6lgiide kiigiik
bir deger olarak H’in aleyhinde bir kanit ortaya koyar. Bu durumun gergeklestigini
gorebilmek amaciyla Chebyshev esitsizligi A kosulu altinda soyle yazilabilir:

P{m-u,\ —c-\/g-cs,\ <S<m-u_ﬁ+c-ﬁ-c,\}21—i,.
o’

Buradan
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p S—2—m<m-u’\+c-ﬁ»0}—2-m 57— I‘
NI V4-m ¢’
— 2-m-m-yU, —c-vym-C -2
yazilabilir. z,, = m-m-p, —c-vm-o, oldugunda E—~-———m—-< ~2,,, daolur ve
J4-m V4 -m
H
- 2—u, 2 . . .
reddedilir. Buradan ¢ = -m——-zm elde edilir. m—oo igin ¢ sonsuza gider
GA G!\
ve limplo2m Ml te-ym-g, -2'm =1 ve lim P{-S____{z —.£n<—znq2} =1
m—yee J4- m \/4 -m m=pe 4.m
olur. Bu

demektir ki, A kosulu altinda n’nin yam sira m de sonsuza giderken H’in reddedilme
olasiligi 1 olur. Dolayisiyla S istatistigine dayali olarak gergeklestirilecek test asimtotik
olarak tutarlidir.

6. SONUC

S istatistigi ¢ift orneklem homojenlik testi igin uygun bir olguttir. Cunki
homojenlik kosulu altinda Ry, Ry, ..., Ry, istatistiklerinden tiretilen S istatistigi 2:m
serbestlik derecesinde ki-kare dagilimi gosterecek ve dolayisiyla da 2-m yoresinde
gergeklesecektir. Bu durumda da H hipotezi kabul edilecektir. X raslant: degiskeni Y
raslanti degiskeninden olasiliksal olarak daha kigiik ise bu durumda R, Ry, ..., R,
istatistikleri 1’e yaklasirken S istatistigi de 0’a yaklagsacak ve bu da yokluk hipotezinin
reddedilerek kargit hipotezin kabul edilmesiyle sonuglanacaktir. Dolayisiyla S istatistigi
¢ift 6rneklem homojenlik testi igin uygun bir 6l¢iit olma iglevini goriir. Boylece elde
edilebilen S istatistigine dayali olarak yapilacak ¢ift orneklem testi benzerlerinden
farklilagmaktadir. Bu farklilik, pahali oldugu igin ancak kit olgiide elde edilebilen bir
orneklem ile ucuz oldugu i¢in bol 6lgiide elde edilebilen bir bagka drneklemi birlikte ele
alip homojenlik durumunu saptamaya elverigli olmak bigiminde dile getirilebilir.
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A New Homogeneity Test for Independent Two
Samples

ABSTRACT

In this study, a new homogeneity test method has been developed
for two independent samples so that one of them is expensive and
small while the other is cheap and large.

Key Words: Two-sample Location Problem, Mann-Whitney-Wilcoxon
Test, Linear Placement.
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