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Baz1 basit differansiyel denklemlerin ve bunlarin iktisada uy-

gulamislarimin kisaca iizerinde duruldugu bu calisma dért kisim-
dan meydana geliyor.

Birinci sira ve birinci derece denklemler ilk kismin konusu
oluyorlar.

Ikinci kisimda sabit katsayili dogrusal differansiyel denk-
lemler ele alintyor ve bunlarin ¢ozimine ulasilmaya calisiliyor.

Uciincii kisimda, kisaca, Sabit katsayili simultane dogrusal
differansiyel denklemler iizerinde duruluyor.

Calisma, M. Kalecki, E. D. Domar ve A. W. Phillips modelle-
rini konu edinen dordiincii kisimla son buluyor. Burada modelle-
rin teorik ve iktisadi 6zellikleri iizerinde durulmuyor, matematiic
ifadelerivle yetiniliyor.

I

Iclerinde differansiyel katsayilan bulunduran  denklemlere
ditferansiyel denklemler denir. Asagidaki ifadelerin her biri bir
differansiyel denklemdir :

d?y

d x2
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dx

Tek bir bagimsiz degiskenli denklemlere alelade differansiyel
denklemler adi verilir. Yukardaki ifadelerden (1), (2) ve (4) -’;ﬂt?_.l-
ade differansiyel denklemlerdir. Bunlarin her birinde y bagimli,
x bagimsiz degiskendir.

Birden fazla bagimsiz degiskenin mevcut bulunmas: ve kismi
differansiyel katsayismin yer almasi halinde kismi differansiyel
denklemlerden bahis olunur. Yukardaki (3) iincii ifade bir kismi
differansiyel denklemdir. Burada, z bagimli, x ve y bagimsiz de-
giskenlerdir.

Bir diferansiyel denklemdeki en yiiksek sira differansiyel
katsayis1 o denklemin sirasim ifade eder. Yukardaki ifadelerden,
(1) ve (3) ikinci sira, (2) ve (4) birinci sira differansiyel denk-
lemlerdir.

@ Birinci sira ve birinci derece denklemler :

Bu kisimda tizerinde durmaga calisacagimiz denklemlerin bi-
rinci sira olma Ozelliginden baska, birinci derecede bulunma

dy
(denklemlerde —— in yalnizca birinci iisle yer almasi) vasfi

dx

vardir.

Bu denklemler asagidaki sekilde ifade olunabilirler :
Mdx + Ndy = 0
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Burada, M ve N, x ve y nin fonksiyonudurlar. Bahis konusu

denklemlere bazi 6zel haller igin ¢oziim bulmapa calisarak de-
vam edelim :

@ I. Degiskenlerin ayrilabilir olmast hali :
Denklem,
f; (x) dx + £, (y) dy =0
seklinde yazilabildigi takdirde, degiskenler ayrilabiliyor demektir.
Bu halde ¢coziim,
fh(x)dx+ (LE(y)dy = c

seklinde elde olunur. c¢ sabiti ifade eder.

Ornek : ,
(1 + x?) ydx + (1 — y?) xdy = 0
Ie = xa 1 — y2
( ) dx + (— Jedyi—
X y
1 1
f[(—+x)dx+ ((——y)dy =c
X ¥
e y2
Logx + + log v —
2 | 22

2logxy + X* —y: =.c

2. Tam (egzakt) denklemler :

Bazan incelemek istedigimiz ifade tam bir differansiyel halin-
dedir. Bu durumda, coziime kolayca varilir. Mesela,

ydx + xdy = 0 dar.
Buradan, d (yx) = 0 |
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Xy = ¢ sonucuna varmak kolaydir.

Bazan, lzerinde durulan ifade ilk bakista tam olmaktan uzak
bulundugu halde, integrali saghiyan fakt6ér denilebilen bir unsurla
carpilinca tam differansiyel haline doniisiir. Mesela

tan x dy = Cot y dx
Sin x Cos yﬁ

d}f == dx
Cos x Sin y

tam degildir. Fakat, (— Sin y Cos x) ile carpilinca yukardaki ifa-
de asagidaki tam hali alir.

— Siny Sinxdy + Cosy Cos xdx =0
d (Sin x Cos y) = 0
Sin x Cos y = C
(—Sin y Cos x) integrali saghyan faktér adini alir.

3. Homojen Denklemler :

‘Mdx + Ndy = 0 denkleminde, M ve N ayni dereceden ho-
mojen fonksiyonlar iseler, bahis konusu denklem homojendir de-

nir. Bu takdirde v = vx kullanilarak coziime ulasilabilir. Tabii,
bu halde,

dy = vdx + xdv halini alir.

Ornek :

(x —y) dx — (x> — 2xy + 3y?) dy = 0

y = vx diyelim. dy = vdx 4+ xdv olacaktir.
(x*—2x’v +v?x*)dx — (X?vdx+x° dv—2x2v2 dx — 2x° vdv 4
3vx*dx 4+ 3v*x*dv) = 0
(1—3v+3v—3v*) dx + (—x 4+ 2xv — 3v?x) dv = 0

1 —14+2v— 3v*

—— dx + ( )dv =0
X 1 — 3v43v: — 3v°
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1

log x -+ log (1—3v+3v’—3v?) = log c

3
3 log x + log (1—3v + 3v*—3v*) = 3 log ¢
Iﬂg- x* (1—=3v + 3v’—3v’) = log 3
x> (1 —3v +3v2-3v)) = a , (a=cd)

[ e —

b y Y
X Pl =3 3| ) —3 (

X =R X

A e r—

| =a

x> —3yx* + 3y x — 3y = a

Bazan verilen esitlik homojen olmadig: halde homojen sekle so-
kulabilir. Ifade,

dy ax + b1y + ¢

|

dx X + by + ¢

oldugunda,
x=X+h

kullanilarak doniisiim saglanmaya calisilir. (h, k), aix + b, y +

ci=0ve a;x + bhy + ¢ = 0 dogrularinin kesistigi noktay
itade eder. h ve k sabit olduklar1 icin,

dy dY
= car.
dx dX

Boylece, iizerinde durulan ifade,

dY el X -!- bl Y
e — seklini alir.
dX a X -~ bz e

Bundan sonra da homojen sekli almis bu son denklemin c¢oziimii
elde olunur. Coziim saglandiktan sonra, y ve X e cevrilir.
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Ornek :
dy —4x—3y—1

dx XxX+y+1

—4x—3y—1=0 ve x+y+1=0 1n kesisme noktasi
(2, — 3) diir.

dy S D)
dx X4¢L+Y—3+1

dY AN Sy

dx ey

Y = VX, dY = VdX + XdV

(VdX + XdV) (X + VX) = (—4X-3VX) dX’.(V}{-{-VEX -+
4X + 3VX) dX + (X* + VX?) dVi = 0

1 1 +V
(——)dX + ( ) dV = 0
X V2 + 4V 4+ 4
1 P Y 1
(—)dX +A ) dV — (— ) dV =0
% TN AV A V2 + 4V + 4
1 1
log X + —log (V?+4V 4 4) + =5 c
2 Noalo2.

1

|l
o

f
log X \/ (V2+4V +4) +
V +2

1

.IIF L]
log \/ Y? 4 4YX + 4X° + —c
e
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. 1
| log \/I}r2+43f:!{+4f-—2}r—4 4x + 1 + ==
| ey r
+ 2
X — 2
X — 2 '
log (v + 2x—1) + SR C
2 v+ 2x—1

Kovalanan bu usul, aix+bjy+c = 0 ve a x + by -+
c; = 0 dogrular paralel olduklar1 zaman 1$Iemez bir hal alir. Bu
durumda, coziime ulasabilmek icin,

X+ by = z

déniistimiinden yararlanilir.

Ornek :
dy 3x—4y—2
dx 3x—4y—-3
3x—4y = 7
dy dz dy 3 FEdy
3—4 — = ; = — —
- dx dx dx 4 4 dx
H dz z—2 3
4 dx 7Z—3 4
3—2 :
( Ydz = dx
z + 1
4
( —1 + ——— ) dz = dx
71 |
\ —z+4log (z+1) = x+c
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4]log (3x—4y+1) =4x—4y + ¢

4. Dogrusal Denklemler :

p ve Q, yalmizca x in fonksiyonu bulunduklar: ya dg sabit ol- |
duklar1 takdirde,

v

— +py=Q
- dx |

deﬁklemi, birinci sira dogrusal differansiyel denklem adim alir.

(pdx

Bu denklemin c¢6ziimiine, terlmlerm g ile carpilmas: ile ula-
silir. (1).

{pdx

e e integrali sagliyan faktor adi verilir.

i

p——
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Ornek :
dy
Ty = ¥
dx
{pdx
Burada, p = 1 dir. ¢ = e* olarak bulunur.
dy
e - oye* = x% ex
dx
d
=== Vet Jo e oxt ox
dx :
Vel xeic= du e

Kisimlara ayirarak integral usulii uygulandigmda,
fx2 exdx = e* (x2 — 2x -+ 2)
olarak elde edilir. Boylece,
= x e O% |9 olceE

sonucuna ulasilir.

5. Dogrusal Sekle Cevrilebilen Denklemler :

p ve Q, yine x in fonksiyonu olduklar: takdirde,

dy
+ py = Qy?

dx
denklemi dogrusal sekle cevrilebilir. Bernoulli denklemi admi
alan bu ifade y» ye boliindiigi ve y'—n — 2 denildigi - zaman, dog-
rusal sekle cevirme islemi saglanmis olur. Bundan sonra bilinen

usul uygulanarak ¢éziime ulasilir.
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Ornek :
dy
X Fy =y log x
dx .
X- dy 1
+ — = log x |
Yk y
1 |-l dz dy dz
—_—=, — e - — }r‘l
y e dx dx dx dx
dz
—X iz -—rlagg X
dx
dz 1 1
— —z= — —— log x
dx X X
: ! |
p= — , {pdx = —log x;
X
{pdx —log x 1
e = ¢ —
X
158 adz 1 1
— Z = — log x
e T X X
d 1 i
— (—z) = — log x
dx X e
1 1
A T g I'Dg x dx
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dv 1

log x = u, = — denilmek wve kisimlara avirarak
dx x*

integral kurali uygulanmak Suretiyle

1 1 1 |
{ — logx dx — log x + + ¢ olarak bulunur.
X4 X X
Boylece,
1
—— = log x + 1 4 cx
N

sonucuna ulasilir.

IT

Sabit Katsayitli Dogrusal Differansiyel Denklemler :

B A , 8 sabit olduklar1 ve, f (x), x in fonk-
0 1 n—1 I
siyvonu bulundugu taktirde,
3 dn Y._ ___-.___.‘2151.1--_1 = d?:- EREEA R T oL 4\
ar—— . -+ a i + a —— 4+ a y = f(x)
dxn 1 d}{n—l n—1 d}; n

denklemi, sabit katsayili dogrusal differansiyel denklem adini
alir. - '

dy d*y | > iy
—— = Dy, e i : s Py
dx dx? dx»
dendigi takdirde, yukarki denklem,
(ap D™ 4 a; D1 (..., 4+ a D+a ) ny(K)
: : n—1 I

seklinde yazilabilir.
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Boyle bir denklemin ¢6ziimiine ulasmak icin tamamlayici fonk-
siyon _ile 6zel integralin birbirlerine eklenmesi gerekir.

oo S

Once, iizerinde durulan denklemin sag taratina sifir denil-
mesi ile elde olunan denklemin céziimiinii ifade eden tamamlayi-
c1 fonksiyon iizerinde durmiya calisalim.

A. Tamamlayict Fonksiyon :

Incelememizi ikinci sira denklemler tizerinde yapacagiz. Ei-
de olunacak sonuclarin, 4 ve 6 numarali dip notlardaki esaslar
gozontunde bulundurulmak sartiyle, daha yiiksek sirali denklem-

leri kapsiyacak sekilde genisletilmeleri kolayca basarilabilecek-
tir.

Ikinci sira denklemler icin tamamlayic1 fonksivonun elde edil-
mesine calisildigina gore, |

(EluDE—I—EllD—]—&g)}f:’{} ...... EEEEEE (1)
seklindeki denklem iizerinde duruluyor demektir.

y = Ae¥* in, yukarki denklemin bir ¢ozimii olup olmadigi-
n1 arastiralim.

Dy = k A ekx, DPy = k* Aekx
olduklarina gére,

ao k* AeF* + a; kAekx - g, Aekx — 0
seklinde devam olunabilecektir.

Ae®* (ak®+ajk4a) =0

O halde, k, (ank* +ak + a) nin kokii oldugu takdirde,
Ae** (1) in ¢Oziimii olacaktir,

(a0k® + a1k + a,) ye yardime1 ya da karakteristik denklem
adi verilir.

Burada, koklerin mahiyetine gére iic hal ayirmak gerekir.
a) Kéklerin gercek ve farkli (b*—4ac > 0 ) olmast hali :

Bu halde tamamlﬁylm fonksiyon,
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kﬂ{ kZX - e
v = Ae + Be olarak elde edilecektir. (2) i3

Burada A ve B baslangic sartlarina gore tayin olunabilecek
sabitleri ifade ederler.

Ornek :
d*y dy
4 £ 3y — 0
dx? dx

Yardimer denklem
k* —4k + 3 =0 dir. | ]
Lo
O halde, tamamlayici fonksiyon,
y = Ae* + Be3*

olarak elde olunacaktir. ~

e

(2) Yukardaki (1) igaretli denklemj ele alarak bunu dogrulamaya calisalim.

k x k x
o= ke + Be 2

k x kx :
Dy = k;Ae ! + k, Be 2

= k x k =
DZ:,* == ]{E'IAE 1 -]-];22 Be 2

k x - : k x
a,D?y + a; Dy + a,y = a; (k;2 Ae ! + k2, Be 2 )
k x . Ieene k x ~.k:{
-j' ﬂl I:kl .-E'!Lﬂ I "|" 1{1 BC- 2 } -+ ﬂ:__. I{.n:"?l.ﬂ 1 —|— BE- Z }
k x
= Ae 1 (89 K2y + a ky + a,)

k x :
+ Be Z (ap k2, 4+ ajk, -+ a) = 0

k; ve k, kokleri ifade ettiklenine gire, parantezler sifira esit olacak-
lar, dolayisiyla, gosterilen sonuca varnlacaktir.
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b) Koklerin Gercek ve Birbirlerine Esit (b* = 4ac) Olmast
Hali :

Bu durumda tamamlayict fonksiyon,

y = (A+ Bx) &= dir. (3), (4) H~ ___a,w,;_u Selu Ha

Burada, A ve B yine sabiti ifade ederler.

Ornek :
d’y dy
i S o + 9y = 0
d x* dx

(3) Bu halde denklem,
Dy — 2a Dy + aty = 0
yvazilabjlecektir. k — a olacaktir,

kx kx
v = Ae -+ Bxe

kx e k3
Dy = kAe -+ kBxe + Be

k= kx kx kx
Dey = k2 Ae 4+ k2 Bxe + kBe ~ 4 kBe

kx kx kx kx
Dy — 2aDy + a?y = k2 Ae 4 k2 Bxe + kBe +  kBe

ko kx kx kx kx
— 2a (kAe + kBxe + Be ) - a: (Ae 4+ Bxe )

k3 k3

Ae (ks —2ak 4 ag) + Be {2k—2a)

1

kx

-+ Bxe (k2— 2ak -+ a?) =0

k = a oldufu icin, parantez icindekiler sifira esit bulunacaklar, héylece

kx
= (AL Bu)te in, bahsi edilen denklemin coziimiinii verdigi gisterilmig

olacaktir,

(4) p kadar kiék birbirlerine egit bulunduklar zaman,
p—1 kx
y =(AC R x heAxt e X ) e olacaktir.
D
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k*4+6k+9=0
o == iki tane

N = (ﬂ -{- BK) g 3X

c¢) Koklerin Karmasik (b* < 4ac) Olmast Hali :

Bu halde kokler,
ki='a + bi, k:= a—Dbi
olarak bulunacaklardir. Ulasilmak istenen sonuc ise,
y — Aelatbi x 4 Beldmbl g et s (2)

olacaktir. Bahis konusu sonu¢ asagidaki sekillerde de ifade olu-
nabilecektir : ;

y = e* [ ¢ Cos bx + ¢ Sin b x ]
yve—=ge* = Gos ((bx =) (5)(06)

(5) Bu sonuclara siyvlece varilmaktadir:
it
e — Cos bx + i Sin bx
— ibx
e = Cos bx — i Sin bx

olduklarina gére, (2) isaretli ifade,

ax bix — bix
Y= & (Ae 4 Be )

a3

y = ¢ [A{(Cos bx 4+ i Sin bx) + B (Cos bx — i Sin }”‘j]

olarak yazilabilecektir.

= B

e [ (A-+B) (Cos bx) + i(A — B) (Sin bx) ]
A+ B =1¢ ve i(A—B) = ¢ dersek,

ax
== tlp [¢;, Cos bx-+e¢, Sin bx] olacakumr,

=" Cosi o, ¢, = ¢ Jin e diyelim.

¢ 4 2 = ¢ (Sin? oo Cost o ) = @



16 DR. TUNCER BUI..'_UTAY

Ornek :

d*y dy

+ — 4+ 3y =0
d x? dx
oLk 3=10

=l N T e TR
kl — : B =

2 2

c = Vet + gl

¢ Sin oc ;)
fan ox — i sonuclar1 elde edilir. Ayrica,
C GEIE (=" (£
2 4 2 i
e [¢ Cos o« Cos bx + ¢ Sin oc Sin bx]
ax
y = e [eCos (bx — o )]
ax 1
Y=Ll Cos (bx — o ) sonucuna varilir. ;
|
)

(6) p kadar birbirlerine esit karmauk kokler meveut bulundugu zaman

p—1  (atlbijx ]
Yo A8 o BeE e + A x )oe ;
: D
n—I1 (a—bi) x olacaktr, 1
+ (B; + B, x + + B x ) e :
P ._1
ax == ibx 4
wE e [{Al 4 AL XA —|—;'!'L X ) e j
p A
p—1 — ibx ‘il
LB B LB x e ] é
D
ax 1 ‘E
¥ e { [(A +B;)+(A, +B,) x +......... + (A +B ) x 1 Cos bx !
P P
: P—1 .."
(A By A By x ] Siahs } ;
; : _ 2 P
RS DA B =D LA B ) =D
- D D P
i {.'"’1.1—E1} e ]:.:I . 1 {.ﬁ.-j—ﬂg] == Ez ......... n i {.‘.ﬁt e R } — E
D &) D

dersels,
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T ——— - : | :1""{ ’

1 SAVaE e e Wit i
a=—-—,b=—_ v=¢e 2 (cCos X4 c; Sin X)

2 2 e 2
R . i s

- S

=y ]
Yi=ce.. =% Cos( X — o< )

2

Burada,
e —/cibop? e R e dir.,

s o

B. Czel Integral :

-~ Yukarda ifade edildigi gibi, sabit katsayili dogrusal diferan-
siyel denklem, | |

B Ca Dy Pl 0 o Liog D+a ) yv=fF(x)
0 if i n—1 n
olarak yazilabilirdi. ° .
(a DV fapi—i a0 DAy e R
0 1 : n—1 n '
 dersek,

F (D) o= f (x) ifadesine varilacaktir.
e Hiuradan da,

i |
y = L) _ ' ,
F (D)
sekline gecilebilecektir.
- ax . . o | : '
e Sl g e et T ) Cos bx
P
: p—1
4 (El amiad D e e e e ST ) Sin bx]

sonucuna varilacaktir,
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Simdi, bu son ifade seklini kullanarak, f(x) in bazi degerle-

rine gore Gzel integrali elde etmeye calisalim. (7)

a) f(x) = e** Olmasi Hali :

Bu Elui"umd; |

1 1

e**  yerine ——— g8%

F (D) F (a)

kullanilarak istenilen sonuca varilabilecektir. (8)

(7) £(x) yerinde bir sabitin ' bulunmas; halinde sonuca y = gz (z, bulunacak sa-

(8)

dy d?y
biti ifade eder) demerek varlir. z sabit oldugu igin = —— = ( ola.
| dx dx?
cakiir,
d2y dy : B
=T, + b = pys el 5 z =
dx? dx c
olarak bulunacaktir.
Bulunan bu ézel integral,
d%y dy
+ b — + ey = 0
dx? dx

nin verecegi tamamlayier fonksiyona eklenerek, iizerinde durulan differansiyel
denklemin ¢oziimiine ulasilir.

-

nin denenmesi ile sonuca varilmaya calisilacaktir, Bu konuda, W. J. Baumol’
iin «Economic Dynamicsy adli kitabinin s, (290 - 293) iine bakilabilir.

¢ = 0 olmast halinde, v = gzt nin, b = 0 bulunmas: durumunda fise y =u12

ax n n—I1 ax
E(Dle = (o Dt a; D cE + a D+a )e
n—1 n
ax ax ax ax ax ax
De =ae ,D!e = ale , Dle = ale
ax ax n ax n ax
B o R e , D e =
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Yalniz, bu yola F(a) = 0 oldugunda basvurulabilecektir (9)

Ornek :

(D’+D—-2) y = e =
1

Vi e

D*+ D-2
Burada, a = —1 olduguna gore,

| 1 1

C=1r=1-2 2

aranilan sonucu ifade edecektir.

bl f ()= "= —0Obuast Halt:

= L B e S

1

Bu durumda, ——— seklinde yazmak ve c¢ogunlukla kismi ke-

F (D)

sirler yolunu ve binomial teoremi uygulamak suretiyle ozel integ-

rale

varilmaya calisihir :

(9)

ax I Nn—1 ax
F(D)e = (aga +a;a = .+ a ata )e
: n—1 n
e il
F(D)e —Ff{a)e
1 ax ax 1 ax ax
[BBEe - [Flaye L —¢
F (D) ' - T (D)
1 ax ax 1 AX 1 ax
F{a) RS — ¢ S g EErT 5
F (D) F{]J) F{ﬂ}

I'(a) = 0 oldugunda nasil bir yol uygulanacagi hakkinda, H.T.H. PIAGGIO™
nun, An Elementary Treatise on Differantial Eguations, adli kitabimin s. 34,
35 ine bakilabilir,



20 : DR. TUNCER BULUTAY

(’jrﬂek :
d’y dy
— —— — 2y = — 48x2 —T76x + 44
d x? dx
1
DE—D—2
Kismi kesirler yoluyla,
1 & il 1
= = — (—— + )
B — 2 3 2—D 1+D
olarak elde edilir.
1 1 1
3 2—D 14D
fadleres D o
— (1———)— 4+ (14+D)—
3 S ke 2 e
e T D D? =
=t oaap | LY e )
3 2 2 B
1 1 3
= ( — i D——D*............ )
2 4 8

D? den &tesi, iizerinde durulmakta olan denklemin coziimiinde bir
degisiklik yaratmiyacagi icin g6z Oniine alinmamaktadir.

O halde, asagidaki sekilde hareket miimkiin bulunacaktir.

Y= o DL ) (- ABxE Tex LA
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24 _/x 9 Sy 49 3
N = 24 x° + 14x—5

olarak, 6zel integrale varilacaktir.

gl flp)i— Sy ax, ya dﬂ\f (x) = Cos ax Olmast Hali :
E (D) Sin-ax = FE(—a?) Sin ax (10)

oldugu icin, bu durumda 6zel integral D? nin yerine (—a’) yazmak-
la elde. olunabilecektir. Cos ax icin de ayni sekilde hareket edilebi-

lecegine, F (—2a’) = 0 olmasi halinde ise bu yolun kovalanamiya-
cagina isaret edelim. -

Ornek :
d*y dy
—— — ——— — 2y = 8Sin 2x
dx? dx
1 | . ;
Y = — Sin 2x :
D> —-—D — 2
(10) D Sin ax = a Cos ax, D? Sin ax = — a2 Sin ax
D3 Sin ax = —al Cos ax, D Sin ax = ( — a?)? Sin ax

genel olaralk,

n 2 n
(D) Sin ax = (—a ) Sin ax

5} n—1
F(D?) Sin ax = [ay; (D?) 4+ a, (D?) T st T i

n-—1

5 n . -
F (D*) Sin ax = [a5(—a?) -a, (—a?) R T e e s e

F (D?) Sin ax = F( —a?) Sin ax
ayni sekilde

F(D?) Cos ax = F(—a?) Cos ax, olarak bulunacakur.
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1 1
e Sin 2x — : Sin 2x
e B b el —6—D

(—6 + D) ile carparak devam edelim.

D—6 1
Yi = Sin 2x = —— (D—6) (Sin 2x)
36 -D? 40
1
y = —— (Cos 2x—3 Sin 2x)
20 |

ozel integral olarak elde olunur.

111

Sabit Katsayili Simultane Dogrusal Differansiyel Denklemler:
Bu durumda ¢oziime varma yolunu bir 6rnek alarak gormeye

d

calisalim. D, vine i, X bagimsiz degiskeni, y ve z bagimh de-
dx |

giskenleri gostersinler.

D=3 r s+ PDy=—ec=2 - o (1)

DD R 2) v = Cosedn il s (IT)

Iki bilinmiyenli dogrusal denklemlerin coziimiindeki yolu uy-
gulayarak devam edecegiz.

(2D?—3D) z + D’y = —e—%

(2D*—3D) z + (2D’°4+ D—6) y = —4 Sin 2x—3 Cos 2x

Dy —2D%—Dy + 6y = —e~* + 4 Sin 2x 4 3 Cos 2x
—D’vy—Dy + 6y = —e—* + 4 Sin 2x + 3 Cos 2x

Bunun tamamlayici fonksiyonu, bilinen usul uygulaninca,

Ae—3* 4 Be?x olarak elde edilir.
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1 1 1 -
—e % 4 4 Sin 2x 4+ 3 Cos 2x
—D*—D+6 —D°—-D-+6 —D*~D+6

ise bize ozel integrali verecektir. Yine, bilinen yollarin uygulan-
masi ile devam edebiliriz :

1 1 1
sl E""‘R — e E—}i — e e EH—J{
—D*—D + 6 —1+1-4+6 6
1 1
4 Sin 2x = 4 Sin 2x
—D?*—-D4-6 4—-D + 6
= 104D 4
= 4 Sin 2x = —— (10 4+ D) Sin 2x
100 — D? 104
4
= —— (10 Sin 2x + 2 Cos 2x)
104
1 3
3 Cos 2x = —— (10 4+ D) Cos 2x
—D’—-D + 6 104
3
= —— (10 Cos 2x—2 Sin 2x)
104
O halde, 6zel integral,
1 17 ‘ 19
- e * 4+ —— Sin 2x Cos 2x
6 Gk 52
olarak elde olunacaktir.
Baylece,
1 e - 19
By Ne—3x " Be2X. T ooxa . Zo G dn e oed oy

6 52 52
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sonucuna varilacaktir.

z nin elde olunabilmesi icin de ayni sekilde hareket olunacak-
tir.

Yukardaki denklemlerden (I) i (D+2) ve (II) yi D ile carpin-
ca ve gerekli islemleri yapinca
(D2 -+ D—6) z=¢e% 1 2 Sin 2%
ifadesine variriz. Buradan da, yine bilinen usullerin uygulanmas:
ile,

1 5 1
e—X. o Sin 2x — ——C08.2X"
6 26 26

z = Ee 3% 4 Fe“* —

sonucuna ulasiriz.

Bulunan bu .y ve z degerlerini (I) ve (II) den birinde verine
kovacak olursak, (mesela II yi kullanalim),

e—3x (—3E—A) + e* (4B+2F) = 0
elde edilir. |

Yani,
1
E— - ——AX b= —2B
3
elde olunur. Boylece,
1 1 5 1
7= — Ae—3% —2Be?x — e—% - Sin 2x — —— Cos X
3 6 26 26
sonucuna varilir.
Vv

Burada, 6nce, M. Kaleckinin iktisadi dalgalanmalar konusun-
da ileri surdiigii esitligin elde edilisini gérmeye ¢alisacagiz. (11)

(11) M. Kalecki, Theory of Hconomic Dynamics. Ozellikle, 9 ve 11 inei kisimlar.

e
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Yatirim kararlarimi D, saf olmayan (gayri safi) tasarrufu S,
vergiler ciktiktan sonraki saf olmayan kar1 P ve sabit sermaye sto-
kunu K ile gostererek Kalecki agagidaki ifadeye ulasiyor:

A P A K
B=aS b o e
At At

Burada, a, b ve ¢ katsayilari, d ise uzun vadede degisebilen sabiti
gostermektedirler.

Bu ifadenin anlami, bir devredeki yatirnm kararinin, tasarru-

AP
fun (S) ve kar degisme nisbetinin (——) artan, sermaye stokun-
20

A K
daki degisme nisbetinin (———) ise azalan bir fonksiyonu oldugu-
AL

AR

dur. Dogrusal bir iliskinin farzedildigi bu esitlikte, b ———  kaba-
AR

ca hizlandiran prensibini ifade etmektedr. (12)

Sermayedeki yipranma (depreciation) M ile ve bahis konu-
su devredeki sabit sermaye yatirimi F ile ifade edildigi takdirde,

A K
—— = F — M
AT
olacaktir.

Boylece, asagidaki ifadelere varilacaktir,

A B
F =asc kb ——— " c(F - M) £ d (13)
tg t AN ; ;

(12) M. Kalecki, Ad.Ge.Es. s. 100.
(13) F = D, yani yatinmlar (F), yatirim karalarim (D), gecikme (g) ile
ttg t
takin ederler.
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F -+ cF
t4g t a b e cM+d
- = 54 e
1 +c 1 e U LERle ot 1+c

Esitligin sol tarafi icin ortalama bir gecikme (n) kullanilabilecegi
icin (14)

a b A
it e Foie = i

cM + d

(0 <n < g)
1l 4+ ¢

seklinde devam olunabilecektir.

Buraya kadar sabit sermaye konusundaki yatirimlar tizerinde
durduk, simdi stoklar i¢in yatirim meselesini gormege ugrasalim.
Stoklardaki yatirim J ile, 6zel sektériin hasilast 0 ile gosterilip,

bu konudaki gecikmenin sabit sermaye bahsindekine es oldugu
farzedilince,

A O
J —
t+n & t

ifadesine varilacaktir. Yani, stoklar icin yatirim, Ozel sektér hasi-
la degisme nisbetinin bir fonksiyonudur. Diger bir deyimle, stok-

lardaki yatirimlar yalmizea hizlandiran prensibi ile ortaya kona-
bilmektedirler.

Toplam yatirima (I ), sabit sermaye yatirimlar1 ve stok ya-
t

tirimlarinin birbirlerine eklenmesi ile varilacagina gore,

AP
a t AQ
I = S +b + e - d
Zor Lfe et At !
(14) Esitligin sol tarafi, F ve F nin agirlikli bir ortalamasimi ifade edex.

t-+g t
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b cM + d
—— o=l = ¢
1 +c 1 1 +c 1
vazilabilecektir.

Boylece, bu teoriye gore, toplam yatirirm hem iktisadi faali-
yet seviyesine (S , bu seviyeye bagh bulundugu icin) hem de ik-
£

tisadi faaliyet seviyesindeki degisme nisbetlerine baglh bulun-
maktadair.

Yukarda elde edilen son esitlikte S — I den vyararlanmak ve
1 + A P +B
t—r t 1
P (I55- 0 — + E (16)
. 1 — q I t 1 — V]

(15) C , kapitalistlerin istihlakini, k, kapitalistlerin istihlikinde gelirlerindeki se-
t

gismeye karsi meveut olan gecikmeyi gosterdigi takdirde,
G=ngbET + A olacaktir.
t t—k
A sabit, q katsayrdir,

Dig ticaretin ve biitcenin denk oldugu, iscilerin  tasarruf yapmadiklarn
farz olununca, vergiler eiktiktan sonraki kar,

P aesa olacaktir.

I, yatrim, C kapitalistin istihlakini ifade’ eder,
Bunlardan,
{ s et e e ) + A

Tiet t—k
esitligine varilabilecektir,

q muhtemelen birden énemli derecede kiigiik olacaj: icin, yukardaki esit-

lik, karin cari ve yakin gegmisteki yatirimin fonksiyonu olmasi anlamim ifa-
de edecekuir. Yani, kér, yatirima bir gecikme ile takjp edecektir.
Pa= =Rl )
t t—r
f(I ) = 1 4 qf(1 } o+ A
t—r t t—r—1k

Bu hal, yatirimin bir siire sabit bir sevivede devam eimesi durumu igin de
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kullanmak yoluyla Kalecki iktisad; dalgalanmalar esitligine va-
r1yor.

Bahis konusu esitlige ulasmak icin, uzun vade degismenin
olmadigi, yalnizca devrevi dalgalanmanin meveut bulundugu sta-
tik bir hali ele ahiyor. Bu halde uzun vade degismelere maruz bu.
lunan A, B ve E degismez sabit kabul ediliyorlar,

Boylece,
A Pt ks Sl
T—7r
Ay 1—q At
cecerli olacakpir, Yani, son esithk, I = I =T olunca da dogru
1 t—r T—r—k
bulunacakuir,
E(L ) =T S R
ey t t
I seviyesi ioin,
t—r
f(I S ==t + qf (I ) '+ A olacak, bundan da,
t—r t—r t—r
I i+ A
T—r
By =
Y=g

sonucuna varilacaktir. (Bu dip not igin, bak M. Kalecki, Ad.GeEs. S. a3-54)

(16) O, izel sektoriin safj olmayan hasilasing, E. wvasitaly vergileri, Y, ozel
sektoriin safi olmayan gelirini ifade ederse,

Qe — N e olacaktir,

t t
P + B
t 1 :
=1, oldugu ic¢in, (P, vergiler oiktiktan sonraki kiri,
t 1 —V,

¥V, ve B, ise, hem mill gelir dagihisindan, hem de vergl sisteminin kara olan
tesirleninden etkilenen sabitleri ifade ederler.)

P 4+ B
t 1 :
CS — + E ye varmak kolay olacaktir. (Bu dip not
t
1l —V
1

icin bak, M. Kalecki, Ad.Ge.Es, S. 40, 59, 60, 63, 64, 67)
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A0 1 o
; = oluyorlar.
At (1—q) (1—-V ) At

Bunlari, S = I den yararlanilan toplam yatirim esitligindeki
yerlerine koydugumuzda ;

= 1 e AT

e = Lot (b ) +d
t-tn 1 _{_ C 1

S e t
ifadesi elde olunacaktir. |

Yatirim, yipranma (deprecation) :SE”'F.?r'i.}’ESil’]dE sabit plarak

gidaki sekli alacaktir :

= .
M = M 4 d
e (e e
Son esitligi bir Sncekinden cikarip, (I-M) vye i dedigimizde
AR A |
( = olacaktir, M sabit oldugu i¢in) aradigimiz ikti-
MG At |

sadi dalgalanmalar ifadesine varmis olacagiz.

a b
t—r
1 = 1 41
t+n Il ¢ 1 At
1 | e
= (b )
1—"q = l—V;[

Ikinci olarak, Domarn (17) bii

yume modelini ele alalim. o
potansiyel sosyal ortal

ama yatirim miustahsiliyetini, s marjinal tasar-

(17) E. D. Domar, E

ssays In The Theory of Economiec Growth. Kisim, ITI-IV. Ozel
likle, 8. 75, 91 '
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ruf temayiiliinii, T yatirimi gosterdigi takdirde Domar'in temel

esitligi,

dI 1

| B

dt s

olarak yazilabilecektir.

Birinci sira dogrusal bir differansiyel denklem olan bu esit-

ligin coziimiinii, bildigimiz usalii uygulayarak,

salim :
dI
CRlsi=
dt
Burada, p = — cs, { pdt = —cst :
O halde,
dI
Eu—cﬁt et e e E—cst CSI — [}
dt
d :
= e =t =10
dt
I E—cst — A
1= At olacaktir.
= 0 olunca; =I5 dITf
Yani,
I — L}E cst

sonucuna varilacaktir,

Boylece tam istihdamin muhafaza

0

dir.

edilebilmesi

elde etmeye cali-

1cin, vatiri-

mm yillik nisbi artismin cs olmasi gerektigi gosterilmis olur.
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Son olarak A. W. Phillips, (18) tarafindan ileri siiriilmiis co-

galtan ve cogaltan - hizlandiran modelleri itizerinde durmaya cali-
salim.

A. Cogaltan Modeli :

Phillips modeli gecikmeli arz ile gecikmesiz talep arasmdaki
iliskiye dayanmaktadir.

p, toplam istihsali, E, toplam talebi, a, istihsalin talep degis-
melerine karsi gosterecegi cevabm (response) hizim (yani, is-

1
tihsaldeki gecikmenin zaman sabiti — yildir.) gésterdigi takdirde,
a

hasilanin zaman esnasindaki degismesi;

dp
— = —a(p—F)
dt
d
seklinde ifade olunabilecektir. (19) —— — D denilince,
dt
=
= - E
D+a

ifadesine varilacaktir. Yatirim ve istihlak seklinde olabilen otonom
harcamalari A ile, marjinal tasarruf temayiiliinii s (20) ile gOste-
rirsek, toplam talep,

(18) AW, Phillips, Stahilisation policy in a eclosed Economy, The Economic Jour-
nal, Juny 1954, s. 290.323.

(19) Bak: A'W. Philips, Ad.Ge.Ma. s. 316. Keza, bak: R.G.D. Allen, Mathematical
Economies, s. 26-27-70,

(20) A.W. Phillips, sozii edilen makalede, marjinal tasarruf temayiilii yerine daha
genis kapsami olabilen marjinal sizintiyn (leakiage) kullamiyor. (Bak: A.W.
Phillips, Ad.Ge.Ma. s. 290-291) Biz burada marjinal tasarruf temayiiliinii - ter-
cih edecegiz,



37 DR. TUNCER BULUTAY

E:(I—S)p+A

olarak ifade edilebilecektir. Bu E degerini yukardaki ifadede yerine
koyarsak, '

a
(1-s) p+ A

I} .
D+a

elde olunacaktir. A sabit kabul edilince, DA = 0 olacag1 icin, yu-
kardaki ifadeden asagiki sonuca gecilebilecektir.

Dp + asp = Aa

elde olunan bu birinci sira differansiyel denklemin ¢6ziimiinii, 6n-
ce tamamlayic1 fonksiyonu sonra da &zel integrali bularak, elde
etmeye calisalim :

dp
= e sipe ==
dt
p ile boliip, dt ile carpalim.
dp
+ as '.".:I 1 —=-0
P

integralini alalim.

LDgP'-i“ELSt =B (Bl — sabit)

B

p = Be —ast (e tc= B — cabit)

Bu sonuc bize tamamlayici fonksiyonu verecektir.
p = u dersek, (u bulunmak istenen sabittir.)

asu— Aa olur.
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Ozel integral olarak bulunur,

O halde, tizerinde durulan differansiyel

p = Be —ast

olarak elde edilir. (21)

A
St

S

B. Cogaltan - Hizlandiran Modeli -

33

denklemin coziimii,

Burada talebe, hizlandiranin yarattigi yatirmmin eklenmesi ge-

. Kv
recektir. Bu unsur, I - Dp (22) olarak ifade olundu-
D+ K
gunda, talep,
(21) {1 olunea =Py olacaktir,
A A
bp=B '+, B e Po — ——— olarak bulunacak
5 S
A —ast A
PP ) ¢ e
s
A ——gst -—ast
P = —— (1—e J +pye
8

A

Boylece, t — o gittikee, p statik cogaltan seviyesi olan — — ye yionelecektir,

a = 4, = | [ e A =

siyel denklem Dp+p= _— 4 olacaktir,

¢
Coziim, p = Be — 4

Baslangic sartlar,

t = 0 oldugunda,
Ciziime

p = 4e —1 =

=1

olarak elde edilecekiir.

Baeati)

B e

Olurles, O == s Pl

=)
(&

Y olarak ulasilacalktir

4

—1 olunca, iizerinde durulan differan- *

nlacak
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Kv
(1—s) p+A + —— Dp
D+K

seklini alacaktir.

Bunu, ayni kalan arzdaki yerine koyalim.

a a - Kv
D+a D+a D+ K

(22) v hizlandiran katsayisimi ifade ettigi takdirde, t zamanmdaki potansiyel yabi-

Tim,
d s
()
dt
d |
olacaktir, Ayni devredeki fiili vatirim I(t) ve artim ——1I(t) gosterilin-
dt
d 3
ce, ——I(t) potansiyel yaturum iie fiili yatirim arasindaki farka haghh buln- ;
dt '
-macaktir, Burada bir gecikme farzedildiginde, bu gecikmenin  zaman sabili :
=1
—— yil olarak ifade edildiginde, {vani, K cevabin hizim gostermektedir, )
K
d e d e
=l = Kite) =
dt dt
olacaktrr,
d i
—— = I} denildiginde,
dt
DI = —K(I — vBp)
Ky
I = —  Pp
D+K

sonucuna vanlacaktir. (Bu dip not igin bak: AW, Phillips, Ad. Ge Ma. s. 303
ve R.D.G. Allen Ad.Ge.Es. s. 63)
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Bir takmm islemler yapildiktan sonra bu ifade,

D?p 4 (K+as—avK) Dp 4+ (asK) p — aKA

seklini alir. (A = sabit) :

(K+as—avK) =c, asK = b dersek,

D’p +cDp - bp = aKA differansiyel denklemine ulasiriz.

(K’+ck+b) nin kékleri k; ve k; olduklarinda, yukardaki denk-
lemin tamamlayict fonksiyvonu,
-CEklt = Dekzt
olacaktir.

aKA A
Ozel integral ise —— —

ask S
O halde, genel ¢oziime,

olarak elde edilecektir.

A
pr=1Cc Ets e kit

W

olarak ulasilacaktir, (23)

(23) a=4, 5=0,25, K=1 v=06, A= —1 olunca, iizerinde durulmakta olan dif
feransiyve] denklem,

Ilzp. — 0.4 Dp+ p = — 4 halini ahr.

04 /016 —4 04— /0,16 —4

2 2

k, = 0.2+4 0,98, kL= 02 — i 0,98
0,2t :
D= (Ci Cos (0,98 t'f“cl Sin 0,98 t) — 4

t=0.da, p=90, Dp=—4  olunca,
0=1 (C; Cos ¢ + C, Sin 0) — 4
{Sre—)
0,21 | 0.2t
Dp=10.2¢ (€, Cos 0.98t+C,Sin 0.98¢t) +e (—0,98 C; Sin 0,98t +
0.98 C, Cos 0,98t) —4 = 02  (C;) + 1 (0.98 C))

0.2t
‘-..4_.':. = i‘-f‘ 11 —_ g { 'E Iij[]q {Ir]'gf_ el .]*F} %lﬂ l}?gﬂ 'l_) L ;

sonucuna ulasihir.
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