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One Cikanlar
» Modifiye Bernstein-Durrmeyer-Stancu tip operatorlerin, klasik Bernstein-Durrmeyer operatorlerinden daha iyi sonug verdigi
arastirilmistir.
» Modifiye Bernstein-Durrmeyer-Stancu tip operatorlerin diizgiin yakinsakligi incelenmistir.
* Bu ¢esit operatorlerin Voronovskaja-tip teorem yardimiyla asimptotik yaklagimi incelenmistir.
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Makale Bilgileri Oz

Bu makalede, Modifiye Bernstein-Durrmeyer-Stancu tip operatérler tamimlanmistir. Bu operatorlerin klasik
Gelis: 23/02/2024 olan Bernstein-Durrmeyer operatorlerden daha iyi sonuglara sahip oldugu gosterilmistir. Modifiye
Kabul: 29/07/2024 Bernstein-Durrmeyer-Stancu tip operatorler i¢in momentler ve merkezi momentler hesaplanmustir. Sonra bu

operatorlerin Korovkin teoremi yardimiyla diizgiin yakinsakligi incelenmistir. Daha sonra Voronovskaja tip

teorem verilerek ele alinan operatorlerin asimptotik yaklasimlar: incelenmigstir. En son olarak elde edilen
Anahtar Kelimeler teorik sonuglarin grafik analizle incelemesi yapilmigtir.
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Voronovskaya type approximation theorem for modified Bernstein-Durrmeyer-Stancu operators

Highlights
* This study shows that Modified Bernstein-Durrmeyer-Stancu type operators give better results than classical Bernstein-Durrmeyer
operators.
» Uniform convergence of modified Bernstein-Durrmeyer-Stancu type operators has been investigated.
* The asymptotic approach of such operators has been examined with the help of Voronovskaja-type theorem.
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In this article, Modified Bernstein-Durrmeyer-Stancu type operators are defined. It has been shown that these
operators have better results than the classical Bernstein-Durrmeyer operators. Moments and central
. moments were calculated for modified Bernstein-Durrmeyer-Stancu type operators. And, uniform
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1. GIRIS
Weierstrass, 1885 yilinda, kapal1 ve sinirlt bir aralikta siirekli bir fonksiyona, polinom ile yaklasilabildigini
gostermistir [1]. Ancak Weierstrass teoreminin ilk ispat1 uzun ve karmasik yapida oldugundan daha kisa ve
anlasilir bir ispat yapmak i¢in bu konu ile ilgilenen pek ¢ok bilim insani tarafindan ¢alismalar yapilmstir.
Bu bilim insanlarindan Bernstein, f € C[0,1] olmak {izere f i¢cin n. dereceden Bernstein operatorlerini
x € [0,1] i¢in

m .

i

Bu(f,) = ) byi(Of () )

i=0

seklinde tanimlar [1-9]. Burada b, ;(x) = (T) xt(1—x)™F, i=1,23,.,mveegeri <0 veya i >
m ise by, ;(x) = 0 'dir. Bununla birlikte

b (x) = (1 = X)by—1,;(X) + xbpy—1-1(x), 0<i<m 2
oldugu kolaylikla goriilebilir.

1960’ta Durrmeyer, siirekli fonksiyonlar kiimesini genisletmek i¢in [0,1] aralig1 tizerinde integrallenebilen
Lebesque fonksiyonlarini

m 1

D) = (m+ 1) Y b () [ £ b0t
i=0 0

seklinde genellestirmistir [2].

Stancu, 1969' da Bernstein polinomlarini

m

Bmap(f,x) = z (T) xH(1 — )™ f (;j_i,) 0<a<p

i=0
seklinde genellestirmistir [3].

2018 yilinda Khosravian-Arab ve arkadaslar1 daha iyi bir yaklasim yapabilmek icin, bir ¢esit modifiye
Bernstein operatorlerini

BY(f,%) = i b of (=), xelon] 3)
i=0

b%,i(x) =cx,m)bp_1;(x) +c(1—x,m)byy_1;-1(x), 1<i<m-—1,

bmo(x) = cCe,m)(1 —x)™, by p(x) = c(1—x,m)x™, (4)
ile tamimlamislardir. Burada c¢; (m) ve c,(m) uygun bir sekilde belirlenen diziler olmak iizere;

c(x,m) =c,(m)x + co(m), m=0,12,.. (5)

olarak alinmaktadir [4]. Eger ¢;(m) = —1 ve ¢,(m) = 1 alinirsa (4)’ ten (2) elde edilir.
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2019 yilinda Acu ve arkadaslar1 daha iyi bir yaklagim elde etmek i¢in (3)-(4) ile taniml1 modifiye Bernstein
operatdrlerinin bir Durrmeyer ¢esidini asagidaki gibi tanimlamiglardir [5].

m 1

DI(f.x) = (m+1) ) b [ bni(®) F(©)de, % € [0,1] ®)
i=0 0

Burada b (x), (4), (5)" te oldugu gibidir.

Bu makalede (6) denkleminin Stancu tipten operatorleri incelendi. Modifiye Bernstein-Durrmeyer-Stancu
(MBDS) tipten operatdrleri;

mt+a

HY o p(F2) = (m+ D ERo bl GO fy by O (B2 dr,  x € [0,1] )

(4) ve (5) kabulleriyle birlikte ele alind1. Bu operator dizisi i¢in momentler ve merkezi momentleri bulundu.
Ardindan Korovkin teoremi [6] yardimiyla diizgiin yakinsaklig1 incelendi. Daha sonra Voronovskaja tip
teorem [7] verilerek ele alian operatorlerin asimptotik yaklasimlari incelendi. Son olarak MBDS operator
dizisinin ele alinan fonksiyonlara yaklagimlari grafik analiz yardimiyla gosterildi.

Bu tiir ¢calismalar literatiirde [8, 9] makaleleri tarafindan ele alinmustir.

2. MBDS OPERATORLERI IiCIN BAZI ONEMLI SONUCLAR

Simdi Korovkin test fonksiyonlari igin agagidaki lemma verilsin.

Lemma 2.1.

H%,a,ﬁ MBDS operatérlerinin e;(t) = tt i=0,1,2,34 icin momentleri asagidaki gibi elde edilir.

(i) Hrﬂr/{,a,ﬁ(eOJx) = 2¢o(m) + ¢, (m),

(1-2x)(3co(m)+2¢4(m))

(i) Hn“;’,a,ﬁ (e1,x) = mlw [((Zco(m) + cl(m))x + ] + miﬁ (ZCO(m) + cl(m)),

m+2
2 2
(iii) H,",’{’a_ﬁ (ep,x) = (#:W{(Zco(m) + ¢ (m))x? — Wr(nm-l-:%) [(8x2 — 5x)cy(m)

+(5x2 — 3x)c;(m)] —

2(x? + 5x — 3)c; (m) + 2(4x? + 5x — 4)co(m>} e [(2co(m)

(m+2)(m+3) (m+ p)?

(1 —2x)(3¢o(m) + 2¢1(m)) a?
mt2 Tt By

+ci(m))x + (2co(m) + ¢;(m)),
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3m?
(m+2)(m+3)(m+4)

(iv) H,I‘,’{,alﬂ(e&x) = %[(Zco(m)+cl(m))x3 + ((7x% = 10x3)co(m) +

3m
(m+2)(m+3)(m+4)

(4x% — 6x3)c (M) + ((=10x3 — 21x? + 18x)co(m) + (—2x3 — 18x? +

6

12x)c;(m)) + ((—10x347x% — 9x + 5)co(m) + (—6x3+7x%2—9x + 4)cl(m))] +

(m+2)(m+3)(m+4)
3m2a 2m
e (2eo(m) + ey (m))x? — =22 [(8x — Sx)co(m) + (5x2 — 3x)cy (m)] -
2(x%2+5x-3)c; (M) +2(4x%+5x—4)co(m)

(1—2x)(3¢0(m)+201(m))] n

} + (73;:(;3 [((ZCO(m) + e (m))x + —r

(m+2)(m+3)

% (ZCO(m) +cq (m))

m3

(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

(V) HY  s(eqx) = ﬁ{((z% (m) + ¢, (m))x* + (—48x* + 36x%)co(m)

m2

(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)
m ((—248x* + 36423 —
(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)
1
(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

((—=72x* — 216x3 + 364x2 — 336x + 120)c; (m)+(—192x* — 216x3+364x% — 336x

+(—28x* + 20x3)c,(m)) + ((—12x* — 168x3 + 120x?%) ¢, (m)

+(=72x* — 216x3 + 192x?)cy(m)) + 504x?

+240x)a, (m) + (—408x* + 396x3 — 576x% + 336x)cy(m)) +

144 a 2 3 3m? 7x% — 10x3
+144)co(m))} +m[( co(m)+ci(m))x° + M+ 2Dm+3)m+a) ((7x% = 10x*)co (m)
+(4x? — 6x3)c1(m)) + T 2)(m3T3)(m D ((—10x3 — 21x? + 18x)co(m) + (—2x3 — 18x2

6

+12x)c, (m)) + (m+2)(m +3)(m + 4)

((=10x3+7x% — 9x + 5)co(m) + (—6x3 + 7x% — 9x + 4)c,(m))
N 6m?a? 2m
(m+ p)* (m+2)(m+3)

2(x% + 5x — 3)c; (m) + 2(4x2 + 5x — 4)cy(m) 4ma3
- (m+2)(m+3) ]+(m+ﬁ)4

[((ZCO(m) + e (m))x? — [(8x2 — 5x)co(m) + (5x% — 3x)c,(m)]

[(2co(m) + ¢ (m)x

(1 = 2x)(3¢o(m) + 2¢1(m)) at
+ m+ 2 + (m+p

) (Zco(m) + cl(m)).

Ispat. (i) (7) MBDS operatorlerinde eq(t) = 1 yazilirsa;

m 1
Hit (o) = Gm+ 1)) b0 [ s 00
i=0 0

m 1
= (m+1)) b f (7)ea-omiar ®)
i=0 0

elde edilir.
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m,n € Z* ve t € [0,1] olmak iizere; sirastyla Beta ve Gamma fonksiyonlar1
1
f(m,n) = f t™ (1 - )" dt,

0

(o]

I'(m) =ftm_1e_tdt, £ (m,n)

0

_Imrm

= Tonrm r(m) = (m — 1)! 9)

dir. (8) de Beta fonksiyonu ardindan Gamma fonksiyonu kullanilirsa

m
Hit i) = ) b, (0)
i=0

bulunur. Daha sonra (4) ve (5) kullanilarak,

m m—1
Hitaplei) = ) BGO = ) BGO) + B0 + b ()
i=0 i=1

m-1

= Z [c(Cx, M)bry—1,;(x) + c(1 = %, M)bpy_q,i—1 ()] + cCx, M)(L —x)™ ! + c(1 — x, m)x™?
i=1

= 2co(m) + ¢, (m)
elde edilir. Boylece (i) ispatlanmis olur.

(if) Benzer sekilde (7) MBDS operatorlerinde e; (t) = t yazilirsa;

Hi o (o) = Om o+ 1) i bi30) f bs ©) (5 ) e
i=0 0

olur. Gerekli agilim yapilip sirasiyla Beta ve Gamma fonksiyonlar1 ardindan (4), (5) ve (i) kullanildiginda

1-2x)(3 2
Hin,ap(e1,%) = mr: 3 [((ZCo(m) + ¢ (m))x + (1 - 2x( 2(:2 +2c1(m))
a
+ (2co(m) + ¢;(m))

m+pf

esitligine ulagilir.

(iii) H,”,’{’a’ﬁ operatdrlerinde e, (t) = t? yerine yazilip (i) ve (ii) de oldugu gibi Beta ve Gamma
fonksiyonlar1 sirasiyla uygulanip, (i) ve (ii) sonuglari sirasiyla kullanildiginda bulunur. (4) ve (6)
kullanilarak (iii) ispatlanmistir. Benzer islemler tekrarlanarak (iv) ve (v) kolaylikla elde edilir.

Asagidaki lemma ile MBDS operatérleri i¢in merkezi momentler verilecektir.
Lemma 2.2.

MBDS operatdrlerin merkezi momentleri asagidaki sekilde elde edilmistir.
(i) Hmep((t = %)% x) = 2¢o(m) + ¢, (m),

2m(3¢o(m)+2c¢1(m)) m
(m+p)(m+2) (m+p)(m+2)

(i) HY o p (6 = 22) = [-=E = (260(m) + ¢ (m)) - (3co(m)
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+2¢,(m)) +— (Zco(m) +¢;(m)),

2m3(8co(M)+5c1(m))  2m?(4co(m)+cy(m))

(m+B)?2(m+2)(m+3)  (m+p)2(m+2)(m+3)
4m (3C0(m) + 2¢; (m))

m+f m+ 2

2m®(5¢o(m) +3¢,(m))  10m?(co(m) + ¢, (m))
{(m +B)?m+2)(m+3) (m+p)2(m+2)(m+3) " (m+p)? (@eom) +¢:(m))

(2¢o(m) + ¢ (m)) —

(i) Hit o (6 = )% = {2

+2¢co(m) + ¢4 (m)} x?

dma 3 ) 2m 3 )
C(m+B)2(m+2) (3¢o(m) + 26, (m) - (m+ p)(m + 2) (3co(m) +2¢,(m))

2m?(4co(m) + 3¢, (m))  2ma(3co(m) + 2¢1(m))
}x+(m+ﬁ)2(m+2)(m+3) (m + B)2(m + 2)

a?(2¢o(m) + ¢1(m))
(m + B)?

30mScy(m)+18m3cy (M)
(@eo(m) + e1(m)) — G st ey ()

(V) Hit o (6 = 00% ) = (s
30m*cy(m) + 6m*c;(m) 60m3cy(m) + 36m3c; (m)

T m+PBRm+2)(m+3)(m+4) (m+B)3(m+2)(m+3)(m+4)
3m? 48m3cy(m) + 30m3cl(m) 3m

B (m+B)? ((ZCO(m) + Cl(m)) + (m+p)*(m+2)(m+ 3) m+f

((2co(m) + ¢, (M)

6m?c,(m) + 24m?cy(m) 6m
(m+B)2m+2)(m+3) (m+p)(m+2)

(Bco(m) + 2¢,(m)) — (2¢o(m) + cl(m))>x3

21m®cy(m) + 12m>c¢;(m) 63m*cy(m) + 54m*c, (m)
((m +B3m+2)(m+3)(m+4) (m+p)3m+2)(m+3)(m+4)
42m3cy(m) + 42m3c;(m) 3m?a

Tt B m+ DA Dm A D T ot f)F (Bl +am)
48m3acy(m) + 30m3ac,(m) 6m?ac,;(m) + 24m?acy(m)
(m+B)3(m+2)(m+3) (m+ B)3(m+2)(m + 3)
30m3cy(m) + 18m3c;(m) 30m?cy(m) + 30m?c, (m) 6ma (
m+p)’m+2)(m+3)  (mMm+p)?*m+2)(m+3) (m+p)>

(2co(m) + ¢1(m))

12ma((300(m) + ch(m)) 3m(3€0(m) + 2c1(m))
(m+ B (m +2) CEYICES R CCUCOR Cl("‘»)

54m*cy(m) + 36m*c;(m) 54m3cy(m) + 54m3cy(m)
<(m +B3m+2)(m+3)(m+4) (m+p)3m+2)(m+ 3)(m +4)
30m3acy(m) + 18m3a  30m2acy(m) + 30m?ac, (m) 3m
Mt PEm+2)m+3) miBRm+Dm+3) | (m +ﬁ

E ((2co(m) + ¢1(m))
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6ma? 3 ) 18m?2
T m+B)3(m+2) (3¢o(m) +2¢1(m)) - (m + B)2(m + 2)(m + 3)

c1(m)

24m? 6ma 3 )
~ T B m Dm0 T Gt pyzam 5 2 B0 (m) + 261(m)
3a? ) 30m3cy(m)
~ G g B +am) Jx 4 e e S im0
24m3c;(m) 18m?a
(m +£)3(m+2)(m+3)(m +4) + (m+B)3m+2)(m+ 3) ¢1(m)
24m?a 3ma? 3 )
+ (m+B)3(m+2)(m+3) co(m) + (m+p)3(m+2) ( co(m) + Cl(m))
@3
+m (ZCO(m) + cl(m)),
() o p((t = )% 2) = (oo (260 (m) + € (m) — P Com2sam)__
m®(12¢,(m) + 72¢o(m)) m®(—248¢; (m) — 408¢y(m))
T (m+B)A*m+2)(m+3)(m+4)(m+5) + (m+p)*(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)
m*(72¢,(m) + 192¢,(m)) 4m3
Tm+ B m+2)(m+3)(m+4H)m+5)  (m+p)> (@eo(m) + e (m)
120m®cy(m) + 72m>c;(m) 120m*cy(m) + 24m*c,(m)
m+p)Pm+2)(m+3)(m+4) (m+p)3m+2)(m+3)(m+4)
240m3cy(m) + 144m3c, (m) 6m?
(m+pB)3m+2)(m+3)(m+4) + (m + B)? (2o (m) + e (m)
12m3 12m?

) (8C0 (m) + 5¢4 (m)) - ) (Cl(m) +4co (m))

C(m+B)2(m+2)(m+3

4im
m+f

(m+p)’(m+2)(m+3

((2co(m) + c,(m)) +

& 4
T B ) (3o m) +2c1(m)) + (260 (m) + C1(m))>x

6

m’ m
+((m+ﬁ)4(m+2)(m+3)(m+4)(m+5) (36C0 (m) + 20C1 (m)) N (m+p)*(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

(168c;(m)

mS

+216¢cy(m)) + m+p)*m+2)(m+3)(m+4)(m+5)

(364c¢,(m) + 396¢,(m))

m* 4m3a

Tm+ B m+2)(m+3)(m+ 4)(m+5) (21661 (m) + 216¢0(m)) + =3 (m + B)*

(2¢o(m)
12mSa
(m+pB)*(m+2)(m+ 3)(m+4)

12m*a 24m3a(—10cy(m) — 6¢,(m))
T Bt D m 3t ) 100l — 2am) + e R+ &)

84m°cy(m) + 48mSc,(m) 252m*cy(m) + 216m*c, (m)
S mABRm+2)m+3)m+4) (m+B)3m+2)(m+3)(m+4)

+c1(m)) +

(—10c0 (m) — 6¢4 (m))
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168n3cy(m) + 168m3c; (m) 12m2a
S m+BPm+2)(m+3)(m+4) (m+pB)3 ((2co(m) + ¢,(M))
ma 12m3(5¢4(m) + 3¢, (m))

T T B m+ Dan 5 3) L 20m) + 1200 (m)) + e D + 3)

mia 12m?(5¢,(m) + 5¢o(m))
T T Rt Do 1 3 Gralm) +96c(m) — o s e T 3)

12ma 24ma(3co(m) + ch(m)) 4m
tamr gy (Com+am) —— ey m+

5 (3c0 (m) + ch(m))

4a mé

“map t(elm+ Cl(m)))xB * <(m T m+ D) m + 3+ Hm + 5) L20em)

5

m
+192¢o(m)) + (m+ B)*(m+2)(m + 3)(m + 4)(m + 5) (—=504c;(m) — 576¢4(m))
m4
+ (m+B)*(m+2)(m+3)(m+4)(m+5) (364c;(m) + 364c,(m))
12m’a 12m*a

(7c0 (m) + 4cl(m)) +

T T B+ ) (m+ 3)m + 4) m+ B m+2)(m+3)(m+4)

24m*a
(—21co(m) — 18¢1(m)) + T BT 2 m  D D) (7co(m) + 7c1(m))
6m2a? 12m3a?

+m (ZCO(m) + Cl(m)) - m+ BY (m + 2)(m +3) (BCO(m) + 5C1(m))

12m?a? A —216m*cy(m)—144m*c,(m)
T B m T Dan 3 et T e + e S T 3 (m £ B

216m3cy(m) + 216m3c, (m) m3a
T B+ D)+ 8 T mE B m L 2)m 3  1206(m) = 7261(m))
m?a —12ma?
+ T )3 (m + 2)(m £ 3) (120co(m) + 120¢, (m)) + CEYOE (2co(m) + ¢, (m))
24ma? 12m? (3¢, (m) + 4cy(m)) 12ma
(B (m)

(3c0(m) + 2¢4 (m)) +

m+p)’m+2)(m+3) (m+p)*(m+2)
6a> m®(240c,(m) + 336¢,(m))
(m+ 2 Geom+ Cl(mD) Xt ((m TR (m + 2)(m +3)(m + H(m + 5)
m*(—336¢,(m) — 336¢,(m)) 12m*a(18cy(m) + 12¢, (m))
+ m+p)*m+2)(m+3)(m+4)(m+5) M+pL)*(m+2)(m+3)(m+4)
24m3a(—9cy(m) — 9¢;(m)) 12m3a?(5¢o(m) + 3¢, (m))  12m2a?(5cy(m) + 5¢,(m))

+ (m+B)*(m+2)(m+3)(m+4) (m+ B)*(m+ 2)(m+ 3) B (m+ B)*m+2)(m + 3)
3

Tt +2)

+2c¢,(m)) +

4ma? ) 8ma

Fomr gy e At " G i)

m3(—120¢y(m) — 96¢, (m)) m2a(72¢;(m) + 96¢co(m))  12ma?(3cy(m) + 2¢;,(m))
m+B)Bm+2)(m+3)(m+4) (m+p)3m+2)(m+3)  (m+p)3(m+2)

(3c0 (m) + 2¢; (m))
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4q3 m*
NI (2co(m) + ¢ (m))) x + TR (120c, (m) + 144cy(m))
24m3a(5¢cy(m) + 4¢, (m)) 12m2a?(4co(m) + 3¢, (m)) 4ma3

Gt B m DA+ D |t I+ Dm+3) |t pim a0

4
+2¢,(m)) + (miW (2¢o(m) + ¢1(m)).

Makalede c;(m), i = 0,1 dizilerinin

2co(m) +cy(m) =1 (10)
esitligini sagladig1 kabul edilecektir.
Ispat. (i) Lemma 2.1.” in (i) maddesi ve MBDS operatérlerinin lineerligi kullanildiginda

Hinap (¢ = )% %) = Hy o p(1;%) = 29(m) + ¢, (m)
elde edilir.

(if) Yine Lemma 2.1.’in gerekli maddeleri ile MBDS operatorlerin lineerligi kullanilarak

H%,a,ﬁ(t —x;x) = Hrﬂr/{,a,ﬁ(t; x) — XH%,a,ﬁ(l; x)

m 1 m 1
=(m+1) Z by (%) f bm,; (Otdt — x(m + 1) Z b (%) f bm,; (t)dt
i=0 0 i=0 0

2m(3co(m) + 2¢,(m)) m
(m+pB)(m+2) (m+pB)(m+2)

= [_mf- 3 (2¢o(m) + c1(m)) — (3co(m) + 2¢;,(m))

a

+
m+f

(2¢o(m) + ¢1(m))

bulunur. Ayni sekilde (iii)-(v) bentleri de elde edilir.

Simdi bilinmeyen cy(m), c;(m) dizileri igin asagidaki kabuller ele alinacaktir.

Durum 1. ¢o(m) =0, co(m) +c,(m) =0 (11)
olsun. (10) kosulunu kullanarak 0 < cy(m) <1 ve —1 < ¢;(m) < 1 esitsizliklerini elde ederiz. Yani

diziler sinirhidir. Bu durumda (7) operatdrleri pozitiftir.
Durum 2. ¢,(m) < 0 veya co(m) +c;(m) <0 (12)
olsun. Eger cy(m) < 0ise co(m) + c;(m) > 1ve cy(m) + ¢, (m) < 0 ise co(m) > 1 olur. Bu

durumda (7) operatorleri pozitif degildir.

Teorem 1. f € C[0,1] olsun. Eger c¢;(m), co(m) dizileri (10) ve (11) sartlarini sagliyor ise, bu durumda

lim HY o (F3) = o),
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limiti [0, 1] tizerinde diizglin yakinsaktir.

Ispat. c¢;(m), c,(m) dizileri (10) ve (11) sartlarimi sagladiginda, Korovkin Teoremi ve Lemma 2.1.

kullanilarak, H,I,\'{,a_ p operatdrlerinin diizgiin yakinsamasi kanitlanmis olur.

Teorem 2. f € C[0,1] ve ¢;(m), (10) ve (12) kosullarim saglayan yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda,
Tim HY o o(f3) = (0,

limiti [0, 1] Gizerinde diizgiin yakinsaktir.

Ispat. H% «,p Operatorleri i¢in

i, x)_(m+1>2[—c1<m>xbm 400 = 1My 1 (0] f bni(OF (g e

ma[;(f x)

mt+a
)dt

—(m+1)2[co(m>bm 1100+ (—e (M + ()b 1 ()] f b OF (3

olarak alinirsa,

Hrﬂr/{,a,ﬁ(fix)= mag(f x) — H%;B(f;x)

bigiminde yazilabilir. ¢;(m), i = 0,1 dizileri (10) ve (12) kosullarini saglar (co(m) < 0,¢;(m) > 0ya

da co(m) > 0,c,(m) < 0). Budurumda H a p operatdrlerinin momentleri;

HE 5 (05 ) = (m+ 1) Z[—q (M) Xby 1) = €3 (Mbyy 111 (2)] j b ()t = —c;(m)(x + 1),

Fimiap (012 = (’”“)Z[‘Cﬂ’n)xbm 1400 = €4 (Mbyr 11 ()] f i) (o +/? )at
m 2 2 a
—e(m) [(m+,8)(m+2) (%m = xTmx + 2) = g am)(x + 1)],
+
maﬁ(ez,x) B (m+1)2[—61(m)xbm 1 () = ¢t (M)byy—q g 1(x)]f ml(t) mt ﬁa> dt

_—c(m) (m*x®(x + 1) —xm?(Bx? — x — 6) + m*(2x> — 2x* — 4x + 6)
_(m+,8)2{ (m+2)(m + 3)
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2ma
+
m+ 2

(x m-—x +mx+2)+a2(x+1)}

ve
m 1

Hit2 (g ) = G+ 1) ) [comdbp-1,0G0) + (=6 Gmdx + com)bm-1-1(0)] [ (01
i=0 0

= 2co(m) = ¢, (m)x,

Hmaﬁ(ell x)

_ (m+1)Z[Co(m)bm 1i() + (—e (M)x + co(M)) by - 1(’0][ ml() mt +Ba) at

m

= (m AT D ([2¢o(m) — ¢ (mM)x]mx + c1(M)x? — 2¢co(M)x — 2¢;,(M)x + 3¢y (m))

+

T 5 (2¢o(m) — ¢, (m)x),

Hm:a‘ﬁ (62, x)

—(m+1)Z[CO(m)bm 1i(0) + (e (M)x + co (M) bynsi- 1<")]f b (1) mH[?) at

oom? m2x2[2cy(m) — ¢;(Mm)x] + mx(3c;(M)x3 — 6¢y(M)x? — 6¢,(M)x? + 10cy(m))
_(m+ﬁ)2< (m+2)(m+3)

—2¢;(m)x3 + 4cy(m)x? + 6¢c,(M)x? — 10cy(Mm)x — 6¢,(M)x + 8¢o(m) 2ma
* m+2)(m+3) ) m+ B)2(m +2)

2
[—c;(m)mx? + ¢;(m)x? + 2co(m)ymx — 2¢cy(m)x—2c¢, (M)x + 3co(m)] + (m:l-w (2¢o(m)

—c1(m)x)

olarak hesaplanir.

j1 = lim ¢; (m) olsun. (10) ve (12) kosullarindan,
m-—oo

ki(x) =j1(1+x) ve ky(x)=1-j;(1+x)

seklinde ele alinan fonksiyonlar [0,1] {izerinde sabit isaretlidir. Yukaridaki uygun esitlikler ve Korovkin
teoremi kullanilarak

lim Hyvd o (F %) = = 1 (1+ ) (), lim Hyg? o (F2) = (1= j2 (1 +x))f (),
elde edilir. Buradan,
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: M Ca —
nlllggo Hm,a,ﬁ (f: x) - f(x)
olur.

Teorem 3. c¢;(m) ve c;(m), (10), (12) kosullarini saglayan yakinsak diziler ve j; = lim c¢;(m),
m-0oo
i = 0,1 olsun. Bu durumda eger f" € C[0,1] ise [0,1] lizerinde
Tim m (K o g (F5 ) = F(0) = (& = Bx + (1= 22) 2y + 3j0))f" () +x(1 = ) 2o + j1)f" ()

diizgiin yakinsaktir.

Ispat. H,A,’f_ «p MBDS operatérlerine kalanl Taylor formiilii uygulandiginda ve bu operatérlerin lineerligi

ve Lemma 2.1. kullanildiginda;

1
f@® = F0) + (& =0)f"(0) + 57 (¢ = )°f"(x) + 6t 1) (¢ = x)*
Hp o g (F (), %) = f(2))

= Hyp a5t = %, f" () + Hin o, ((t = X)%,X)f" (%) + Hpy 0, (62, X) (t — x)?)

_ 2m(3cy(m) + 2¢4(m)) m
) {<_ (m+ B (m+2) ) ot B 12 Coolm) +26(m)
1 ? am (3 2
g @eolm) + e ()G + 5 {( o - 7 2ea(m) + ea(m) + ( lm) + %4 (m)

2m3(8co(m) + 5¢;(m)) 2m?(4co(m) + ¢, (m)) 5 2m3(5¢o(m) + 3¢, (m))
Cm+B2m+2)(m+3) (m+p)2(m+2)(m+ 3))" <(m +B)2(m +2)(m + 3)

10m?(co(m) + ¢1(m)) 2m 4ma
T i Do 1D G (@ + am) — e

2m 2a 2m?(4cy(m) + 3¢c,(m))
NCECEY) Y T B2 m + 2)(m + 3)

(3co(m) + 2¢1(m))

2ma(3co(m) + 2¢,(m))  a?(2¢co(m) + c;(M))) .,
(m + B)2(m + 2) + (m + )2 }f (x)+H aﬁ(e(t x)(t —x)*)

elde edilir. Burada, 6 € C[0,1] ve ltim O(t,x) =0 dir.
—>X

Pozitif H%,a’ p operatdrlerine sirastyla Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanip, m — oo igin limit

alindiginda

lim mH} 5(8(t, %) (£ = x)%,%) < nlli_r)réo( M 567, x)) lim ( 25 5 (( — x)* x))_

elde edilir. Teorem 1 den lim (H,’,"{aﬁ(ez(t, x),x))E = 0 ve Lemma 2.2. de
m-—oo T

142



Mehmet Hanefi Altun ve Ulkii Dinlemez Kantar / GUFFD, 5(2): 131-148 (2024)

1
lim (mzH,I,"{_a_ﬁ((t - x)“,x))2 sinirlidir. Buradan 7TIll_r)réo mH%rarﬁ(B(t, x)(t —x)%,x) = 0 elde edilir.

m—oo

Sonugcta

Jim m Hip o p((F(8, %) = () = (a = B + (1= 26)(2j1 + 3jo))f' () + x(1 = x) (2o + j)f " (%)
hesaplanir.

H,I,Vl’_a_ p operatdrleri, co(m), ¢;(m) dizileri (10), (12) dzelliklerini sagladiginda, pozitif olmadigindan

asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 4. ¢c;(m) ve c,(m) dizileri (10) ve (12) sartlarini saglayan yakinsak birer dizi ve

ji = lim ¢;(m),i = 0,1 olsun. Eger f’ € €[0,1] ve f", belirli bir x € [0,1] noktasinda mevcutsa
m—oo
Jim [Hy o g (3 2) = ()] = (@ = B+ (1 = 20 2j1 + 3jo))f' () + x(L = 2)(Zfo +j1)f" (%)

olur.

Ispat. Teorem 3’te yapilan islemler tekrar edildiginde yani H,",’{’a, p operatérlerine kalanli Taylor teoremi
uygulandiginda

lim mHy, , 5(0(t,x)(t — %)% x) = 0 (13)
oldugu gosterildiginde ispat bitmis olacaktir. Burada H%'a' p operatorleri pozitif degildir. (5) ve (7) den
H,I,Vl[‘a‘ p asagidaki sekilde gosterilebilir.
H %,a,ﬁ (f;x)

mt+ «
m+f

mt+ «a
m+p

=(m+1) Til c(x,m) f bm,i(t)f( )dt +c(1—x,m) f bm,Hl(t)f( )dt bim—1,i(x).
i=0 0 0

(14)
€ > 0 olsun. Bu durumda 6yle bir § > 0 vardir ki |t — x| < § iken |8(t, x)| < € saglanir. Simdi
€e=x—-6,x+8)n[0,1] vee, :==[0,1]\ (x —6,x + &)
tamimlansin. ¢; (m) ve c,(m) dizilerinin sinirliligi, |b(x, m)| < C olacak sekilde bir € > 0 var
olmasidir.

Bu durumda

2

m—1 1
1 p O (¢ = 2%520] < G+ C Y bya @) | [ bma@10C6 01 (e =) e
i=0 0

m+f

1
mt +«a 2
+ [ i @100 (o= %) e
0

m+f
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2

= (m+1)C ril b1,:(x) f b, (016 (t, %) (n,::; N x) dt
i=0

€1

+ f b (D16(t, %) (Tnt—:g—x)z dt + f D41 (D16t )| ('::g —x)z dt
+ f b i1 (D16, )] (’;”nt—x—x)z dt

€2

yazilir. M = supg<;<116(t, x)| oldugu kabul edilsin. Buradan;

m 2

-1
[H38 (66, )( = )% )| < (m + 1)C (s > by @ l | a0 (%) e

i=0

+fb (t)(m“’“ )2dt +MmZ_1b ) fb (t)(mt” )4dt
n,i+1 m+ B x 52 £ m-1,i (X . m,i m+ B x
- 2

€1

mt + « 4

+fbm,i+1(t)(m+ﬂ —x) dt

elde edilir. Burada Beta fonksiyonu, ardindan Gamma fonksiyonu kullanilip gerekli cebirsel islemler

yapildiginda;
1

(m+ B)2(m+2)(m + 3)
[—4afx — 12ax + 2B%*x* + 12x* — 6x + 28x* — 28x + 8) + m(12a® — 20afx — 36ax + 6a
M 1

S2lm+B)*(m+2)(m+3)(m+4)(m+5)
{m®(24x* — 48x3+24x?) — m°>(24p%x* — 24B%x3 + 2408x* — 3606x3 + 1208x? + 792x*
—1584x3+1008x2 — 216x) + m*(2p*x* + 24p3x* — 123x3 — 486°%x* + 48B°x3 + 48B2x?
—480Bx* + 7208x3 — 120Bx + 1488x* — 2976x3 + 2424x2 — 936x + 144) + m3(28B*x*
+288p3x* — 14483x3 + 1032%x* — 10328%x3 + 4328%x2 + 36008x* — 5400tx3 + 30008x?
—6008%) + m2(1428%x* + 112883x* — 56483x3 + 33608%x* — 336082x3 +9605%x2)

1
(m+pB)*(m+2)(m+3)(m+4)
—360ax? + 120ax — 48cfx? + 48cfx3) — m3(8af3x3 + 72ap%x3 — 36apf?x? + 144afx3
—144afx? + 96afx + 720ax3 — 1080ax?+600ax — 120a) — m?(72af3x3 + 504af?x3
—252apB%x? + 1344afx® — 1344afx?+384afx) — m(208ap3x3 + 864apf?x3 — 432ap%x?)

12

—192apB3x3] + T B m T DT 3) [m3(2a%x — 2a%x?) + m*(a?B?x? + 6a?Bx?

|Hp o g (B(t,)(t —x)%0)| < C (s [m3Q2a? — 4x? + 4x) + m?*(10a?

+108%x* + 368x* — 18f8x) + 12p%*x* — 24afx]

+m(308F%x* + 144083x* — 72083x3+2px)}] +

[m*(240ax3
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4
(m+p)*(m+2)

—3a2Bx + 18a?x214%"%) + m(5a2B2x? + 18a2Px? — 9a?Bfx) + 72 a?f2x?] +

2a*
(m + p)*

[-m(6a’x — 3a3+2a>px)—4a3Bx] +
hesaplanir. Buradan (13) elde edilmis ve ispat tamamlanmis olur.

3. MBDS OPERATORLERI ICIN GRAFIK ANALIZ

Bu bolimde MBDS operator dizisinin asagida ele alinan fonksiyonlara yaklasimlari grafiklerle

gosterilmistir.  Sekil 1°de, () = (x —3)sinx fonksiyonu ve co(m) =22

1
,c1(m) =

dizileri, m = 5,10,20,50 ve @ = 2, = 3 i¢cin MBDS operator dizisinin yaklagimlar: gosterilmistir.

Sekil 1. f; (x) fonksiyonu ve cy(m), ¢, (m) dizileri, farkir m degerleri ve a = 2,8 = 3 i¢in MBDS
operator dizisinin yaklasimlar
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Sekil 2°de, f;(x) = (x — %)sinsz—”x fonksiyonu ve ¢,(m) = %, ci(m) = i

dizileri, m = 5,10,20,50 ve a = 2, = 3 i¢cin MBDS operator dizisinin yaklagimlari ile f; (x)
fonksiyonu ve cy(m), ¢, (m) dizileri, m = 5,10, 20,50 i¢in MBD operator dizisinin yaklasimlari
karsilastirilmagtir.

— 0.4~
S(x) ﬁfl.s Hf:,l.s H;:,l.s Hﬂf,l.s """ ﬁf
..... ﬁ;‘: P ﬁ:: e H

Sekil 2. f; (x) fonksiyonu ve co(m), c; (m) dizileri, farkli m degerleri ve & = 2,8 = 3 i¢in MBDS
operator dizisinin yaklasimlar ile MBD operator dizisinin yaklagimlar: karsilastiriimasi

Sekil 3'de, f,(x) = (x - %)cosgx fonksiyonu ve ¢, (m) = — 2, c5(m) = 22 dizileri,

m=5m=100m=25;m=50ve a=3,=4 icin MBDS operator dizisinin yaklasimlar
gosterilmisgtir.
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Sekil 3. f,(x) fonksiyonu ve ¢, (m), c3(m) dizileri, farkli m degerleri ve @« = 3,8 = 4 i¢cin MBDS
operator dizisinin yaklasimlar
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