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OZET

Bu arasgtirmanin amact ortaokul sekizinci siif 6grencilerinin ¢okgen ile ilgili problemlerdeki
matematiksel diisiinme siireglerini incelemektir. Arastirmada verilerin toplanmasi, ¢éziimlenmesi ve
yorumlanmasinda nitel aragtirma yontemi benimsenmistir. Toplam sekiz 6grenci ile gergeklestirilen
arastirmanin verileri klinik goriisme yontemi kullamlarak toplanmustir. Ogrencilere genellemeye
ulagmalar beklenen ¢okgenler ile ilgili problemler sunulmus, elde edilen veriler tematik olarak analiz
edilmistir. Ozellestirme siirecinin problemi anlama asamasinda ogrencilerin asina olduklar:
problemleri anladiklar1 ancak farkli bir geometrik problem ile karsilastiklarinda zorlandiklart
belirlenmigtir. Yiiksek bagar1 diizeyine sahip Ogrencilerin tikanma siirecine girseler dahi atak
sayilariin diger 6grencilere gore fazla oldugu ve farkl: stratejilere yoneldikleri goriilmiistiir. Bununla
birlikte beklenen genellemeye ulasip bunu sozel olarak ifade edebilen dgrencilerin gogu, genellemeyi
cebirsel olarak ifade etmekte oldukga zorlanmiglardir. Geometrik yaklagim kullanarak genellemeye
ulasan 6grencilerin ulastiklart genellemelere iliskin daha kolay agiklama yapabildikleri, sadece sayisal
yaklasim kullanan ogrencilerin ulastiklar1 genellemelerin nedenlerini agiklamada zorlandiklart
saptanmustir.

Anahtar sozciikler: Matematik egitimi, matematiksel diisiinme, ¢okgen problemleri, problem
¢Ozme.

MATHEMATICAL THINKING PROCESSES OF SECONDARY
SCHOOL STUDENTS IN POLYGON PROBLEMS

ABSTRACT

The aim of this research was to examine the mathematical thinking processes of 8!"-grade students in
problems involving polygons. Qualitative research methods were used in the data collection, analysis,
and interpretation stages. Data were collected from a total of eight students by using the clinical
interview method. The students were given polygon problems where they were expected to reach
generalizations, and the obtained data were thematically analyzed. During ‘understanding the
problem’ phase of the specializing process, the students were able to understand the problems that
they were already familiar with, but they had difficulties when they met a geometric problem that
looked different. Also, those students with high achievement levels had more attacks compared to the
other students and they turned to different strategies even if they were frustrated. Nevertheless, most
of the students who reached the expected generalization and verbally expressed it had difficulty in
expressing the generalization algebraically. The students who reached the generalizations using the
geometric approach were able to easily justify the generalizations that they made, whereas only those
students who used the numerical approach were unable to justify their generalizations.
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1.GiRiS

Diisiinme, bireyin entellektiiel gelisimindeki en onemli aragtir. Diigiinmeyen,
sorgulamayan, sormayan ve arastirmayan bireyler 6grendiklerini de icsellestiremezler.
Bu igsellestirme siirecinin etkin olmasi gereken en 6nemli alanlardan biri ise hig siiphesiz
matematiktir. Nitekim ge¢misten giiniimiize bireyin entelektiiel gelisimini hedefleyen
tim egitim felsefeleri, diigiinmeyi gelistirilmesi gereken en Onemli beceri olarak
tanimlamiglar ve bireyin diigiinme sistemini gelistirmeye katkist olan matematigi ise
bireylere 6gretilmesi gereken temel disiplinlerden biri olarak gormiislerdir (Celik, 2016).
Matematik egitimi sayilari, iglemleri 6gretmekten, giinlik yasamin vazgecilmez bir
pargasi olan hesaplama becerilerini kazandirmaktan dte bir islev tislenmekte; diigiinme,
olaylar arasinda bag kurma, akil yiiriitme, tahminlerde bulunma, problem ¢dzme gibi
onemli destekler saglamaktadir (Umay, 2003). Bu diisinme bi¢imi matematiksel
diistinme olmakla beraber {iist diizey beceriler gerektiren bir diisiinme seklidir. Burton
(1984) bir fikrin, bir gézlemin, bir olaymn ya da durumun diistinmeyi tetikledigini ve bu
olgularin matematiksel diistinme araciliiyla tanimlanabildiklerini belirtir. Bu durum
matematiksel digiinmenin, yalnizca soyut matematiksel kavramlarin yer aldigi
durumlarda degil, giinliik yasamda da kullanilabilecek bir diisiinme bigimi oldugunun
gostergesidir. Ustelik bireyi kendisi hakkinda daha derin bir anlayis gelistirmeye, ne
bildigi hakkinda daha mantikli goriis olusturmaya, ne bilmek istedigine y6nelik daha
etkili aragtirma yapmaya, ne duydugu ve gordiigiine dair daha iyi bir degerlendirme
yapmaya yonlendirir (Mason, Burton ve Stacey, 1985).

Literatiire bakildiginda matematiksel diislinmenin, matematik egitimi arastirmalarinda
matematiksel siiregler (varsayimda bulunma, genelleme ve ispat) ve matematiksel
kavramlarin gelisimi olmak tizere iki farkli perspektiften tanimlandigi goriilmektedir
(Isoda ve Katagiri, 2012, s.24). Siire¢ perspektifinde “Matematiksel diigiinme nasil
gerceklesir?” sorusuna odaklanilir ve bir problem karsisinda harekete gecen diisiinme
eylemini matematiksel diisiinme yapan siirecler bu bakis agist altinda tanimlanir. Diger
perspektifte ise matematik igerigine odaklanilarak bireyin matematiksel kavramlari
zihinde nasil yapilandirdigr ve bu yapilandirma sirasinda geceklesen siireclerin neler
oldugu bakis agisindan matematiksel diisiinme tanimlanir (Celik, 2016). Matematiksel
diisiinmeyi siire¢ perspektifinden ele alan arastirmacilarin matematiksel diigtinmenin
bilesenlerini benzer sekillerde ortaya koyduklar gériilmektedir. Ornegin; Henderson ve
digerlerine (2004) gore matematiksel diistinme; problemlerin ¢dziimiinde matematiksel
tekniklerin, kavramlarin ve siireclerin dogrudan ya da dolayli olarak uygulanmasidir.
Alkan ve Giizel (2005) ise matematiksel diisiinme siirecinde bireylerin algilarindan
hareket ederek bir {irline ulagsma ¢abasi iginde olduklarini ve bu ¢aba sirasinda kullanilan
yaklagimlarin bireysel farkliliklara gore cesitlilik gosterebilecegini vurgulamiglar ve
matematiksel diiginmeyi diger diisiinmelerden ayiran en belirgin gostergenin bireylerin
onceden 6grenmis olduklart matematiksel bilgi ve kavramlari kullanarak soyutlama,
tahmin etme, genelleme, hipotez kurup test etme, akil yiirlitme, ispatlama ve
betimlemelerle yeni bir bilgiye ya da kavrama ulasmasi olarak belirlemiglerdir.
Matematiksel disiinmenin Oziinde siirekli bir fonksiyonu tanimladigini, yani bir
distinceden yeni bir diisiinceye ulagsma mantigr tizerine kurulu oldugunu; bir bagka
deyisle tiretilen her yeni diisiincenin, bir baska diisiincenin baglangicini olugturdugunu ve
slirecin bu sekilde bir dongii halinde devam ettigini ifade etmislerdir. Bu dongii Burton’a
(1984) gore bir oriintiiniin arastirilmasiyla baslar; kesfedilen oriintii sézel, resimsel,
somut ya da sembolik olarak ifade edilir; daha sonra ise 6riintii dogrulanir ve bu sekilde
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stirec devam eder. Benzer gsekilde Liu (2003) da matematiksel diigiinmeyi tahmin
edebilme, timevarim, timdengelim, tanimlama, genelleme, analoji, formal ve informal
olmayan akil yiirtitme, dogrulama ve benzeri karmagik siireglerin bir kombinasyonu
olarak tanimlarken Tall (1991), matematiksel diistinmenin soyutlama, sentezleme,
genelleme, modelleme, problem ¢ézme ve kanit gibi farkli bilesenleri igerdigini ifade
etmektedir. Schoenfeld (1992) ise matematiksel diislinmenin temel bilesenlerini bilginin
0zli, problem ¢6zme stratejileri, bireyin kendi 6z kaynaklarim etkili kullanma,
matematiksel bakis acisina sahip olma, matematiksel uygulamalarla ugragsma seklinde
ortaya koymustur. Burton (1984) ile Mason, Burton ve Stacey (1985) de matematiksel
diislinmenin temel bilesenlerini 6zellestirme (specializing), genelleme (generalizing),
varsayimda bulunma (conjecturing), dogrulama ve ikna etme (justifiying and convincing)
olmak tizere dort asamada tanimlayip incelemislerdir. Bu bilesenlerden 6zellestirme, en
basit anlamzryla ¢esitli 6rneklere bakarak 6zel durumlar arama olarak ifade edilebilir. Bu
ornekleri problemi anlamak i¢in rastgele, genellemeye zemin hazirlamak i¢in sistematik
bir sekilde ve genellemeyi test etmek icin ustaca segmek ve incelemek gerekmektedir.
Boylelikle 6zellestirme siirecinde genellemeye ulasabilmek igin kanitlar toplanir (Mason
ve diger., 1985). Ozellestirme problemi anlamayi kolaylastirarak problemin gercekte ne
ile ilgili oldugunu sezmeye yardimeci olan, daha bilingli tahmin yapip, problemin
¢Ozlimiinii saglayan bir siire¢ iken genelleme, birkac 6rnekten hareket ederek daha genis
durumlar hakkinda tahminlerde bulunmaktir (Mason ve diger., 1985). Genelleme
stirecinde birey, “Dogru olmasi olasi goriinen sey nedir?”, “Nigin dogrudur?”’ ve “Hangi
durumlarda dogrudur?” sorulari ile karsi karsiya kalir ve bu sorularin yanitlanmasini
saglayacak bir Oriintii arayisi icine girer. Bu sebeple genelleme, en basit anlamiyla 6riintii
ve iligki arama olarak da ifade edilebilir. Matematiksel genellemelerde belli sayidaki
adimlardan yola ¢ikarak iddia hakkinda karar verilmeye ¢alisilir. Bu durum, genelleme
sirasinda Ozellestirme isleminin de yapildigimin bir gostergesidir (Arslan ve Yildiz,
2010). Dolayistyla ozellestirme ve genelleme siireglerini birbirinden ayr1 diisiinmek
miimkiin degildir. Bu dogrultuda genellemeye giden siirecin 6zellestirmeyi de igerecek
sekilde giris (entry), atak (attack) ve gdzden gecirme (review) olmak iizere ii¢ boliime
ayrildigr soylenebilir. Problemin anlasilmasi ile baglayan atak siireci problem
¢ozildigiinde ya da ¢oziilmekten vazgegildiginde tamamlanir. Bu kisimda bir¢ok plan
formiile edilip denenebilir, dolayisiyla bu siiregteki matematiksel aktiviteler karigik ve
cesitlidir. Yeni bir strateji yani ¢6ziim yolu ortaya atan birey, ki bu aragtirmada bu durum
atak olarak ifade edilmistir, bunu uygulamaya basladiginda ya hizli ve sorunsuz bir
sekilde sonuca ulagir (Buldum! AHA!) ya da biitiin fikirleri deneyip istenilene ulasamaz,
tikanma siirecine girer ve yeni bir i¢ gorii, yeni bir yaklagim i¢in uzun bir bekleme siiresi
gegirir (Tikandim! STUCK!). Gézden gegirme boliimii ise isminden de anlagilacag: gibi
geriye bakmak anlamindadir (Mason ve diger., 1985). Bu siireglerin gostergeleri Tablo
1’de ayrintili olarak verilmistir.

Matematiksel diisiinmenin diger bileseni olan varsayimda bulunma, 6zellestirme ve
genelleme siireclerinde kendiliginden ortaya ¢ikar. Harel ve Sowder’e (2007) gore bir
varsayim dogrulugundan siiphe duyan bir birey tarafindan ortaya atilan bir iddiadir.
Boylesi bir iddia Ogrencileri arastirmaya ve incelemeye o6zendirir. Bu siirecte bir
O6nermenin dogru olabilecegi tahmin edilerek baglantilar arastirilir, oriintiiler kesfedilir
ve kesfedilen oriintiilerden yola ¢ikarak bir yargiya varilir (Burton, 1984). Varsayim
dogrulanir ya da ciriitiiliir. Dogru ise ni¢in dogru oldugu, yanlig ise nasil diizeltilecegi
diisiiniiliir, diizeltilemiyorsa vazgecilip yeni bir varsayim aramir. ikna etme, iddianin
nedenini aragtirmayi, varsayimin dogrulugunun altinda yatan bazi sebepleri anlamayi ve
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aciklamayi igerir (Mason ve diger., 1985). Birey oncelikle kendini ikna etmeli, ardindan
cevresini ikna etmeye ge¢melidir. Bu siire¢ sadece basit bir dogrulama siireci degil, bir
aragtirmanin, iddianin ni¢in dogru oldugunu aciklama ve genelleme kosullarini kontrol
etmedir (Burton, 1984).

Tablo 1.
Ozellestirme ve Genelleme Siirecleri (Mason ve diger., 1985, 5.47)
SURECLER BOLUMLER GOSTERGELER

L. e Sorunun dikkatlice okunmasi.

GIRIS e  Sorunun ne igerdigini kesfetmek i¢in 6zellestirme
ENW wplmas. .
= N e  [Ilgili gériinen fikirlerin, becerilerin ve gergeklerin
K Ne biliyorum? neler oldugunun belirlenmesi.

e o e Benzer bir soru diisiiniilmesi.

E Ne istiyorum? Bilginin siralanip smiflandirilmasi.

d 0 Gergek sorunun ne oldugunu kesfetmek igin
8 Neyle karsilairim? ozellestirme yapilmasi.

Imgeler, diyagramlar, semboller kullanilmasi.
Temsil ve organizasyon gibi eylemlerin

gergeklestirilmey \

ATAK Tikandim! Buldum!

.

; . . Hesaplamalarin yapilmasi.
& |GOZDEN GECIRME e  Hesaplama sonuglar iizerine diigiinerek sonucun
j mantikli olup olmadiginin diistiniilmesi.
% \A Kontrol Soruyla uyumlu ¢6ziimlerin gergeklestirilmesi.
= e Anahtar durum ve fikirlerin ortaya ¢ikarilmasi.
© Yansitma e  Tahminlerden ve iddialardan ¢ikan sonuglarin
. degerlendirilmesi.
Geniglet e  (Coziimiin yeterince acik olup olmadiginin
diistintilmesi.
e  Sonucu genis i¢erige yansitmak i¢in genelleme
yapilmast.

e  (Cobziim i¢in yeni bir yol aranmasi.

Bu baglamda literatiirde matematiksel diistinme siireglerinin ele alindig1 ¢aligmalarda,
matematiksel diisinmenin asamalar1 ilerledik¢e oOzellikle genelleme siirecinde
Ogrencilerin cogunun sayilar ya da degiskenler arasindaki iliskiyi daha ¢ok sozel ifade
ettikleri, matematiksel sembollerle ifade etmede sorun yasadiklari (Arslan ve Yildiz,
2010; Keskin, Akbaba ve Altun, 2013); problem ¢6zme, iliskilendirme, akil yiiriitme ve
tahmin gibi siire¢ becerilerinde zorlandiklar1 (Yesildere ve Tiirniiklii, 2007); degiskenle
ilgili bilgiye sahip olmayan 6grencilerin kismi ya da yerlesmis tarzda (var olan bilgiler
1s18inda) genelleme yapabildigi, degiskenlerle ilgili biraz bilgisi olan dgrencilerin ise
fonksiyonel baglamda degiskenleri anlama yetenegine baglh olarak ya kismi genellemeyi
ya da tam cebirsel genellemeyi tiretebildikleri belirlenmistir (Rivera ve Becker, 2006).
Sasman, Linchevski, Olivier ve Lienberg’in (1998) 6grencilere genelleme problemleri
vererek onlardan yanitlarin1 ve kullandiklar stratejileri agiklamalar: ve ispatlamalarini
bekledikleri calismada ise 6grencilerin problemde verilen bilgileri temel alarak agiklama
yapamadiklari, ¢ogunun verdigi yanitlar1 dogrulamasi gereken bir hipotez gibi
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gormedikleri, genelleme ve dogrulama siirecinde verilenlerin roliiniin farkinda
olmadiklar1 dikkat c¢ekmistir. Matematiksel diisiinme ve genelleme siireglerinin
incelendigi bu gibi ¢alismalarda 6grencilerin genel olarak bu alanlardaki muhakeme
becerilerinde eksiklikler oldugu ortaya ¢ikarilmistir. Bu sebeple 06grencilerin
matematiksel diisinmelerinin ve o&zellikle genelleme siireglerinin aragtirilmasi ve
gelistirilmesi gereken alanlarin basinda yer aldigi diisiiniilmektedir.

Matematiksel diisiinmenin ve ona ait siireglerin gelistirilmesi problem ¢6zme etkinlikleri
ile gerceklestirilir ve problem ¢6zme becerilerinin gelisimine katki saglayan alanlardan
biri de geometridir. Geometri 6gretimi ile Ggrencilere geometrik diisiinme becerisi
kazandirilir ve Ogrencilerin elestirel diisiinebilmelerini, problem ¢dzebilmelerini ve
matematigin diger konularin1 daha iyi anlayabilmelerini saglamak amaclanir (Driscoll ve
diger., 2007). Geometri problemleri ile kars1 karsiya kalan dgrenciler geometrik yapilari
analiz ederek bu yapilarin birbirleriyle iliskilerini 6grenirler ve bu siire¢ onlarin
iligkilendirme, ¢ikarimda bulunma, genelleme yapma ve dogrulama becerilerini gelistirir.
Geometri alt 6grenme alaninda yer alan “gokgenler”; iicgen, dortgen, besgen, altigen gibi
farkli tiirleri barindirdigindan yapisi itibariyle genelleme yapmaya oldukga uygun bir
kavram olarak karsimiza g¢ikmaktadir. Cokgenlerin kenar, agi, kosegen ozellikleri
incelenerek birbirleri ile iliskileri kurulabilir, varsayimlar iiretilebilir ve bunlardan yola
cikilarak gesitli genellemelere ulagilabilir. Bu baglamda bu arastirmada ¢okgenler ele
alinmig ve gokgen problemleri aracilig1 ile 6grencilerin matematiksel diigiinme stiregleri;
ozellestirme, genelleme, varsayimda bulunma, dogrulama ve ikna etme olmak iizere
Mason, Burton ve Stacey’nin (1985) ele aldig1 sekilde ayrintili olarak incelenmistir.
Ogrencilerin 6zellestirme ve genelleme siireclerinde gerceklestirdikleri cesitli ve karisik
olan matematiksel aktiviteleri (stratejiler ve bu stratejilere bagli olan ataklar ve tikanma
noktalar1) daha derin bir sekilde inceleyebilmek ve anlamlandirabilmek igin
matematiksel diistinmeye ait bu teorik ¢ergeve kullanilmistir.

Degisik bakis agilari ile diigiinebilmeyi, sekiller ve parcalart arasindaki iligkileri fark edip
anlamlandirma ve zihinde somut olarak canlandirmay1 gerektiren ¢okgen kavramina
iliskin literatiirde daha ¢ok ¢okgenleri tamimlama, olusturma ve simiflama becerilerinin
incelenmesine (De Villiers, 1994, 1998; Ergiin, 2010; Fujita, 2008; Fujita ve Jones,
2006a; Fujita ve Jones, 2006b; Herbst, Gonzalez ve Macke, 2005; Leung, 2008;
Monaghan, 2000; Pickreign, 2007; Tiirnikli ve Berkiin, 2013) bunlarin van Hiele
geometrik diisiinme diizeyleri ile iliskilendirilmesine (Burger ve Shaughnessy, 1986;
Erez ve Yerushalmy, 2006) ve cokgen Ogretiminde cesitli tekniklerin ve dinamik
geometri yazilimi kullaniminin etkililiginin arastirilmasina (Jones, 2001; Giilbagc1, 2009;
Okumus, 2011) odaklanildigt goriilmektedir. Bunlarin disinda ise literatiirde cesitli yas
gruplarindaki 6grencilerin matematiksel diisiinmenin asamalarindan genelleme siireci ve
diger asamalarindaki beceri diizeylerini inceleyen (Arslan ve Yildiz, 2010; Garcia-Cruz
ve Martinon, 1998; Keskin, Akbaba ve Altun, 2013; Sasman, Linchevski, Olivier ve
Lienberg, 1998), genelleme siirecinde gorsellestirmenin 6nemine dikkat ¢eken (Yilmaz
ve Argilin, 2013; Yilmaz, Argiin ve Keskin, 2009), oriintiilerin genellenme siire¢ ve
stratejilerini inceleyen (Akkan ve Cakiroglu, 2012; Rivera ve Becker, 2006; Tanigh ve
Ozdas, 2009; Tanish ve Kose, 2011; 2013; Yesildere ve Akkog, 2011;), prblem ¢dzme
ve sema gelisimine odaklanan (Steele ve Johanning, 2004) arastirmalara
rastlanilmaktadir. Bu arastirmada ise literatiirdeki diger ¢aligmalardan farkli olarak
ogrencilerin ¢okgen ile ilgili genelleme problemlerinde kullandiklari matematiksel
diisiinme siireglerine ve bu siireglerin parcalari olan stratejilerinin/ataklarinin ve tikanma
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noktalarinin belirlenmesine odaklamlmistir. Ucgenler ve dortgenler ile &grencilerin
kiiciik yaslarda karsilasmalari, bu ¢okgenlerin kdsegen ozelliklerine, i¢ agilarina ve i¢
acilar1 toplamimna asina olmalar1 onlarin diger ¢okgenlere yonelik varsayimda
bulunmalarina, ¢esitli genellemelere ulasmalarina ve ulastiklar1 genellemeleri sadece
licgen ve dortgen 6zelliklerine dayali olarak dogrulayabilmelerine olanak verecektir. Bu
stirecte ise kullandiklari stratejilerin/ataklarin ve karsilastiklart tikanma noktalarinin
belirlenmesi geometrik diisiinmede 6grencilerin daha ileriye taginmasinda dgretmenlere
ve aragtirmacilara énemli ipuglar1 sunabilir. Bu diisiince dogrultusunda bu arastirmanin
genel amaci ortaokul sekizinci smif Ogrencilerinin ¢okgen problemlerindeki
matematiksel diisiinme siireglerinin incelenmesidir.

2. YONTEM

Ortaokul sekizinci siif 6grencilerinin matematiksel diisiinme siire¢lerinin incelendigi bu
arastirmada nitel arastirma yaklasimlarindan temel nitel aragtirma benimsenmistir. Temel
nitel arastirma bireylerin bakis acilarini ve diinya goriislerini kesfetmeyi amagladigi gibi
bir fenomeni ya da bir siireci kesfetme ve anlama/anlamlandirma arayisinda da olabilir
(Merriam, 1998, s.11). Ogrencilerin ¢okgenlere iliskin &zellestirme ve genelleme
stireclerinde gergeklestirdikleri karmagik matematiksel aktiviteleri daha derin bir sekilde
inceleyebilmek ve anlamlandirabilmek amaci ile bu desen tercih edilmistir.

2.1.Katilimcilar

Arastirmada yer alan katilimeilarin belirlenmesinde amagh 6rnekleme yontemlerinden
6l¢iit 6rnekleme kullanilmigtir. Arastirmanin amacina ulasabilmesi igin katilimcilarin
ortintii ve gokgenler ile tanigmis olmasi bir gerekliliktir. Bu nedenle 6l¢iit olarak ortaokul
sekizinci smuf diizeyi belirlenmis, klinik goriismelerde &grencilerin diislinme ve
muhakeme etme, verileri siniflandirma ve iligkilendirme, varsayimda bulunma,
genelleme gibi iist diizey becerileri kullanmalar1 gerektirecek problemler kullanilacagi
icin basar1 olarak diisiik seviyedeki Ogrencilerden zengin veri elde edilemeyecegi
diistiniilmiis ve bu nedenle sadece orta ve yiiksek basari diizeylerine sahip 6grenciler
tercih edilmistir.

Ogrenci basar1 diizeylerini belirlemede oncelikle matematik 6gretmeninin dgrenciler
hakkindaki goriisleri ve ayrica 2014-2015 egitim-6gretim yilt TEOG sinav sonuglari baz
almarak dort kiz-dort erkek olmak iizere sekiz 6grenci segilmistir. Dort kiz-dort erkek
6grenci arasindan ise orta ve yiiksek basar1 diizeylerine uygun dgrenciler segilirken her
diizeye ait iki kiz, iki erkek 6grenci se¢ilmesine dikkat edilmistir. Basar1 diizeyi yiiksek
olan dgrenciler Y1, Y2, Y3, Y4 ve basar1 diizeyi orta olan 6grenciler O1, Oz, O3, O4 seklinde
kodlanmig ve 6grencilerin dagilimi Tablo 2°de sunulmustur:

Tablo 2.

Arastirmaya Katilan Ogrencilerin Cinsiyet ve Basari Diizeyleri
Cinsiyet/Basar1 Diizeyi Orta Yiiksek
Kiz 01 , Oz Y1 ,Yz
Erkek Os, O4 Y3,Ys
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2.2. Verilerin Toplanmasi

Bu arastirmada 6grencilerin cokgen problemlerini genellemelerine iligkin matematiksel
diistinme siireglerini belirlemek ve derinlemesine bilgi toplamak amaciyla klinik goriisme
teknigi kullanilmustir. Klinik gériismelerde dgrencilerden verilen problemleri yamitlarken
sesli diiglinmeleri ve disiincelerini detayli olarak agiklamalar1 beklenmis ayrica
aragtirmaci tarafindan da 6grencilere diisiinme siireglerini ortaya gikaracak sonda sorular
yoneltilmistir. Gerekli izinler alinarak gergeklestirilen goriismeler sirasinda kullanilan
video kamera Ogrencileri, 6grencilerin kagitlarin1 gorebilecek ve onlarin dikkatini
dagitmayacak sekilde yerlestirilmis, goriismecinin 6grenci ile yiiz yiize oldugu ve
Ogrencinin yaptiklarin1 rahat goérebildigi bir oturma diizeni olusturulmasina dikkat
edilmistir.

1. Ucgen, dortgen, besgen ve altigen |Herhangi bir cokgenin bir kosesinden
gibi geometrik sekilleri diisiinerek, |cikabilecek kosegenler yardimiyla ¢okgenin
herhangi bir sayida kenar sayisina |kenar sayisinn iki eksigi (n-2) kadar

sahip bir ¢okgenin i¢ agilar ticgene parcalanabilecegi bilgisini “Bir
toplamini bulmaya yarayacak ticgenin i¢ agtlart toplami 180°°dir.” bilgisi
genel bir kural olusturabilir ile birlestirerek “(n-2).180°” genellemesine
misiniz? ulasmalar: beklenmigtir.

2. Asagida baz1 ¢okgenlerin Osrencilerin “n kenarl bir ¢cokgenin her
kosegenleri ¢izilmistir. bir kosesinden n-3 tane késegen ¢izilerek
Inceleyiniz. toplamda n.(n-3) késegen ¢izilebilir” bilgisi

ile A kosesinden B kosesine ¢izilen kosegen
A ile B’den A’ya ¢izilen késegenlerin ayni

olacagini fark etmeleri ve béylece N>3
Buna gore n kenarli bir ¢cokgenin kag olmak iizere, n kenarli konveks bir ¢okgenin
tane késeger_li oldugunu b.u!ma)./a. . (n-3) genellemesine
yarayacak bir kural bulabilir misiniz?

kosegen sayist i¢in = .

ulasmalart beklenmistir.

3. Bir koordinat sisteminde (4, 0) ve  [Olast iigiincii noktanin koordinatlarimin
(8, 0) noktalarini belirtiniz. Kése |(4,0) ve (8,0) noktalarini kapsayan yaklagik
noktalarindan ikisi bu noktalar ve  |bir elips tizerinde oldugunu
gevresi 12 birim olan bir tiggen anlayabilmeleri, bu noktalarin
diistiniinliz. Buna gore bu iicgenin |hareketliligini dikkate alabilmeleri ve bir
3. kosesinin koordinati i¢in neler  |tiggen olusturmak icin kenarlar arasindaki
sOyleyebilirsiniz? Miimkiin olan iliskiyi fark edebilmeleri beklenmigtir.
biitiin durumlari nasil
bulabilirsiniz? Agiklayiniz.

Sekil 1.Klinik goriisme sorulart ve beklenen genellemeler

Genelleme i¢eren geometri problemlerinden olusan klinik goriisme gorevlerinin gegerlik
ve giivenirlikleri, uzman goriisii alinarak ve pilot ¢alisma gergeklestirilerek saglanmustir.
Oncelikle alanyazin taramasi yapilarak genelleme iceren sekiz geometri problemi
(cokgenlerle iliskili benzer yapida problemler) belirlenmistir. Belirlenen sekiz problem
iki Ogretim tliyesi ve ortaokulda gdrev yapan iki matematik &gretmeni olmak iizere
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matematik egitimi alaninda uzman dort kisiye sunulmusg, Onerilen degisiklikler
dogrultusunda gerekli diizenlemeler yapilarak iic problem cikarilmig ve kalan bes
problemden olusan testin pilot calismasi yapilmistir. Pilot ¢caligma sonucunda sorularin
anlasilirliginda bir sorun goriilmemis, bundan dolay1 sorularda herhangi bir degisiklik
yapilmamistir. Klinik goriismeler her bir 6grenci igin iki ya da ii¢ ayr1 oturum seklinde
gergeklestirilmistir. Goriigmelerin her birinde 6grencilere sorular ayri kagitlarda yazili
olarak sunulmus ve ¢oziimlerini gerceklestirebilmeleri i¢in yeterince siire taninmustir.
Ancak bulgularin ¢ok uzun olmasindan dolayi bu ¢aligma kapsaminda Sekil 1’de verilen
cokgenler ile ilgili sorulara odaklanilmistir. Sekil 1°de ayrica her bir soru kapsaminda
ogrenciden beklenen genellemelere de yer verilmistir.

2.3.Veri Analizi

Arastirmada verilerin analizinde nitel analiz yontemlerinden biri olan tematik analiz
yontemi kullanilmistir. Bu dogrultuda bu arastirmada, ayni zamanda ¢aligmanin yazarlari
olan arastirmaci (matematik Ogretmeni) ve bir matematik egitimi alan uzmani
hazirlanmis olan kuramsal ¢ergeveyi dikkate alarak veriler {izerinde bagimsiz ¢aligmis,
temalar1 ve alt temalar1 olusturmuslardir. Ana temalar Mason, Burton ve Stacey’nin
(1985) kuramsal gergevesinde ele aldiklar1 “6zellestirme”, “genelleme ve dogrulama-
ikna etme”dir. Diger tema, alt tema ve kategorilerin olusturulmasinda ise veriler bir araya
getirilerek incelenmis ve ortak yonleri aragtirmacilar tarafindan bulunmaya ¢aligilmustir.
Ortaya ¢ikan tema ve alt temalar birbiriyle iligkili ve anlamli bir biitiin olusturacak sekilde
diizenlenmistir. Bu tema ve alt temalarin diizenlenmesinde kuramsal ¢er¢eve de dikkate
almarak matematiksel diisiinme siiregleri 6ne ¢ikarilmis, bu siiregler altinda her bir
probleme ait kategorilere yer verilmistir. Bu tema ve alt temalar1 igeren kodlama anahtar1
Tablo 3’de sunulmustur.

Ornegin ozellestirme temasinin iliski arama- varsayim olusturma alt temasina ait “6n
bilgiye dayali kural yazma” &grencilerin verilen problemlerdeki 6zel degerleri ve sekilleri
inceledikten sonra ya da bu asamalart hi¢ yapmadan Onbilgilerine dayali olarak
genellemeleri ifade etmeleridir. Bu durum ile birinci ve ikinci problemde kargilagiimistir.
Geometrik yaklagim alt temasi ise iki farkli problemde ortaya ¢ikmistir. Cokgenin ig
acilar1 toplami probleminde ¢okgeni geometrik yapilara pargalama ve tamamlama iki ayri
alt tema altinda incelenirken, ¢evre probleminde c¢okgeni pargalama s6z konusu
olmadigindan kenar uzunluklarina odaklanma, {iggen esitsizligi, olas: {iggenleri ¢izme,
simetri ve Pisagor bagintisini fark etme alt temalari olusturulmustur. Geometrik yaklasim
probleme uygun geometrik bir yap1 kullanmay1 ve bu yapiy1 analiz etmeyi i¢erdiginden
bu alt temalar bulgularda geometrik yaklagim altinda birlikte sunulmustur.

Kodlama ve temalagtirma siireci ilk iki yazar tarafindan birbirinden bagimsiz olarak
yiiriitilmiis ve giivenirlilik hesaplamasi yapilarak %92 giivenirlik saglanmistir (Miles &
Huberman, 1994, s. 64). Ortaya ¢ikan temalar ve temalar arasi iligkiler sekiller ile
desteklenerek sunulmus, ayni zamanda elde edilen tema ve alt temalar §grencilerden
alman gorisler ve dokiimanlardan dogrudan alintilar yapilarak desteklenmistir.
Sekillerde harf ve sayilarla kodlanan 6grencilerin kullandiklart stratejiler sonucunda
genellemeye ulasip ulagmama durumlart mavi (Ay), kirmizi (Bz) ve siyah renk (Cs)
kullanilarak verilmistir. Kirmiz1 6grencilerin diisiinme siirecinde tikanma yasadiklarini,
mavi beklenen genellemeye ulastiklarini gdsterirken siyah kullanilan stratejinin istenen
genellemede araci ya da etkisiz bir rol oynadigim ifade etmektedir.
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Tablo 3.
Kodlama Anahtar

Ozellestirme Problemi anlama

Verilenlere uygun
¢izim yapma ve
gerekli degerleri

Tiim problemler

belirleme
Onbilgi 1.Problem
Tahmin 3.Problem

Problemi anlayamama 3.Problem

iliski arama-
varsayim
olusturma/ataklar

On bilgiye dayali 1.- 2. Problem
kural yazma
Sayisal yaklagim 1.Problem

*QOriintii olusturma

*Fonksiyonel strateji
*Deneme-yanilma

1.Problem

*Geometrik yapilara pargalama
*Geometrik yapilara tamamlama
3.Problem

*Kenar uzunluklarina odaklanma
*Ucgen esitsizligi

*Qlas1 iicgenleri ¢izme

*Simetri

*Pisagor bagmtisini fark etme
1.Problem

*Kosegen sayisina odaklanma
*Agiya odaklanma

2.Problem

* Bir kdseden ¢ikan kosegen sayisi-
kenar iligkilendirmesi

* Kosegen sayisi kenar

Geometrik yaklagim

Sayisal ve geometrik
yaklasim

iliskilendirmesi
Genelleme ve Genelleme Sozel genelleme 1.Problem
dogrulama- Cebirsel genelleme  1.- 2. Problem
ikna etme Geometrik yer 3. Problem

genellemesi
Genelleme yapamama 1.-3. Problem

Dogrulama-ikna
etme

2. Problem
2. Problem

Dogrulama
Aciklama

1.-
1.-
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3. BULGULAR
3.1. Ozellestirme Siireci

Problemlerin 6zellestirme siirecinde kullanilan yaklagimlar Sekil 2°de verilmistir.

OZELLESTIRME

d
<

[Problemi Anlama ]

A Sayisal yaklasim A,

. e yisal yarias i Onbilgive  dayali
Onbilgi E A ;

#iVerilenlere uygun ¢izim  kural yazma

iiyapma ve gerekli degerleri g %
Tahmin { ibelirleme (Tiim problemler) Geometrik yaklagim

............................ a
Problemi anlayamama Sayisal ve geometrik yaklasim

Sekil 2. Problemlerin dzellestirme siirecinde kullanilan yaklagimlar

Ozellestirme siireci, problemi anlama ile baslar. Problem ¢dzme siirecinin de ilk
asamasinin problemi anlama oldugu diisliniildiigiinde, ilk olarak 6grencilerin problemi
anlamaya yonelik olarak gosterdikleri eylemler “problemde verilenlere uygun ¢izimler
yapma” ve “gerekli degerleri belirleme” basliklar1 altinda incelenmistir. Bu baglamda
Ogrencilerin, problemlerin tamaminda ilgili sekillerin ¢izimlerini gergeklestirdikleri ve
belirlemeleri gereken degerleri (kenar ve kose sayilari, koordinat sisteminde noktalari ve
iki nokta arasindaki uzaklig1 belirleme) ifade ettikleri goriilmistiir. Ayrica 6grencilerin
bazi problemlerde onbilgilerini kullanarak tahminde bulunduklar: da elde edilen diger
bulgulardandir. Ornegin ¢okgenlerde i¢ agilar toplanuni bulmak igin bir genel kuralin
istendigi birinci problemde Ogrencilerin Oncelikle i¢ agilart toplamlarmi bildikleri
cokgenleri (eskenar ii¢gen, kare) diisiindiikleri ve bunlart ¢izdikleri gorilmiistiir.
Ogrencilerin taman bu ¢izimlerde ilk olarak diizgiin cokgenleri tercih etmelerine karsin
diizgiin besgen ve diizgiin altigenin bir agisinin dl¢iisiinii hatirlamakta zorlanmislar, ti¢
ogrenci (O3, Y1, Y2) besgenin i¢ agilari toplami igin 180°lik artisa dayali tahmin
yiiriiterek diisiinme siirecini agiklamistir. Ayrica bu siiregte bazi dgrencilerin (Y2, Oz)
diizgiin olmayan ¢okgenlere (dik iiggen, besgen) de odaklandiklart goriilmiistiir.

Bir ¢cokgenin kosegen sayisint bulma probleminin anlama asamasinda ise 6grencilerin
tamaminin verilen gokgenlerin kdsegenlerini inceleyip saydiklari ve bir altigen ¢izdikleri
belirlenmistir. Bu 6zellestirme asamasinda iliskinin kesfi i¢in kosegen ¢izimi onemli bir
bilesendir ve 6grenciyi genellemeye gotiiren strateji igin belirleyicidir. Eger 6grenci
sistematik olarak ¢okgenin herhangi bir kosesinden baslayarak kosegen gizerse kenar
sayisi ile kosegen sayisi arasindaki iliskiyi fark edebilir. Bu dogrultuda rastgele ¢izim
yapan bir Ogrenci hari¢ (O4) diger Ogrencilerin tamaminin sistematik bir bigimde
kosegenleri ¢izdikleri goriilmiistiir. Bir 6grencinin goriismesi ornek olarak sunulabilir:
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G : Mesela orda kosegenleri ¢izerken nasil bir yontem izledin? Rastgele mi ¢izdin
yoksa belirli bir yol kullandin mi ¢izmek i¢in?

Y3 : Belirli bir yol kullandim.

G : Nasu bir yol?

Y3  : Mesela simdi bu kdsenin (altigenin bir késesi) bir kenarla bagintisi olmadigi
ti¢ tane kose var. O yiizden buradan ii¢ tane késegen ¢ikar ve her kogeden de
béyle ii¢ tane kisegen cikacag icin her kiseden ii¢ tane. Uger tane kosegen
ctktigr ana kadar ¢izmeye devam ettim.

Genel olarak dgrencilerin problemi anlama asamasinda basarili olduklar1 séylenebilir.
Bununla birlikte dgrencilerin tigiincii kose noktasimin koordinatlarimin (4,0) ve (8,0)
noktalarin1 kapsayan yaklasik bir elips lizerinde oldugunu anlayabilmeleri, bu noktalarin
hareketliligini dikkate alabilmeleri ve bir iiggen olusturmak i¢in kenarlar arasindaki
iligkiyi fark edebilmeleri beklenen ¢evre problemini anlamada sorun yasadiklari
saptanmistir. Bu soruda iki 6grenci (Y: ve Y»), olasi {giincli kose noktasinin
koordinatlarin1 belirlemekten daha ¢ok tiggenlere odaklanmus, ayrica Y liggende kenar-
ac1 bagmtilarim da diisiinerek tikanma siirecine girmis, sonug olarak bu soruyla ilgili
herhangi bir genellemeye ulasamamustir.

Ozellestirmenin iliski arama/varsayim olusturma asamasinda ogrenciler ilgili
problemlerde veriler arasinda iligki aramaya yonelmislerdir. Bu siiregte 6grencilerin Sekil
2’de verildigi gibi dncelikle eger problemin genellemesine iligkin 6nbilgiye sahiplerse 6n
bilgiye dayali kural yazdiklari, ardindan sayisal, geometrik, sayisal ve geometrik
yaklasimlar1 kullandiklar1 goriilmiistiir. On bilgiye dayali kural yazma dgrencilerden
bazilarinin i¢ agilar toplami ve kdsegen sayisi problemlerinde 6zel degerleri ve sekilleri
inceledikten ya da bu asamalar1 hi¢ yapmadan onbilgilerine dayali olarak genellemeleri
ifade etmeleridir. Cokgenin i¢ agilar toplami probleminde bir 6grenci (O1) dogru bicimde
Ve ¢okgenin kdsegen sayisi ile ilgili problemde ii¢ 6grenci (Y1, Yas, Oz) hatali bir bicimde
kural yazmaya ¢alismiglardir.

Sayisal yaklagimin kullanildigi bir ¢okgenin i¢ agilar toplami problemine ait stratejiler
Sekil 3’te sunulmustur. Sayisal yaklagim problemdeki verileri sayisallastirmayi ve veriler
arasinda iligki aramay1 ifade eder. Sekildeki kirmizi renk o6grencilerin tikanma
yasadiklarini, mavi beklenen genellemeye ulastiklarini ve siyah renk 6grenci tarafindan
kullanilan stratejinin istenen genellemede araci ya da etkisiz bir rol oynadigini
belirtmektedir.
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[ Sayisal yaklasim ]

v
Cokgenin i¢ agilar toplami problemi

- & E T ey
Oriintii olusturma b 4 Deneme-yaniima
5 \ Fonksiyonel strateji
4 v
o t tablosu kullanarak v o Toplamlar arasi kat iliskisi (Y>)
oriintii olusturma (Y, Y, Yz)  ° Toplémlaf arasi artisi e Toplamlar aras1 kat ve
e Sadece toplamlar arasi gokgenin kenar sayisi ile toplam iliskisi (Y1, Y2)

artisa odaklanma (Y5) iliskilendirme (Y1, Y5, Os)

Sekil 3. Sayisal yaklasima ait stratejiler

Cokgenin i¢ agilar toplami probleminde veriler arasinda iliski arayan 6grenciler, atak
olusturma siirecinde ilk olarak sayisal yaklagimlara yonelmisler ve bu kapsamda oriintii
olusturarak bu oriintiilerin terimleri arasinda deneme-yanilma ve fonksiyonel stratejileri
kullanmislar ve ¢esitli iligkiler aramiglardir. Problemde oriintii olusturduktan sonra kenar
sayilarint dikkate almadan sadece i¢ acilar toplamlari arasindaki artisa odaklanan
ogrencinin (Y2) deneme-yanilma stratejilerine yoneldigi ve bu baglamda dnce toplamlar
arasinda bir kat iliskisi (90 kat) aradig1 ardindan kat ve toplam iligkisi arayarak tikanma
siirecine girdigi de goriilmiistiir. Oriintii olusturarak oncelikle &riintiiniin terimleri
arasinda deneme-yanilma stratejisi ile iliski arayan Y ise tikanma siirecinin ardindan
yeni bir atak gerceklestirerek fonksiyonel stratejiyi kullanmistir. Fonksiyonel stratejiler,
girdi ve ¢ikt1 degerleri arasindaki iliskinin arastirilmasini belirtir (Tanigh ve Kose, 2011).
Ogrenci (Y1) problemde olusturdugu oriintiiden yararlanarak ¢okgenlerin i¢ acilari
toplamlart arasindaki 180°’lik artist kenar sayisi ile iligkilendirmis ve (n-2).180°
genellemesine ulasmstir. Ogrenci goriismesi 6rnek olarak sunulabilir:

Y1 : Geometrik sekillerde kenar 180, dort kenar 360, bes kenar 540 ¢arpt 180 desek
olmaz. Zaten burada hani mesela bir kenar 180 diye baslamams. U¢ kenar 180
diye baglamis. Belki de bunu hani bir kenar 180 desek uyacak bir kural genel
bir sey yapabiliriz.

G : Nasil yapabiliriz onu?

Y1 : Onu bir, iki, ii¢, dort olsa. Iki eksik. Hepsinden alti, dort, iki eksigi yani iki
eksigi. Evet, eee sonra sifirlamig olacagiz.

G . ...Bunu bana genel olarak yazabilir misin?
Y1 : Hmm kenara n desek yine. n eksi iki yapsak bunu direk buluruz, ¢carpt 180 olur
mu Kki?

Yukaridaki agiklamalari yapan Y1, olusturdugu genellemenin yalnizca diizgiin gokgenler
icin gecerli olabilecegini diisiinerek (6zellestirme) bir tikanma yasamis ancak biraz
distindiikten sonra bu fikrin tiim ¢okgenler i¢in dogru olduguna karar vermistir.

Sayisal yaklasimdan beklenen genellemeye ulasamayan Ogrenciler yeni bir atak
gergeklestirerek geometrik yaklasimlara yonelmislerdir. Istenen genellemenin kesfinde
cesitli geometrik kavramlara odaklanmayi ve kullanmayi ifade eden geometrik yaklasima
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ait stratejiler Sekil 4’te sunulmustur. Cokgenin i¢ ac¢ilar toplami probleminde geometrik
yaklasim kullanan 6grenciler verilen ¢okgeni ya geometrik yapilara parcalamislar ya da
geometrik yapilara tamamlamislardir.

Geometrik yaklasim
DI —e >
[ Cokgenin i¢ agilar toplami problemi ] Cevre problemi ]
............................................... A
A A Simetri
Geometrik yapilara A Kenar uzunlarina (Y1, Y2, Y3, Y4, Oy)
parcalama Geometrik yapilara odaklanma
tamamlama Olast tiggenleri ¢izme
-« (Y, O2)
v :
e Cokgenleri iiggen ve Y v
N " kenar (Yz, O,)
dortgenlere pargalama g o Cesit :
(Y2 Y3 Ya. Oy, Oy) Ucgen esitsizligi o Eskenar (Hepsi)
> o Genis agili (Y1, Y4, O1)
y A e Dik agili (Yy, Ya, Y
o Cokgenleri sadece e ag u Y2 Y3,
iicgenlere parcalama o Esitsizligi dikkate alma Y4, Oy, Oy, O3)
(Ya, Oz, O) (01, Yz, Os, Ya, Y2, Op)
V... ) ""-." * Esitsizligi dikkate almama Pisagor bagintisini fark etme
A < (04, Y1) Y1, Y2, Y3, Y4, Oy, Oy Os
e Cokgenlerin bir kdsesinden v
pargalama (Y2, Y, O2) o Kenar uzunluklarini rasyonel alma
e Cokgeni her kdsesinden pargalama (O.) (Y,Y,0,0,0,0,)

o Belli bir strateji ile pargalama (Y3)
o Rastgele pargalama (O,)

Sekil 4. Geometrik yaklagima ait stratejiler

Cokgenlerin i¢ agilar toplami probleminde geometrik sekilleri uygun pargalara
ayirabilme becerisinin 6grencilerin genellemeyi kesfetmelerinde etkili bir rol oynadig:
saptanmustir. Bu baglamda 6grencilerin (Y2, Y3, Ya, Oz, O4) ¢okgeni dncelikle tiggen ve
dortgenlere parcaladiklar1 ve ardindan bazi 6grencilerin (Ya, Oz, Oa) sadece liggenlere
parcalayarak toplamlari elde ettikleri goriilmiistiir. Bu siiregte 6grencinin ¢okgeni nasil
parcalara ayirdigr da onemlidir. Bu parcalamada g¢okgenin bir kosesinden baglayan
ogrenciler (Y2, Ya, O2), ¢cokgeni her kdsesinden parcalayan 6grenciler (O4) ve belli bir
strateji ile pargalayan 6grenciler (Y3) ile rastgele parcalayan 6grencilerin (O7) diisiinme
stirecleri birbirinden farklidir. Nitekim besgeni bir liggen ve bir dortgene ayiran O,
altigende ayni stratejiyi uygulayarak onu da bir dortgen ve iki iiggene ayirmigtir. Ancak
dortgenin de i¢ agilar toplamini bilmedigi varsayilmasi gerektigi sdylendiginde, O, Sekil
Sa’da goriildiigii gibi rastgele bir par¢alama yaparak tikanma noktasina gelmistir. Bu
tikanma siirecinin ardindan ¢okgenin tek kosesinden c¢ikan kosegenlerle tiggenler
olusturmus ve toplamu {iggenin i¢ agilari l¢iisii toplamina dayali olarak ifade etmistir.
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Zjiﬂf @

a. 0, b. Y3

Sekil 5. Cokgenin i¢ agilar toplamina ait 6grenci ¢izimleri

Ogrencilerden Y3 ise Sekil S5b’deki gibi g¢okgenleri belli bir strateji baglaminda
parcalayarak “Cokgenleri pargalarken ortada bir dortgen kalana kadar birbirlerini
kesmeyecek sekilde tiggen ¢izer ve son olarak ortadaki dortgeni de kosegen yardimiyla
iki Gi¢gene ayiririm.” seklinde bir genellemeye ulagmistir. Katilimer 6grencilerin ¢ogu
cokgenleri tiggenlere par¢alama stratejisini kullanirken biri yiiksek (Y3) digeri orta bagari
diizeyine sahip (O3) iki 6grenci, geometrik yaklasim kapsamindaki diger bir strateji olan
geometrik yapilara tamamlamayr kullanmiglar ve ilk olarak ticgeni dortgene
tamamlamay1 diisiinmiislerdir. Bu tamamlama ile i¢ acilar toplamina ulasamayinca
“Cokgenler liggenlere parcalanabilir” fikri zihinlerinde canlanmis ve geometrik yapilara
parcalamaya ge¢mislerdir.

Geometrik yaklagimin kullanildigi  ve Ogrencilerin = ¢ogunlugunun o6zellestirme
asamasinda kaldig1 ¢evre probleminde (Sekil 6) 6grencilerin tiggen olusturabilmek igin
kenar uzunluklarina odaklandiklari belirlenmistir. Bu dogrultuda iki 6grenci (Oas, Y1)
hari¢ diger 6grenciler ¢evresi 12 birim olan iiggenleri belirlerken liggenin kenarlari
arasindaki “ilicgen esitsizligi” kuralini dikkate almislardir. Boylelikle diger iki kenar
uzunluklari toplamini 8 olarak belirtmisler, kenar uzunluklarinin 2 ve 6 olamayacagini
vurgulamiglardir. Bu noktada 6grencilerin tamaminin kenar uzunluklar igin rasyonel
sayt degerlerini diistinmedikleri goriilmiig, aragtirmacinin yonlendirmesine ragmen
yiiksek basar1 diizeyine sahip iki 6grencinin (Y1, Y2) kenar uzunluklarimin sadece tam
sayilardan olabilecegini ifade ettikleri saptanmistir. Kenar uzunluklarmin neler
olabilecegini sorgulayan Ogrenciler ikinci asamada olasi iti¢genlere iliskin ¢izim
yapmuslardir. Ogrencilerin tamami ilk olarak eskenar iicgen cizimini diisiiniirken,
bazilarinin iiggenin ¢esitkenar, dik ac¢ili ya da genis acili olabilecegi diisiindiikleri
goriilmiistiir. Ozellikle 3-4-5 gesitkenar iicgenini ¢izen dgrencilerin (Y1, Y2, Y3, Ya, Oy,
03, O3) bu liggenin ayni zamanda dik tiggen oldugunu belirttikleri ve kenarlar arasindaki
Pisagor bagmtisini da ifade ettikleri saptanmistir. Agirlikli olarak yiiksek basarili
Ogrencilerin fark ettigi simetri 6zelligi dogrultusunda bazi 6grencilerin tiglincli kose
noktast igin tahmini bir geometrik yer belirleyerek Sekil 6’daki gibi ¢izim yaptiklari
gorilmiistiir.
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a. Ya

Sekil 6.Cevre problemindeki ogrenci ¢izimleri

Cokgenlerin i¢ agilarinin toplaminin ve kdsegen sayilarinin belirlenmesi problemlerinde
Ogrencilerin hem geometrik hem sayisal yaklasim altindaki stratejileri birlikte
kullandiklar1 belirlenmis ve bu stratejiler Sekil 7°de sunulmustur. Sayisal ve geometrik
yaklagim yapidaki geometrik bir 6zellik ile belirlenen kdsegen sayisi ya da gokgenin
kenar sayisi arasinda sayisal bir iligki aramay1 belirtir.

Sayisal ve Geometrik Yaklasim

‘ )

£ ' %
Kosegen sayisina Aciya odaklanma Bir késeden cikan Kisegen sayist
odaklanma kosegen sayisi-kenar kenar iligkilendirmesi
: iliskilendirmesi
v
e Cokgenlerin i¢ agilart V
arasindaki artig v
(Y2, Oz, 03) Artisa ?qaklagma e Kat iligkisi arama
v o Tiimler a1 (Y2) (Tiim 6grenciler) ("Yz, 01)
Koenin ti H o Oriintii olusturma
* Cf) genin fum v -t tablosu (Y1, Y2, O3)
kdsegen sayilarina oo .
e Oriintii olusturma -listeleme (Y3)
odaklanma ”
(Y1, Ye) -t tablosu (Y2) « Kombinasyon (V2)

-listeleme (Y1, Y2, Y3)

Sekil 7. Sayisal ve geometrik yaklasima ait stratejiler

Ogrenciler her iki problemde de éncelikle geometrik yapry1 analiz etmisler, ardindan ig
acilar toplamlarina ve kdsegen sayilarina iligkin Oriintiiler aramislardir. Cokgenlerin i¢
acilarinin toplami probleminde agiya odaklanan dgrencilerin tikanma siirecine girdikleri
goriilmiistiir. Bu 6grencilerin bazilarinin (Y2, Oy, Os) ¢izdikleri diizgiin ¢okgenlerin i¢
acilar1 (60° ve 90°) arasindaki artis1 inceleyerek bir kural aradiklari, bir 6grencinin (Y32)
ise ¢okgeni geometrik yapilara pargaladiktan sonra elde ettigi tiggenlerin i¢ agilarinin
timler olmas1 gerektigini belirttigi belirlenmistir. Elde ettigi iicgenler ikizkenar ya da
eskenar olmadig1 icin acilar hakkinda yorum yapamayacagini belirten Ogrencinin
tikanma siirecine girdigi de goriilmiistiir. I¢ acilar toplami probleminde kdsegen sayisina
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odaklanan 6grencilerin ise dortgen, besgen ve altigene ait tiim kdsegenleri ¢izmeye
calistiklar1 ve sistematik bir yapi kuramadiklari i¢in bir sonuca ulasamayip tikanma
stirecine girdikleri belirlenmistir.

Cokgenin kosegen sayisinin belirlenmesi probleminde ise 6grencilerin tamami ¢okgenin
kenar sayisi ile bir kdseden c¢ikan kdsegen sayisini iligkilendirmis, bazilari bu
iligkilendirmeyi Oriintii olusturarak t tablosunda (Y>) ya da liste araciligiyla (Y1, Y2, Y3)
gostermistir. Bu siiregte 6grencilerin oncelikle ilgili cokgenlerin tek bir késesinden ¢ikan
kosegenlerini ¢izdikleri, ardindan bu koésegen sayilart iizerinde bir iliski aradiklart
goriilmiistiir. Bu iliski arayisinda yiiksek basar1 diizeyine sahip iki 6grenci (Y1 ve Y3)
diger 6grencilerden oldukga farkli bir strateji ile cokgenlerin koselerinden ¢ikan kosegen
sayilarinin kendi i¢inde bir oriintii olusturdugunu fark etmislerdir. Bu oriintii Sekil 8’de
sunulmustur. Ogrenciler, ¢izimi yaparken besgen ve altigenin bir kdsesinden baslamis, o
koseden cizilebilecek kdsegen sayisint belirlemis ve sirastyla biitiin koselere ayni islemi
yapip her bir kdseden ¢ikan kdsegen sayilarini kagida not etmistir.

5 4
3
1 1 5 3
0 ;;
3 5] 1
D R A
0 0 o1 0 0 0 1
2(1,1) 5(2,2,1) 9(3321) 20 (5,54,3,2,1)

Sekil 8. Y1 ve Y3'iin késegen sayilarina iligkin stratejileri

Besgenin 0, 0, 1, 2, 2 olmak iizere iki kdsesinden iki (mavi), bir kdsesinden bir (yesil)
kosegen ¢izilebilecegini ve diger iki kdsesinden kosegen ¢izilemeyecegini, altigen igin
ise 0, 0, 1, 2, 3, 3 olmak iizere iki kdsesinden ii¢ (lacivert), bir kdsesinden iki (mavi), bir
diger kosesinden bir (yesil) kosegen ¢izilebilecegini ve diger iki kdsesinden hi¢ kosegen
cizilemeyecegini sdylemislerdir. Ogrencilerden Ys yedigen ve sekizgeni de iceren bir
listeleme yapmis, ancak yaptiklart bu atakla 6zellestirme boyutunda kalarak herhangi bir
genellemeye ulagamamiglardir.

Cokgenin kosegen sayisinin belirlenmesi problemindeki ikinci strateji ise kenar sayisi ile
tim kosegen sayist arasinda bir iligkilendirme aramadir. Bazi 6grencilerin (Y2, Oi)
¢okgenlerin kosegen sayisini belirledikten sonra bu sayilarla kenar sayisi arasinda bir kat
iliskisi aradiklari, baz1 6grencilerin ise t tablosu olusturarak (Y1, Y2, Os) ya da listeleme
(Ys3) ile kosegen sayilart arasindaki artisa odaklandiklari ancak tikanma yasadiklari
goriilmiistiir. Ogrencilerden Y ise, diger dgrencilerin kullanmadig1 bir strateji olan
kombinasyonu da diistinerek farkli bir atak gergeklestirmistir.

3.2. Genelleme ve Dogrulama-ikna Etme Siirecleri

Ogrencilerin problemlerdeki genelleme ve dogrulama-ikna etme siireglerinde
kullandiklar1 yaklasimlar Sekil 9’da gosterilmistir. Problemlerde 6n bilgiye dayali
genellemeye ulasan Ogrencilerin bazi 6zel degerleri ulagtiklar1 genel ifadede yerine
yazmalart dogrulama altinda, ulasilan genellemenin geometrik olarak agiklamasini
nedeni ile ifade edebilme ise agiklama alt temast altinda incelenmistir.
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Sozel genelleme Geometrik yer Dogrulama Aciklama
(1. problem) 1 ¢ genellemesi (1. ve 2. problem) (1. ve 2. problem)
% (3. problem)

»
Cebirsel genelleme
(1. ve 2. problem)

N
Genelleme yapamama
(1. ve 3. problem))

Sekil 9. Problemlerin genelleme ve dogrulama-ikna etme siire¢lerinde kullanilan
yaklasimlar

Genellemeye ulasan Ogrencilerin yanitlar1 incelendiginde soézel ya da cebirsel
genellemelerin varh@ dikkat ¢ekmistir. Ornegin i¢ acilar toplami probleminde (2.
problem) 6grencilerden O; hari¢ diger yedi 6grencinin “Kenar sayist arttik¢a ¢okgenlerin
i¢ agiart toplami da 180° artar.” seklinde bir sozel genelleme yapabildigi
goriilmektedir. Bunun yani sira 6grencilerden O> “Tiim ¢okgenler ii¢genlerden olusur”,
0. “Doértgende iki ii¢gen sigdi, besgende ii¢ iicgen sigdi, altigende dort iiggen sigd.
Ucgen sayisi birer artarak gidiyor.” seklinde sozel genellemelere ulasmuslardir.
Katilimer 6grencilerden tigli yiksek (Y3, Ya ve Y1) ikisi orta basari diizeyine sahip (O4
ve Oy) toplam besi istenilen cebirsel genellemeye ulasip ornekler tizerinde dogrulugunu
gosterirlerken biri yiiksek (Y2) digeri orta basar1 diizeyine sahip olan (Os) ikisi cebirsel
genellemeye ulasamamustir. Ogrencilerin cebirsel genellemeye ulagmalarinda sayisal
yaklagimlardan (fonksiyonel yaklagimi kullananlar: Yi, Ys3) ziyade geometrik
yaklagimlarin (geometrik yapilara parcalamay1 kullananlar: Y3, Ya, Oz, Os) yardimet
oldugu goriilmiistiir. Boylelikle verilen c¢okgeni tek bir kosesinden tiggenlere ve
dortgenlere parcalayabilen 6grencilerin ¢okgenin i¢ agilar toplamina ulastiklar1 ve (n-
2).180 genellemesini ifade ettikleri belirlenmistir. Ogrenci goriismesi rnek olarak
sunulabilir:

Os : Yedigende de o zaman bes tane sigmasi lazim ii¢genin.180 ile de besi
carparsak oradan yedigeni bulabiliriz. Dértgene kenar sayisindan iki eksik
ticgen sigiyor, besgene de iki eksik, altigene de iki eksik ii¢gen sigryor.

G ! Peki, nasil ifade edersin onu?

O4 : Eee n eksi iki yani, n bir késegenin kenar sayisi, sey ¢okgenin kenar sayisi
carpt 180 olabilir.

G :neksiikineyi ifade eder bu durumda?

Os : neksi iki bu durumda ¢okgenin icine sigacak iiggen sayisini, 180 de ii¢genin
i¢ agisi...

Cokgenlerin i¢ agilart toplami igin (n-2).180 genellemesine ulasan Ogrencilerin
dogrulama siirecinde 6zel drnekler secerek genel ifadede yerine yazdiklar: ve ikna etme
stirecinde ise biri hari¢ (Y1) digerlerinin bulduklar1 iligkinin nedenini agikladiklari
belirlenmistir. Bu agiklamalarinda geometrik yaklasimi kullanmalar1 etkili olmustur.

Nitekim sayisal yaklasimi kullanarak genellemeye ulasan Y3 ulastigi “n-2"nin anlamini
ve bu ifadenin neden 180° ile ¢carpildigini agiklayamamaistir.
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Cokgenlerin kdsegen sayisinin istendigi problemde dgrencilerin biri dnbilgilerine dayali
olarak kural1 ifade ederken digerleri “n(n-3)/2” genellemesine ulagsmig, tamamu bildikleri
cokgenler iizerinde dogrulama yapmistir. Ogrencilerin tamami bu problemde sayisal ve
geometrik yaklasimlar1 kullandiklar1 i¢in ulastiklari cebirsel genellemenin geometrik
aciklamasini yapabilmislerdir. Ogrencilerden O1’in agiklamalar1 asagida sunulmustur:

O1 : ... n¢arpt n eksi ii¢ bolii iki, diye diisiiniiyorum.
G : Neden boyle oldugunu diisiiniiyorsun?
O1 : Neden boyle? Zaten bu [n-3 i gdsteriyor] bir koseden ¢ikan késegen sayisi.

Eee zaten kéose, kenar sayist ile kise sayisi esit oluyor zaten, diye diisiindiim.
Bununla bunu [bir koseden ¢ikan kdsegen sayist ile kdse sayisim gostererek]
carptim. Ikiye bolmemin sebebi de iki kenar, iki kose arasinda gidip gelmesi
oldu.

Bu problemde ¢okgenlerin koselerinden ¢ikan kdsegen sayilart arasinda bir 6riintii kuran
Ogrencilerden biri sadece altigen i¢in bir kural belirtmis ancak tiim ¢okgenler icin genel
kurala ulasamayacagini su sekilde ifade etmistir:

Ys: “n eksi ii¢ dedik mesela. Bir kose alt ’
kosesi var. Altdan tigii ¢ikarinca iig, evet, 2:2' 79

tic. Daha sonra ikinci kenar i¢in de ayn: sey 3 2 1 ,
dedik. Daha sonraki kenardan iki tane ¢kt F it %, 24 =8
Yani altidan dért ¢ikartmig olduk. Altigen 55463 2.1 ;
icin altz eksi iki, dort oluyor. Yine iki oldu '

bir oluyor. Altigenin her bir ¢okgenin ayri

ayr teker teker kuralimi ¢rkarabilirim; ama :

ortak kuralr.” =9 Hin =)

Sekil 10. Y3'tin a¢iklamast

Dogrulama ve ikna etme temasina yer verilmeyen ve sadece genelleme temasi altinda
incelenen ¢evre probleminde ise 6grencilerin dordii (O1, Os, Yave Y3) bir geometrik yer
genellemesi yaparken diger dort 6grenci bir genellemeye ulagamamigtir. Bu problemdeki
genellemede iicgenin tiglincii noktasinin hareketliligini dikkate alma Onemsenmis,
noktanin elips disinda ¢ember ve kare gibi bir geometrik yer iizerinde olabileceginden
bahseden 6grencilerin diisiinme siirecleri diger d6grencilerden ayrilmistir. Bu baglamda
cember ifadesini kullanan 6grencilerden (Osz, Ya Ve Y3) Ys'tin sozel agiklamalarinda
kenar uzunluklari toplaminin 12’yi agmayacak sekilde olmasi gerektigini ifade ettigi yani
kenar uzunluklar1 arasindaki ii¢gen esitsizligini dikkate aldigi ve kendine birinci ve
dordiincti bolgelerde yer alan bir sinir belirledigi anlasilmaktadir. Her ne kadar hatali da
olsa 6grencinin belirledigi geometrik yer Sekil 6a’da verilmistir. Sekil 6b’deki gibi dogru
bir geometrik yer belirleyen tek 6grenci Y3 ise koordinat diizleminde olast noktalari
belirlemis, bu noktalarin bir elips olusturabilecegini ifade etmis ve kendine gore elipsi
tanimlamigtir. Goriismesi 6rnek olarak sunulan Y3’tin diger biitiin 6grencilerden daha
ileri diizeyde bir genelleme ortaya koydugu dikkat cekmektedir:

G  : Diger koseler nerelerde olabilir?

Ys : Hmm mesela onlar da su diizlemde bir yerde olabilir [¢iziyor] soyle, boyle
geliyor. Yine boyle [¢ember gibi bir sey ¢iziyor] asag inebilir.

G : Peki, sence o ne belirtir? Aymi sekilde asagida da var onlardan diyorsun. (...)

Y3 : Daire... Cember olabilir.
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G : Cember... Baska? Onlara benzer baska sekil?

Ys : Elips...

G : Elips... Elips olursa nasil olur peki? Tam olarak taniyor muyuz o sekli?
Ys : Yani hafiften dairenin birazcik daha basik hali gibi.

G > Cok giizel.

4. TARTISMA ve SONUC

Cokgen ile iligkili problemlerdeki matematiksel diisiinme siireglerinin incelendigi bu
aragtirmada elde edilen ilk sonug, Ogrencilerin agina olduklart problemleri
anlayabilmeleri, problemlerde istenen iligkilerin kesfi icin verilenleri belirlemeleri ve
anlamay destekleyici ¢izimler yapabilmeleridir. Benzer sonuglar Arslan ve Yildiz (2010)
ile Keskin, Akbaba ve Altun’un (2013) caligmalarindaki Ogrencilerin ozellestirme
stirecindeki 6zel degerler icin durumu test etme kisminda genel anlamda zorlanmadiklari
sonucu ile ortiismektedir. Ayrica bir ¢okgenin kdsegen sayisinin soruldugu problemde
ogrencilerin tamami Gutiérrez ve Jiame (1998)’nin ¢alismasindaki 2. ve 3. diizey van
Hiele geometrik diisiinme diizeyindeki 6grenciler gibi her bir ¢okgenin kdsegenlerini
cizerek saymuglardir. Dolayisiyla 6grencilerin problemlerdeki verilenlere uygun gizimler
yaptiklart ve gerekli degerleri belirledikleri sdylenebilir. Bununla birlikte asina
olmadiklar1 birden ¢ok nokta belirleyebilecekleri ve dolayisiyla bir geometrik yere
ulasacaklar1 bir problemde (¢evre problemi) 6grencilerin ikisinin problemi anlamadig
gorilmiistiir. Bu problem 6grenciler agisindan zorlayici bir problem olmakla birlikte
onlarin matematiksel diigiinme siire¢lerini ortaya ¢ikaran, yorum yapabilme becerilerini
yoklayan ve simetri, {icgen esitsizligi gibi birden fazla geometrik kavramin
kullanilmasini gerektiren bir problemdir. Bu dogrultuda 6grencilerin problemde Driscoll
ve arkadaglarinin (2007) ¢calismasindaki 6grenciler gibi hatali da olsa gember ve kare gibi
bir geometrik yerden bahsetmeleri son derece degerlidir. Ustelik yiiksek basarili
ogrencilerden biri (Y3) beklenen dogru geometrik yer genellemesine (elips) de
ulasabilmistir. Bu 6grencilerin eskenar iiggen ve dik ticgen gizerek 6zellestirme siirecinde
kalan 6grencilerden esnek diisiinerek daha iyi yorum yaptiklari, kenarlar arasindaki
tiggen esitsizligi kuralim1 ve simetri 6zelligini dikkate aldiklar1 belirlenmistir. Simetri
Ozelligini agirlikli olarak yiiksek basar1 diizeyindeki 6grencilerin fark etmesi de 6nemli
sonuglardandir.

Ozellestirme siirecinin veriler arasinda iliski arama asamasinda ise elde edilen 6nemli
sonuglardan biri, 6grencilerin sayisal, geometrik ve hem sayisal hem de geometrik
yaklagimlar1 kullanmalaridir. Sayisal yaklagimlara odaklanan &grencilerin t-tablosu
olusturarak say1 Oriintiisii aradiklar1 ve olusturduklar1 Oriintiilerde yinelemeli ve
fonksiyonel stratejileri kullandiklart belirlenmistir. Sekilleri bir iliski bulma yoniinde
incelemek yerine say1 Oriintiisiine doniistiirmek i¢in kullanan dgrencilere gerceklestirilen
diger caligmalarda (Becker ve Rivera, 2006; Ma, 2007; Rico, 1996; Sasman, Linchevski
ve Olivier, 1998; Stacey, 1989; Tamsli ve Ozdas, 2009) da rastlanmaktadir. Olusturulan
say1 Oriintiilerinde baz1 6grencilerin sadece terimler arasi artisa odaklanarak yinelemeli
stratejileri kullandiklar1 ve rastgele iliski aradiklari dikkat c¢ekmistir. Bu durum
6grencilerin geometri problemleri ile kargilastiklarinda seklin yapisini incelemekten daha
cok sayilarla ezbere islem yapma egiliminde olduklarini diisiindiirmektedir ve bu
aragtirma siirecinde de rastgele iliski arayan o6grencilerin varligr dikkat cekmistir.
Fonksiyonel stratejileri kullanan bazi &grencilerin ise olusturduklari seklin yapisal
ozelliklerine odaklandiklar1 ve problemi gorsel olarak analiz ettikleri goriilmiistiir. Hem
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sayisal hem de geometrik yaklasimi kullanan 6grenciler ise kdsegen sayisi probleminde
ozel ornekler iizerinde sistematik bir sekilde inceleme yaparak kosegenlerin nasil
olustugunu fark etmislerdir. Bu problemde yiiksek basar1 diizeyine sahip 6grencilerden
ikisi (Y1 ve Y3) diger 6grencilerden ¢ok daha farkl bir strateji bularak ¢okgenlerin her
bir kdsesinden ¢ikan kdsegen sayilarinin bir oriintii olusturdugunu fark etmisler ve bu
oriintiiyii biri sekiller iizerinde biri de listeleme yaparak ifade etmistir. Ogrencilerin
sistematik bir bicimde g¢okgenin her bir kosesinden ¢ikan kosegen sayisina dayali
olusturduklar1 Oriintiiniin incelenmesini igeren bu strateji ile sadece Steele ve
Johanning’in (2004) calismasinda karsilagilmigtir. Her ne kadar strateji ile 6grenciler
genel bir kurala ulagamasalar da bu stratejinin sayisal ve geometrik yaklasimin birlikte
kullanilabilmesine iyi bir drnek teskil ettigi sdylenebilir. Bununla birlikte hem sayisal
hem geometrik yaklagimm kullanildig1 g¢okgenin i¢ acilar toplami probleminde
ogrencilerin ¢okgendeki ag1 dlgiileri, tim kdsegenlerin sayisi ve ¢okgenin parcalanmasi
ile olusan ii¢genin eskenar ya da ikizkenar olmasi1 gibi farkli geometrik ozelliklere
odaklandiklar1 ve dolayisiyla tikanma siirecine girdikleri de elde edilen diger
sonuglardandir.

Geometrik yaklasima ait stratejilerin kullanildigi i¢ agilar toplami probleminde en dikkat
¢ekici sonug 6grencilerin verilen cokgenleri gesitli geometrik yapilara pargalamalar1 ya
da tamamlamalaridir. 1k olarak geometrik yapilara tamamlamay1 kullanan 6grencilerin
tikanma siirecine girerek “cokgenler tiggenlere ve dortgenlere pargalanabilir” fikrine
ulagtiklar1 gortilmistiir. Tam bu noktada ise ¢okgenlerin nasil pargalara ayrildigi son
derece 6nemlidir. Geometrik problemlerin ¢éziimiinde 6zellikle problem karmasik ise
Ogrenciler sekli parcalamaya gereksinim duyarlar. Bu pargalama dogru parcalari ile
olabildigi gibi var olan dogrularin uzatilmasi araciligiyla da olabilir. Boylelikle verilen
probleme yeni bir yolla bakabilme saglanmaya calisir. leriki simflardaki geometrik
kanitlardaki basar1 siklikla bu bakabilme/gérme becerisinde saklidir (Sarama ve
Clements, 2009).Bu baglamda bu aragtirmada sadece bir 6grencinin ¢okgenlerde rastgele
bir par¢alama yaptig1, diger 6grencilerin belli bir strateji dogrultusunda ya da ¢okgenin
koselerinden pargalamaya basladiklart belirlenmistir.

Ozellestirmenin iliski arama asamasindaki bir diger sonug¢ bazi dgrencilerin 6zel
degerleri, 6zel sekilleri inceledikten sonra ya da bu agamalar1 hi¢ yapmadan 6n bilgilerine
dayali olarak kural yazmaya c¢aligmalaridir. Benzer durumla Arslan ve Yildiz’in (2010)
ve Steele ve Johanning (2004) karsilasmis ve problemler arasi baglantilari goren
ogrencilerin 6zel durumlar1 g¢alismaksizin ge¢mis genellemelerini yeni problemlere
uyguladiklart ve &zel durumlari sadece dogrulama yapmak icin kullandiklarin
belirlemisglerdir.

Problemlerin genelleme siireglerinde ise Ogrencilerin ulastiklar1 genellemeleri sozel
olarak agiklayabildikleri halde cebirsel olarak ifade etmede zorlandiklar1 belirlenmistir.
Benzer sonuglarla Rivera ve Becker (2006), Ozmantar, Bingdlbali ve Akkog (2008),
Arslan ve Yildiz (2010) ile Keskin, Akbaba ve Altun (2013) da karsilasmistir. Sadece bir
yiiksek bagarili 6grenci (Y3) i¢ agilar toplamu probleminde {i¢ farkl: strateji ile beklenen
genellemeye ulasmus, diger 6grenciler tek bir strateji kullanmis ve zorlandiklar i¢in farkli
bir strateji arayigina girmek istememislerdir. Bu durum Arikan ve Unal’m (2012)
calismast ile paralellik gostermektedir. Yiiksek basar1 diizeyine sahip 6grencilerden bir
digerinin (Y4) ise tek koseden ¢ikan kosegenlerle cokgenleri tiggenlere ayirdigi ancak
diger oOgrencilerden daha farkli olarak iliskiyi [(tek kdseden c¢ikan kisegen
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sayisi+1).180°] ifade ettigi gorillmiistiir. Cebirsel islemlerde oldukga basarili olan bu
ogrenci, ulastigi genellemenin dogrudan kenar sayisi ile iliskilendirilmis olan (n-2).180°
formundaki genel kuralla ayn1 oldugunu ifade edebilmistir. Basar1 diizeyi yliksek olan
ogrencilerin daha esnek diisiinebildikleri ve buna bagli olarak problem ¢ézmek igin
iirettikleri strateji/atak sayilarinin arttig1 gorillmiistiir.

Arastirma siirecinde 6grencilerin tamaminin ulastiklart genellemelerin dogrulugundan
emin olmak i¢in birkag 6zel 6rnegi kural tizerinde denedikleri ve genellemeye nasil
ulastiklarin1 ifade edebildikleri goriilmiistiir. Dogrulamay1 gergeklestiren Ogrenciler,
ulastiklar1 ifadenin geometrik olarak ne anlama geldigini genelde agiklayabilmislerdir.
Geometrik yaklasim kullanarak genellemeye ulasan 6grencilerin daha kolay agiklama
yapabilmelerine ragmen sadece sayisal yaklasim kullanan &grencilerin agiklama
yapmakta zorlandiklar1 saptanmuistir.

Bu arastirma sonucunda 6zellestirme siirecinde dgrencilerin asina olduklar1 problemlerde
verilen herhangi bir durum igin ilgili ya da karsit 6rnekler segme, bu 6rnekleri tanimlama,
anlatma, ¢izme ve farkli temsillerle gosterme gibi eylemleri kolaylikla
gergeklestirebildikleri yani problemi anladiklari ancak sonrasinda veriler arasinda iliski
aramada Ogrencilerin sorun yasadiklari bu sebeple de ortaya attiklari stratejilerin gogunun
sonucunda tikanma siirecine girdikleri belirlenmistir. Ancak asina olmadiklari daha
karmasik problemlerde 6grencilerin bazilariin problemi anlamada sikint1 yasadiklari ve
Ozellestirme asamasinda kaldiklari goriilmiistiir. Problemlerin ¢6ziimiindeki ataklar
incelendiginde ise yiiksek basari diizeyine sahip 6grencilerin tikanma siirecine girseler
dahi atak sayilarinin diger 6grencilere gore fazla oldugu goriilmiistiir. Ayrica beklenen
genellemeye ulasip bunu sozel olarak ifade edebilen dgrencilerin ¢ogu, genellemeyi
cebirsel olarak ifade etmekte oldukga zorlanmislardir. Buna ragmen 6grencilerin ¢ogu
problemlerde beklenen genellemelere ulasabilmislerdir. Genellemeye ulasan 6grenciler,
oncelikle ulastiklar1 ifadenin dogrulugundan emin olmak i¢in baslangigta diisiindiikleri
6zel 6rnekleri kullanmayi tercih etmislerdir. Geometrik yaklasim kullanarak genellemeye
ulasan 6grencilerin daha kolay agiklama yapabildikleri, sadece sayisal yaklagim kullanan
ogrencilerin agiklama yapmakta zorladiklart saptanmustir.

Ogrenciler matematiksel diisiinme siireglerini (genelleme yapabilme, tahmin edebilme
vb.) ortaya ¢ikaran, yorum yapabilme becerilerini yoklayan birden fazla kavramin
kullanilmasini gerektiren rutin olmayan problemlerle karsilastiriimalidirlar. Boylece
Ogretmenlerin dgrencilerinin nasil bir muhakeme yiiriittiiklerini, hangi noktalarda
tikanma yagadiklarint ve nasil farkli ¢oziimlere gegebileceklerini drneklendirme ve
anlama sanslar1 olabilir. Sinif i¢i tartigmalar 6grencilerin eksik oldugu bu durumlarin
regetesi olabilir. Ogretmenler genelleme iceren geometri problemlerinde var olan
ortintiileri sadece sayisal ya da tamamen ezbere bir yaklasimla ele almamali, 6grencileri
sekillerin yapisini analiz ederek (pargalara ayirma, pargalari tamamlama) pargalar arasi
iligki aramaya yonlendirmelidirler. Bu yaklagim, 6grencilere geometri problemlerinde
iliski arama, varsayim olusturma, genellemeye ulagsmada kolaylik saglayabilir ve sekilleri
pargalama, tamamlamaya yonelik ¢alismalar 6grencilerin {ist siniflarda karsilasacaklart
geometrik kanitlardaki basariyt daha kolay yakalamalarma yardimer olabilir.
Ogrencilerin geometri problemlerinde aliskanlik olarak 6zel drneklere (iiggeni ikizkenar
ya da eskenar alma, ¢okgen olarak diizgiin ¢okgen alma, vs.) odaklandiklar1 ya da verilen
problemle ilgili istenilenlerin disinda farkli geometrik 6zellikleri arastirdiklar
goriilmiistiir. Bu dogrultuda o6gretmenlerin smif iginde verdikleri orneklerde ve
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cizimlerinde prototip 6rneklerin disina ¢ikmalar1 son derece dnemlidir. Ayrica ortaya
cikan sonuglara gore oOgretmenlerin derslerinde degiskenler arasindaki iliskileri
matematiksel olarak ifade etmeye daha ¢ok yer vermeleri gerektigi diisiiniilmektedir.
Ogrencileri farkli stratejiler iiretmeye yonlendirmek igin ise onlarin birbirleriyle
diistincelerini paylasacaklari tartigma ortamlari yaratilarak degisik ¢6ziim yollarini fark
etmeleri saglanabilir ve bu yolla 6grencilerin daha esnek ve daha yaratici diistinmelerinin
geligimi desteklenebilir.
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EXTENDED ABSTRACT

1. Introduction

An idea, an observation, an event or a situation can be defined by mathematical thinking
just as they can trigger thinking (Burton, 1984). This is an indication that mathematical
thinking is a form of thinking that can be used not only in situations with abstract
mathematical concepts but also in everyday life. Moreover, it also helps individuals
develop a deeper understanding of themselves, build a more logical view of what they
know, do more effective research on what they want to know, and make a better
assessment of what they hear and see (Mason, Burton and Stacey, 1985). Studies on
mathematical thinking tend to see it as a process and come up with similar components
of mathematical thinking. For example, Burton (1984) and Mason et al. (1985) identified
and examined the basic components of mathematical thinking in four stages: specializing,
generalizing, conjecturing, and justifying and convincing. Mathematical thinking and its
processes are developed by problem solving activities, and geometry is one of those areas
that contribute to the development of problem solving skills. What geometry teaching
aims to do is to help students acquire geometric thinking skills, think critically, solve
problems, and better understand other topics of mathematics. Students who are faced with
geometry problems analyze geometric structures and learn relations of these structures
with each other, and this process improves their skills to establish relationships,
inference, generalize and justify. “Polygons” is a topic of geometry, and because it covers
different types such as triangles, quadrilaterals, pentagons and hexagons, it is quite
suitable for generalizing. By examining the side, angle, and diagonal properties of
polygons, we can establish relations among them, make assumptions, and reach out to
various generalizations. In the light of these points, in this study, we discussed polygons
and examined students’ mathematical thinking processes (i.e. specializing, generalizing,
conjecturing, and justifying and convincing) in detail through polygon problems.
Understanding the concept of polygons requires ability to think through different
perspectives and to recognize, make sense of and mentally visualize the relationships
between a shape and its parts. Studies on polygons usually examined the skills to identify,
construct and classify polygons (De Villiers, 1994, 1998; Ergiin, 2010; Fujita, 2008;
Fujita and Jones, 2006a; Fujita and Jones, 2006b; Herbst, Gonzalez and Macke, 2005;
Leung, 2008; Monaghan, 2000; Pickreign, 2007; Tiirniikli and Berkiin, 2013) or focused
on their relevance to van Hiele's geometric thinking levels (Burger and Shaughnessy,
1986; Erez and Yerushalmy, 2006) or on investigation of the effectiveness of the use of
various techniques and dynamic geometry software in teaching polygons (Jones, 2001;
Giilbagci, 2009; Okumus, 2011). There are also studies that examined the skill levels of
students in various age groups about the stages of mathematical thinking such as
generalizing process (Arslan and Yildiz, 2010; Garcia-Cruz and Martinén, 1998; Keskin,
Akbaba and Altun, 2013; Sasman, Linchevski, Olivier and Lienberg, 1998), studies that
highlighted the importance of visualization in generalizing process. (Yilmaz, Argiin and
Keskin, 2009; Yilmaz and Argiin, 2013), studies that examined the generalizing
processes and strategies of patterns (Akkan and Cakiroglu, 2012; Tamsh and Ozdas,
2009; Tanigli and Kose, 2011; 2013; Rivera and Becker, 2006; Yesildere and Akkog,
2011) and studies that focused on problem solving and schema development (Steele and
Johanning, 2004). Unlike other studies in the literature, this research focused on
determining students’ strategies/attacks, thinking processes and frustration points in
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problems involving polygons. In the light of this idea, the overall purpose of this research
was to explore the mathematical thinking processes of eighth-grade students in problems
involving polygons.

2. Method

This research adopted basic qualitative research methods to examine the mathematical
thinking processes of eighth-grade students. Criterion sampling, a purposeful sampling
method, was used for determining the participants in the research. It is a requirement that
the participants have met patterns and polygons in order to reach the purpose of the
research. For this reason, the primary criterion was that the participants were eighth-grade
students with medium and high achievement level to obtain rich data.

Data in this research were collected through clinical interviews. The clinical interviews
included three polygon problems involving generalization. In the first problem, the
students were asked to formulate a general rule to find the interior angle sum of any
polygon, considering geometric shapes such as triangle, quadrilateral, pentagon and
hexagon. The second problem involved finding a rule that can be used to find out how
many diagonals a polygon with n edges would have. The third one was a geometric
location problem. The students were asked to find the coordinates of the 3™ corner of a
triangle with corner points (4, 0) and (8, 0) and with a circumference of 12 units, and they
were to reach a generalization about the geometric location of possible points.

Data were analyzed using the thematic analysis method, a qualitative analysis method.
The analyzes were presented by means of figures in the findings section, and whether the
students, who were coded with letters and numbers in the figures, reached a
generalization as a result of their strategies or not were explained by using given blue
(A1), red (B) and black (Cs) colors. Color blue indicates that the students experienced
frustration in their thinking processes, color red indicates that the students achieved the
expected generalizations, and color black indicates that the used strategy played an
intermediary or ineffective role in the desired generalization.

3. Findings, Discussion and Results

The first result of this research, in which mathematical thinking processes in polygon-
related problems were examined, is that the students could understand the problems they
were already familiar with, identify the data to predict the desired relationships in the
problems, and make drawings that promoted comprehension. However, two of the
students could not make sense of the given problem (a circumference problem) where
they were able to identify multiple points that they were unfamiliar with, and therefore
they would eventually arrive at a geometric distance.

One of the important results obtained in ‘searching for relationships among data’ phase
of the specializing process was that the students used either numerical or geometric
approaches and they employed both numerical and geometric approaches. Those students
who focused on numerical approaches formed t-table to look for number patterns, and
they used repetitive and functional strategies in the patterns they created. The students
who used both numerical and geometric approaches systematically examined particular
samples in the problem involving a number of diagonals, and they realized how the
diagonals were formed. The most noticeable result of the interior angle sum problem,
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where geometric approach strategies were used, was that the students either broke down
or completed the given polygons into various geometric constructions. Another result
obtained in ‘searching for relationships among data’ phase of the specializing process
was that some of the students tried to formulate a rule based on their preliminary
knowledge after examining particular values and shapes or without performing these
steps at all. In the generalizing processes of the problems, the students were able to justify
their generalizations verbally, but they had difficulty in expressing them algebraically.
All the students tried some specific examples of the rule to justify their generalizations
and they were able to explain how they reached the generalizations. Those students who
were able to come up with a justification were able to explain what their generalizations
meant geometrically. The students who reached generalizations by using the geometric
approach were able to make explanations more easily, but only the students who used the
numerical approach had difficulty in justifying and convincing.
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