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Radyal Baz Fonksiyonu (RBF) kullanan Agsiz (Meshless) Coziim Yontemlerinde
Sekil Parametresi ve Merkez Nokta Sayisinin Coziime Etkisi

Hiseyin YILDIZY® Hasan Omir OZER?"', Birkan DURAK3 Erol UZAL*

Oz

Muhendislik ve Fizik problemlerinin incelenmesinde adi diferansiyel denklem (ADD) ve kismi diferansiyel denklem (KDD)’ler 6nemli
bir yere sahiptir. Fiziksel olaylar, belirli sinir gartlar1 saglayan diferansiyel denklem sistemleri ile matematiksel olarak modellenebilir.
Genellikle denklem sisteminin analitik ¢6zimind bulmak mimkin olmaz. Bu nedenle gesitli sayisal yontemler gelistirilmistir.
Giintimiizde en ¢ok kullanilan sayisal ¢oziim yontemlerinden ikisi Sonlu Elemanlar Yoéntemi (SEY) ve Sonlu Farklar Yoéntemi
(SFY)’dir. Bu yontemlerde ¢oziim alani ag adi verilen kiigiik pargalara (bdlgelere) ayrilarak hesaplamalar yapilir. Ag 6rme islemi
oldukga karmasik ve uzun zaman alan bir islemdir. Kirilma mekanigi ve hareketli sistemlerin modellenmesinde her hesaplama sonrast
agin yenilenmesi gereklidir.—Arastirmacilar, 6zellikle 20. yilizyilin sonlarinda bu zorluklarin iistesinden gelmek i¢in agsiz ¢6ziim
yontemleri gelistirdiler. Cozliim alanma diizenli veya diizensiz 6rnekleme noktalar yerlestiren agsiz ¢6ziim teknikleri icin uygun bir
temel fonksiyon ailesi de gereklidir. Onerilen baz fonksiyon ailesi, diferansiyel denklem sistemini ve sinir sartlarini saglayacak sekil
katsayilar1 ile temsil edilir. Bu ¢alismada radyal baz fonksiyon (RBF) kullanan agsiz ¢dziim yontemi bir boyutlu ve iki boyutlu 1s1 gegis
problemlerine uygulanmistir. Incelenen problemlerde merkez noktalarin ve sekil katsayisinin benzetim sonuglarina etkisi incelenmistir.
Bulgular, kontrol (kollokasyon) noktalarinin sayisinin dogrudan ¢6ziimiin kararlihgiyla iliskili oldugunu ve kontrol nokta sayisinin
merkez nokta sayisindan fazla oldugunda kararliliga katkida bulundugunu géstermektedir. Sekil yapisiin uygun ¢ézimdi i¢in merkez
nokta degisikliklerinin biiyiikliiglinde bir artisin gerekli oldugu gézlemlenmistir. Bu caligmanin sonuglari, sekil katsayisi arttikca dogru
bir ¢6ziime ulagmak i¢in merkez nokta sayisinin ve yineleme sayisinin da arttirilmasi gerektigini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Kollokasyon yontemi, Radyal baz fonksiyon, Sayisal ¢6ziim, Sekil fonksiyonu.

Effect of the Shape Parameter and the Number of Center Points on the Solution
in Meshless Solution Methods Using Radial Basis Function (RBF)

Abstract

Ordinary differential equations (ODE) and partial differential equations (PDE) have an important role in solving engineering and
physics problems. Physical phenomena may be represented mathematically using differential equation systems under certain boundary
conditions. However, it is usually not possible to find an analytical solution to the resulting system of equations. Therefore, various
numerical methods have been developed. Currently, the Finite Element Method (FEM) and the Finite Difference Method (FED) are
the most widely used numerical solution techniques. In these methodologies, computations are carried out by dividing the solution
space into small pieces called mesh. This procedure is a highly complex and time-consuming process. Due to coupled calculation points
within the mesh, it is necessary to update the mesh after each calculation when modelling fracture mechanics and dynamic systems.
Researchers developed meshless solution methods to address these challenges, especially in the late 20th century. For meshless solution
techniques that place regular or irregular sampling points in the solution domain, a suitable family of basis functions is also required.
This family is expressed by the shape coefficients to satisfy the system of differential equations and boundary conditions. By
considering one and two dimensional heat transfer problems, this study investigated the effect of center points and shape coefficients
on the simulation results in the meshless solution method using Radial Basis Functions (RBF). The results show that the number of
control (collocation) points is directly related to the stability of the solution and contributes to stability when the number of control
points is greater than the number of center points. It has been observed that an increase in the magnitude of the center point changes is
necessary for the optimal solution of the shape structure- The results of this study demonstrate that as the shape coefficient increases,
the number of centre points and the number of iterations must also be increased to achieve an accurate solution.

Keywords: Collocation method, Radial basis function, Numerical solution, Shape function.
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1. Giris

Miihendislik alanindaki tasarim ve optimizasyon uygulamalarinda genellikle kismi diferansiyel
denklem (KDD) sistemlerinin ¢ozimine ihtiya¢c duyulur. Problemlerin analitik ¢Oztmlerinin
yapilmast hizli ve kesin sonuca ulagsmay1 saglar. Her ne kadar basit problemler i¢in analitik ¢oziimler
miimkiin olsa da miihendislikte karsilasilan pek ¢ok problemin karmasik geometrisi veya sinir sartlari
nedeni ile analitik ¢6zlimiiniin yapilmasi miimkiin olmaz (Gingold ve Monaghan, 1977). Bu durumda
belirli sinir sartlarini ve problemi yoneten kismi diferansiyel denklem sistemini saglayan sayisal
¢Oziim bulunmaya c¢aligilir.

Sayisal metotlarda ilk olarak problemin geometrik modeli olusturulur, ardindan bilgisayar
ortaminda hesaplamalar yapilir (Ghahfarokhi ve ark., 2022). Sonlu elemanlar yontemi (SEY)
(Mugglestone ve ark., 1999; Chong ve ark., 2019; Staton ve ark., 2001), Sonlu hacimler yontemi
(SHY) (Fallah ve ark., 2000) ve sonlu farklar yontemi (SFY) miihendislikte en ¢ok kullanilan sayisal
analiz yontemleridir (Pickering ve ark., 2001; Pandey ve ark., 2022; Papini ve Gerada, 2014). Bu
yontemlerin 1s1 ve kiitle transferi, akigkanlar mekanigi, hidrodinamik ve yapi1 mekanigi gibi
alanlardaki iki ve {ii¢ boyutlu hesaplamalarin yapilmasinda, sinir deger ve baslangic deger
problemlerinin tiimiinde pek ¢ok uygulama ile karsilasilir. Belirtilen yontemlerin ortak yonlerinin
basinda, sistemin ¢éziimiinli yapmak {izere bir ag yapisina (mesh) ihtiya¢ duymalar1 gelmektedir.
SEY ve SHY yontemlerinde, her bir eleman cogunlukla dogrusal bazen de yiiksek dereceli
fonksiyonlar ile temsil edilir. Problemi yoneten diferansiyel denklem sistemi ve probleme ait sinir
sartlari, ag ilizerinde yer alan noktalar (nod) iizerinde uygulanarak, problemin ¢oziimii cebirsel bir
denklem sistemine indirgenir. Elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢ogunlukla matris formuna
getirilerek ¢ozilebilir. Denklemlerin ¢coziminde genellikle Rayleigh—Ritz veya Galerkin yontemleri
tercih edilir (Zienkiewicz ve ark., 2005; Jin, 1993). Ancak karmasik yapiya sahip sistemlerde dogrusal
olmayan (non-lineer) denklemlerle karsilasilabilir. Bu durumda her bir elemani ifade eden katsayilar,
iteratif yontemler kullanilarak bulunur. SFY’nde de benzer sekilde bir ag yapisi olusturulur.
SEY’nden farkli olarak ¢oziimiin elde edilmesi i¢in dogrudan fonksiyonlar kullanmak yerine, her bir
eleman igin 6zel fonksiyonlar onerilir. Sonlu elemanlar teorisinden yararlanilarak sinir gartlart ve
diferansiyel denklem sistemi eleman fonksiyonlar1 kullanilarak nodlar {izerinde uygulanir. Sonlu
farklar teorisinde fonksiyonun tiirevleri, 6nceki veya sonraki noktalarin degerlerinin kombinasyonu
olarak ifade edilir. Her bir nokta i¢in sayisal hata (kalan veya hatanin integrali) sifir olacak sekilde
diferansiyel denklemler ¢ozulur (Cengel ve Ghajar, 2020). Bu yontemlerin en bilylik avantaji
karmasik geometriye sahip sistemlerde dahi ¢6ziim ag1 olusturarak ¢oziim elde edilmesini
saglamalaridir. Ancak, tasarim siirecine ihtiya¢c duymalari, hesaplama yiikii ve hesaplama siiresi

acisindan oldukc¢a maliyetli olmalar1 en biiyiik dezavantajlaridir (Boglietti ve ark., 2009). Bunun
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yaninda ag elemanlarinin stirekli olmasi nedeni ile ¢atlak analizi ve kirilma analizi gibi stireksizlikler
iceren problemlerde biiyik zorluklar ile karsilasilir (Chen ve ark., 2004).

Ozgiin yazilimlarmn olusturulmasi ileri diizey programlama bilgisi gerektirdiginden, genellikle
pahali paket programlar olarak ticari kuruluglar tarafindan kullanicilara sunulurlar. Bu nedenle
yuksek maliyetlidirler. Arastirmacilar SEY ve SFY metotlarinin zorluklarindan kurtulmak i¢in yeni
metotlar ilizerine ¢aligmaktadir. Son yillarda 6n plana ¢ikan agsiz (meshless) ¢oziim yontemleri en
dikkat c¢ekici aragtirma konusu haline gelmistir. Agsiz yontemler, problemin ¢éziimii i¢in karmagsik
bir ag olusturmaya ihtiya¢ duymaz. Coziim bolgesinde periyodik veya keyfi segilen ¢6ziim noktalari
tizerinden hesaplama yapilmasina imkan saglar. Boylece ¢oziim belirli sinir veya baslangi¢ sartlari
altinda kismi diferansiyel denklem sisteminin ara noktalarda ve siir bolgelerinde saglatilmasina
indirgenir. Sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi yontemlerin aksine agsiz yontemlerde, ¢6ziim aginin
getirdigi kisitlar ortadan kaldirilabilir. Agsiz yontemler, SEY ve SHY ’inde oldugu gibi birbirine bagh
nodlardan olusan bir aga gereksinim duymaksizin, keyfi olarak dagilmis noktalar iizerinden
hesaplamalarin yapilmasina izin verirler (Wang ve Qin, 2020). Bu durum SEY’inde eleman
sekillerinin bozulmasindan kaynaklanan hatalarin agsiz yontemlerde ortada kalkmasini saglar.

Agsiz yontemler, ilk olarak 1970’11 yillarda parcacik hidrodinamigi ve astrofizik (Gingold ve
Monaghan, 1977) problemlerinin ¢éziimlerinde kullanilmaya baslanilmigtir. Daha sonra akigkanlar
dinamigi problemlerinde kullanilmistir (Nayroles ve ark., 1992). (Libersky ve ark., 1993) yontemi
katt mekanigine uygulamislardir. Ancak kat1 mekanigi problemlerinde sinir bolgelerinde hassasiyet
eksikligi, gerilme degerlerinin ise kararli olmadigini tespit etmislerdir. 1990'larda Galerkin yontemine
dayali yeni bir agsiz yontemler smifi ortaya ¢ikmustir. Elemansiz Galerkin yontemleri (EFG),
hareketli en kiiciik kareler yaklasimiyla kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmeye yonelik gelistirilen
en gelismis yontemlerdir. EFG yontemlerinde diigiim verilerine gereksinim vardir, bu verilerin
disinda hicbir eleman baglantisina ihtiya¢ duyulmaz (Belytschko ve ark., 1994).

(Nayroles ve ark., 1992) daginik eleman yontemi (DEM) olarak adlandirdiklart yontemi, kismi
diferansiyel denklemlerin Galerkin ¢oziimiinde kullandilar. Gelistirilmekte olan farkli yontemler ile
birlikte agsiz yontemler ¢esitli alanlarda kullanilmaya devam edildi.

(Cao ve ark., 2008) iki boyutlu bir matematiksel model Uzerinde Stokes sirikleme kuvvetini
iceren elektrotermal akista, birbirine ge¢mis elektrotlara sahip mikro kanallarda pargaciklara
uygulanan kuvvetleri analiz etmede agsiz yontemlerden faydalanmistir. (Stach, 2014) malzemelerin
molekiiler diizeydeki kirilma problemlerinin incelenmesinde agsiz yontemleri konusunda
aragtirmalar yapmistir. Bu konudaki uygulamasini ortopedik implantlarin kirilma siireclerinin
modellenmesinde yapmustir. (Falzon ve Muthu, 2018) heterojen malzemelerdeki ¢atlaklarin
yayilmasinin modellenmesinin sonlu elamanlar metoduyla ¢6ziilmesinde karsilagilan zorluklar

nedeniyle bu konuda avantaj saglayan agsiz yontemlerden biri olan EFG’yi uygulamistir. (Wang ve
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Qin, 2019) tabani elastik olan veya olmayan ince plaka biilkme problemlerinin homojen ve 6zel
cozumlerini bulmak icin agsiz yontemleri kullanmistir. S6z konusu problemlerinde sayisal
cozumlerinin analitik ¢ozumlere yakinsamasi yontemin faydasini gostermektedir. (He ve ark., 2020)
diizlem problemlerinin ¢dzliimiinde kullanilmak iizere sinir aglarindan yardim alan agsiz bir yontem
gelistirmistir. Bu yOntemin, nesnelerin interneti, giyilebilir teknolojileri iceren problemlerin
¢oziimiinde kullanilacagi 6ngoriilmektedir. (Li ve ark., 2021) tasarim ve imalat siireglerinde ¢ok
onemli olan plakada 1s1 transferi modellenmesi probleminde agsiz yontemleri kullanmiglardir.
Calismada iki boyutlu 1s1 iletimi problemi diizlestirilmis agsiz par¢acik hidrodinamigi yontemi ile
¢coziilmiistir. (Narimani ve Dehghan, 2022) kanser immiinoterapisinde 6nemli bir role sahip
olabilecek bir matematiksel modelin simiilasyonunda agsiz yontemleri kullanmislardir. Gelistirmis
olduklar1 sayisal yontemin, klasik sonlu elemanlar yontemlerinden istiinligii alinan sonuclar ile
dogrulanmustir. (Zarin, 2022) kismi diferansiyel denklemler kullanarak hareketli bireylerde
hastaliklarin yayilmasmi yakalamak i¢in yeni bir matematiksel model sunmaktadir. S6z konusu
modelde agsiz yontemler kullanilarak, koronaviriisin (COVID-19) bulasmasi konusunda
matematiksel bir epidemiyolojik model elde edilmistir. (Zhong ve ark., 2023) termal yikleri ve
aerodinamik etkileri dikkate alinarak stlipersonik hava akisindaki plakalarin titresim tepkisini analiz
etmek i¢in etkili bir yontemi agsiz yontemlerden faydalanarak ortaya koymustur.

Agsiz yontemler, SEY ve SHY gibi sayisal ¢oziim metodlarina nazaran giinlimiizde yeni
gelistirilmekte olan bir yontem smifidir. Son yillarda radyal baz fonksiyon (RBF) kullanimu ile
birlikte miithendislik problemlerinin ¢éziimiiniin yan1 sira yapay sinir ag1 modellerin gelistirilmesinde
de 6nemli bir role sahiptir. Literatiirde farkli fizik problemleri i¢in ¢esitli agsiz yontem ¢oziimleri ile
ilgili ¢alismalar yapilmistir. Bu calismalar agsiz yontemlerde sekil fonksiyonunun 6nemini agikca
vurgulamistir (Pekedis ve Yildiz, 2010).

Calismamizda, RBF kullanan kollokasyon temelli agsiz ¢6ziim yonteminin, bir boyutlu ve iki
boyutlu 1s1 transferi probleminin ¢6zliimii, sekil parametresi ve merkez nokta sayilarinin ¢ziime etkisi
ele alinmistir. Makalenin birinci boliimiinde mevcut ¢aligmalar ve sayisal yontemlerin tarihgesine
deginilmistir. Ikinci béliimiinde, kollokasyon y&ntemi, radyal baz fonksiyonlar ve 1s1 problemlerinin
temel denklemleri agiklannugtir. Ugiincii boliimde, bir ve iki boyutlu 1s1 gecis problemleri i¢in RBF
kullanan kollokasyon yontemi ¢oziimleri yapilarak farkli sekil parametresi ve merkez nokta sayilari
icin sonuglar elde edilmistir. Dordiincii ve son boliimde ise elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.
Calismada Gauss RBF, Multi-kuadrik RBF ve Ters kuadrik RBF i¢in sekil ve merkez nokta
parametreleri farkli degerlerde hesaplanarak kabul edilebilir ¢oziim arali§ini olusturan parametre
degerleri elde edilmistir. Calismada, iki boyutlu 1s1 ge¢is problemi i¢in Gauss RBF’nin diger
metodlara gore daha iyi sonu¢ verdigi gosterilmistir. Radyal baz fonksiyonu sekil parametresi,

merkez nokta sayisi ve kollokasyon nokta sayilarmin farkli degerlerde ¢oziimleri yapilmis ve merkez
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nokta sayisi ile kollokasyon nokta sayisi esit alindiginda ¢6ziimiin kararsiz oldugu, kollokasyon nokta
sayisinin merkez nokta sayisindan fazla olmasi durumunda ¢oziim boélgesinin kararli oldugu

gosterilerek literatiire katki saglanmustir.

2.Yontem

2.1. Kollokasyon yontemi

Kollokasyon metodu sayisal yontem formiilasyonlarindan gucli-form yontemleri sinifindadir.
Yontem agirlikli kalanlar yontemlerinden biri olup ¢esitli miithendislik problemlerinin ¢6ziimii i¢in
kullanilan bir metottur. Kismi ve adi diferansiyel denklemler, integro diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde ve sayisal verilerin yorumlanmasinda kullanilmaktadir (Durak, 2020; Karakog, 2018;
Aydin, 2022). Yontem, ¢oziimiin bazi katsayilarla carpilmis olan sonlu sayidaki polinom veya
fonksiyonun toplami olarak ifade edilmesi esasina dayanir.

Denklem (1), Q ¢o6ziim bolgesinde tanimli bir adi diferansiyel denklem (ADD) sistemi L;
diferansiyel operator, f(x); kaynak terim ve , u; diferansiyel denklemin ¢6ziim fonksiyonu olmak

uzere

L(u) = f(x) )

seklinde gosterilebilir. Bu denklem sisteminin #; yaklasik ¢oziimii

u(x) = a(x) = up(x) + Xit, C;P;(x) (2)

olarak yazilabilir. Burada, uy; problemin sinir sartlarin1 saglayan keyfi bir fonksiyon iken ¢;;
diferansiyel denklemi saglamak tizere onerilen baz fonksiyon ailesidir (Chakraverty ve ark., 2019).
Baz fonksiyonun tiirii konusunda herhangi bir sinirlama bulunmaz. Genellikle yuksek kararlilig
nedeni ile Radyal baz fonksiyon (RBF) olarak secilir.

Cogunlukla sinir sartlar1 ve ¢oziim ailesi birbirinden ayrilmaz ve u, sifir olarak kabul edilir. Baz1
durumlarda u, nin sifirdan farkli alinmasi ¢6ziimii kolaylastirir. Calismada uy(x) = 0 alinmustir. @

ifadesi Denklem (1)’ de yerine yazilarak

R(x) = f(x) = L[a(x)] = 0 (3)
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elde edilir. Denklemdeki R(x) kalan (residual) olarak tanimlanir. Denklem (2)’deki polinom ailesi
keyfi olarak secilebilir. Ornegin Ustel, trigonometrik, polinom veya bagimsiz degiskeni iceren
herhangi bir formda olabilir. Kalandan yararlanarak kurulan denklem sistemi ¢oziilerek yaklasik
¢ozlime ulasilir. Baz fonksiyon sayist n olan bir boyutlu bir sistem i¢in, en az iki adet sinir sart1 ve
¢6zUm bolgesi Uzerinde n — 2 adet kollokasyon noktasi gerekir. Esitlik 3, her bir kontrol noktast i¢in

uygulandiginda Esitlik 4 ile verilen denklem sistemi elde edilir.

[A]nxn[c]nxl = [B]nxl (4)

Burada [A] katsayilar matrisini, [B]sonu¢ vektorii ve [C] bilinmeyen katsayilari ifade etmektedir.
Homojen bir denklem sisteminde [B] matrisinde smir degerler disinda kalan terimler 0’dir. Ancak

homojen olmayan sistemlerde homojenligi bozan kaynak terimlerden kaynakli ek terimler gelir.

2.2. Radyal baz fonksiyon (RBF)

Kollokasyon yontemi teorik olarak problemin ¢ézliimii i¢in herhangi bir sinir koymaz. Baz
fonksiyonlar keytfi olarak secilebilir. Ancak, uygulamada problemin geometrisine ve sinir sartlarina
uygun baz fonksiyonlar se¢ilmez ise, hesaplama hatalar1 nedeni ile ¢dziime ulasilamayabilir. Ornek
olarak {istel bir baz fonksiyon secilir ise yiliksek dereceli fonksiyonlarin ¢oziimde agirligi diistik
dereceden polinomlara gore biiyiik olur ve en kiiglik degisimlerde sistem iraksar. Yontemde
karsilagilan baska bir zorluk, segilen baz fonksiyonlarin ¢dziim bolgesinin bazi noktalar1 icin
stireksizlige sahip olmalart durumudur. Bu duruma ¢oziim olarak arastirmacilar konum bazl
fonksiyonlarm onerilebilecegini ortaya koymustur. Ornegin kullanilan Radyal baz fonksiyonlar1
(RBF) belirli merkez noktasinda tanimli olan ve merkezden belli bir mesafede olan tiim noktalar igin
ayn1 degeri alan, merkezden uzaklastik¢a kiigiilen kararli fonksiyonlardir. C6ziim bolgesi igerisinde
streklidir ve her dereceden tiirevi alinabilir fonksiyonlar olmalari nedeni ile son yillarda 6ne ¢ikmustir
(Altinkaynak, 2020; Fasshauer ve McCourt, 2015). Literatiirde RBF fonksiyonlarin diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanimi Kansa’nin ¢alismalar1 ile baglamistir (Kansa, 1986;
Kansa, 1990). ilk calismada hidrodinamik problemlerini ¢ézmek icin Multikuadratik baz fonksiyon
kullanilmistir (Kansa, 1986). Daha sonra 1s1 transferi, yapisal analiz, mekanik problemler ve optik
olmak lizere muhendisligin birgok alanina uygulanmistir (Tanbay, 2019).

Gliniimiizde kullanilan bazi RBF fonksiyonlar1 Tablo 1 ile verilmistir (Fornberg ve Flyer,

2015).



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(3), 1301-1321, 2024 1307

Tablo 1. Baz1 RBF fonksiyonu 6rnekleri.

Isim Formul Kisit
Gauss ¢;(r) = e~ €>0
Genel Multi-kuadrik di(r) = (1 + (er)H)F e>0,6ER
Multikuadrik (Multiquadric) ¢i(r) =1+ (en)? £>0
. . 1
Ters kuadrik (Inverse quadric) pi(r;) = T3 er)? £>0
Ters multikuadrik (1) = 1 to0
(Inverse multiquadric) Y T F (en)?
sin (ery) 0
Sinis-RBF ¢i(r) = er; i > £>0
1 , = 0

RBF fonksiyonlari merkez noktasindan uzaklastikga etkisi hizla azalacak fonksiyonlar olarak secilir.
Burada € sekil katsayisi olarak bilinir ve fonksiyonun etki alaninin bir géstergesidir. r; fonksiyonun
merkez noktasindan uzakligi ifade eder ve ii¢ boyutlu daimi rejimde bulunan bir sistem i¢in Egitlik

(5) ile gosterilir.

=y —x)?+ @ —y)?*+ (2 —2)? (5)

Burada x;,y;,z; merkez nokta olarak secilen P(x;,y;, z;) noktasinin koordinatlarini ifade
etmektedir. € , RBF fonksiyonlar1 i¢in ortak bir parametredir. Sekil 1 ile bir boyutlu ve iki boyutlu
RBF fonksiyon yapilar1 6rnek olarak verilmistir. Yaklasik ¢oziim, farkli noktalarda secilen baz
fonksiyonlarin toplami olarak temsil edilir. Genellikle £ biytdlkce fonksiyonun etki alan1 kiigiiliir.
&’nun farkli degerleri igin diferansiyel denklem sistemlerinde ¢6zim bulmak mimkunddr. Ancak her
€ degeri i¢in ¢oziim elde etmek mumkin olmaz. Bu durum & parametresinin se¢iminin RBF baz
fonksiyonu kullanan sistemlerde ne kadar 6nemli oldugunun bir gostergesidir. Dolayis1 ile € un
optimize edilmesi 6nemli bir arastirma konusudur (Altinkaynak, 2020; Fornberg ve Flyer, 2005;
Fasshauer, 2007).
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Sekil 1. Bir boyutlu homojen dagilmis keyfi RBF formlar
(a). Bir boyutlu RBF’lerin ¢6zlim alan1 (b). Bir boyutlu RBF toplami1
(¢). Iki boyutlu homojen dagilmis keyfi RBF formlari (d). iki boyutlu RBF toplami

2.3. Kartezyen koordinat sisteminde 1s1 transferinin temel denklemleri

Is1 transferi konusu miihendislerin en sik karsilastigi temel problemlerdendir. Homojen,

izotropik (6zellikleri her yonde esit) ve zamana bagli {i¢ boyutlu bir sistemde 1s1 transferi olaylarini

yoneten denklem sistemi Denklem (6) ile verilmistir (Hahn ve Ozisik, 2012).

a=25 (6)

Denklemde, T; sicaklik, k; 1s1 iletim katsayist (W/(mK)), a; 1s1l yaymim katsayis1 (m?/s),

q; 1s1 iiretimi (W/m?) olarak tanimlanmaktadir. Kalic1 hal rejimi problemlerinde, zamana baglilik

olmamasindan dolayi, denklemin sag tarafi hesaplamalara dahil edilmez ve Denklem (7) ile ifade

edilir.
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(7)

Sinir sartlar1 genellikle sabit sicaklik ve sinirda akigkan etkilesimi (tasinim) olarak kargimiza

cikar. Isinim miktar1 genellikle ihmal edilebilecek kadar azdir. Ancak bazi1 6zel durumlarda 1s1n1im

siir sart1 da kullanilir. Genellikle sistem igerisinde belirli noktadan veya bdlgeden 1s1 liretimi olur.

Is1 problemlerinde en sik karsilasilan sinir sartlar1 soyledir;

Sabit sicaklik sinir sart;

T(x,y,z) =T,

7 birim normal olmak iizere, 1s1 tagmim sinir sarti;

k2D _ p(7(x,y,7) - T.,),

(8a)

(8b)

burada, T,; sinirin sabit sicakligi, h; yiizey ile akiskan arasinda tanimli 1s1 tasmim katsayis1t W/(m?K),

ve T,; dis ortam sicakligidir.

Bir boyutlu bir sistem icin Denklem (7) sadeleserek Denklem (10)’a indirgenir.

d2T 1
S 4+Zg=0
dx? +k q

RN

%1 1
o Ty T3 1=0

9)

(10)

Esitlik 9 ve Esitlik 10, bir ve iki boyutlu, zamandan bagimsiz sistemlerin 1s1 gegisini yOneten

diferansiyel denklemlerdir. Sicaklik dagilimimi veren fonksiyonu elde etmek igin Esitlik 9 ve

Esitlik 10 uygun sinir sartlar1 altinda analitik olarak ¢oziiliir (Cengel ve Ghajar, 2020).

Her iki ucunda sabit sicaklik ( T(0) = T, ve T(L) = T, ) olan sistem icin analitik ¢6zim;

T(x) = —TLL_TO x+ T,

(11)
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Bir ucu sabit sicaklik (T(0) = T, ) ve diger ucu taginim (—Z—)TC = h(T, — T)) olan bir sistem igin

analitik ¢ozum

_ _ h(TL-To)
T(x) = it ¥ + T, (12)

seklindedir.

Icerisinde q(x) = q,sin(xm) formunda 1s1 dagilimi olan, bir ucu sabit sicaklik (T'(0) = T, ) ve diger
ucu tagimim (— Z—i = h(T, — Ty) ) sinir sart1 ile 1s1 denkleminin analitik ¢6ziimii;
T(x) __ qosin(Lmx) _ hqosin(Lm)+kmnqocos(Lm)+hkm? (To—Teo) X

T kn? km2(k+Lh) +To (13)

esitligi ile verilmektedir.

3. Bulgular ve Tartisma

3.1. Bir Boyutlu Is1 Gegisi

Miihendislik problemlerinde ¢esitli simetriler gosteren (diizlemsel, silindirik, kiiresel vb.)
geometriler bir boyutlu 1s1 gegisi problemi olarak ele alinabilir. Sekil 2°de bir boyutlu homojen ve
izotropik bir sistemin n elemanli nokta ayrigtirmasi goriilmektedir. Malzeme 1s1 iletim katsayisi
k =273 (W/mK), x, = 0’da sabit sicaklik (T, = 20°C) smr sarti, x, =L = 1’de akigkan
etkilesimi sinir sartt bulunmaktadir.

(h =17 (W /m?K), T,, = 100°C). Is1 iiretimi konumun bir fonksiyonu olarak alinmustir (Esitlik
14).

q = qosin(xm) , qo = 10000 W/m3 (14)

Kollokasyon metodunun uygulandigi bir¢ok arastirmada, kollokasyon nokta sayisi ile
katsayilarin optimize edilmesi igin gerekli kontrol nokta sayilari (hesaplama nokta sayilari) esit alinir.
Boylece ¢oziim esnasinda kare matris elde edilir ve iglem kolaylig1 saglanir. Ancak bu durum zorunlu
degildir. Agsiz yontemlerde genellikle diisiik sayida tepe noktas1 alinirken, daha 1yi optimizasyon igin
merkez nokta etrafinda birka¢ hesaplama noktas: olmasi tercih edilir. Sekil 2°de hesaplamalarda

kullanilacak RBF ailesinin merkez noktalar1 x ile gosterilmekte olup n adet noktadan olusmaktadir.
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Katsayilarin optimizasyonu i¢in hesaplamalarda kullanilacak noktalar ise x’ ile gdsterilmektedir ve

N adet noktadan olusmaktadir (N = n).

k, g(x)
y X ‘x(j = O 'x] xn | n = L
L) ® ° ° * ® h T,
x‘u x'1 x'2 o er—I x‘;v
T, T, T, . . . T, T,

Sekil 2. Bir boyutlu siir deger problemi i¢in ¢éziim alani.

Anlamli bir kiyaslama i¢in merkez nokta sayist ile hesaplama (kollokasyon) nokta sayisi
arasinda Esitlik (15) ile verilen bagmti kullanilmistir. Burada m; bir merkez tizerinden hesaplamalara
dahil edilen nokta sayisidir. Sekil 3’te m = 1, 2,3 degerleri i¢in merkez nokta sayisi ile ortalama
karesel hata (RMSE) arasindaki bagint1 gosterilmistir. Hata degeri; x = 0 ’da sicaklik farki, x = L
’de 1s1 taginim miktari, ara bolgede ise diferansiyel denklemin kalani olarak alinmistir (Esitlik 16). D

veri sayisi olmak tizere RMSE degeri Esitlik (17) ile hesaplanir (Y1ldiz ve ark., 2020).

N=(n-1m+1 (15)

T(x)—Ty x=0

d21(x)
e = dx2x+ qg 0<x<L (16)
—kEE _p(T(x) - T,), x =

RMSE = /—zn e (17)

Sonuglar Gauss, Ters kuadrik ve Multi-kuadrik RBF’lar i¢in elde edilmistir. Sistemin bazi
merkez nokta ve sekil fonksiyon degerlerinde kararsiz olmasi nedeni ile sonuglar filtrelenmistir.
Grafik (zerinde mavi bolgeler RMSE < 0.001 degerlerini, sar1 bolgeler ise RMSE > 0.001
degerlerini gostermektedir. N = 2n olmast durumunda sistemin daha kararli oldugunu goriiliir.
N = n durumu igin her ¢ RBF icin ¢0zum bdlgesinde kararsizliklar oldugunu gosterilmektedir
(Sekil 3 a,b,c). N = 2n durumlarinda ise ¢6ziim bolgesi oldukca kararlidir (Sekil 3 ¢,d,e). Her (¢

RBF icinde ¢ degeri yiikseldik¢e yakisama igin gerekli en kiigiik merkez nokta sayisinin arttigi
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acikca gorilmektedir. En genis kabul edilebilir yakinsama alani Gauss fonksiyonunda
saglanmaktadir. Gauss RBF sonuglarinin biiyiik degerleri i¢in diisiik merkez noktasi sayilarinda
¢Oziime ulasabilirken diger RBF’larda ¢ok daha yiiksek sayida merkez noktaya ihtiya¢c duyuldugu
aciktir (Sekil 3). Bu durum Gauss RBF icin daha diisiik islem giicii ile hesaplama yapilabilecegini
gosterir. Ayrica Gauss RBF diger yontemlere gore daha kararli oldugu da goriilmektedir.

Gauss RBF Ters kuadratik RBF Multi-kuadratik RBF
£) b) (5 10
. (@ i b) - © 10
1 IR
% {IIIIHIHI
5 5| 5 .
4 4! 4
6 =
€ 3 € 3 €3 I
4
2 2 2| =,
1 1 1} 2
0 - - . . 0 : ! - . 0 : : '
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 0 20 30 40 50
n n n
(¢ (d) (e) 10*
6 I 6 6 oo 17
1l }”H
5 5| 5 8
4 4! 4
6 =
€ 3 € 3 €3 N
4 |l
2 2| 2 >
1 1} 1 2
0 - o * L 0 * t - . 0! - - . .
0 0 20 30 40 5 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
n n n

Sekil 3. Merkez nokta ile sekil katsayisinin hesaplama ¢oziiniirliigiine etkisi.

Hesaplama noktalarimin onemini gormek tizere keyfi olarak € = 2.5 Gauss RBF sonuglari
incelendiginde merkez nokta ile ayn1 noktalarda optimize edilen sistemde sicaklik hatasinin analitik
¢oziimden agikca ayristig1 gozlenebilir (Sekil 4a ve Sekil 5a). Burada Sekil 4’te merkez nokta sayisi
ile hesaplama nokta sayisi esit (n = 10, N = 10), Sekil 5’te ise hesaplama nokta sayis1 merkez nokta
sayisinin iki katidir (n = 10, N = 20). Sekil 4d ve Sekil 5d ¢6ziim bodlgesinde ve sinirlarda yapilan
hatalarin karesel 6l¢egini vermektedir.

Sekillerden de anlasilacagi tlizere ¢6ziim bolgesinde nokta sayilar esitken diferansiyel denklem
cok iyi saglanir (RMSE<0.0001), sinir bolgelerde ise hatalar yiiksektir. Hesaplama noktalarinin artisi
sinirlarda hatalar1 ve hatanin degisimini azaltirken ¢6ziim bdlgesinde diferansiyel denklemde bir
miktar kalanin artmasina sebep olur. Tablo 2’de her iki durumda ara noktalarda (5n), hesaplama
noktalart (2n), ve merkez noktalar1 (n), {izerinden ayri1 ayri hesaplanan RMSE degerleri
gorilmektedir. N = n olmasi durumunda, merkez noktalar iizerinden hesaplanan RMSE degerleri
cok diisiik goriinlirken; yakinsama sonrasinda ara noktalar dahil edilerek hesaplanan RMSE degeri
5.2 kat daha biiyiiktiir. Hesaplama nokta sayisi arttiginda, ara noktalarin hatalar1 ile merkez noktalarin

RMSE degerleri birbirine yakindir. Bu durum nokta sayilari esit aliir ise parametrelerin
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optimizasyonu esnasinda noktalar {izerinden hesaplanan RMSE degerlerinin yaniltici olabileceginin

bir gostergesidir.

(a) Sicaklik degisimi b) Is1 Gretimi
80 F . r L rdegsm ‘ - 12000 ®)
= — —ger
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Sekil 4. ¢ = 2.5, n = 10 ve N = 10 parametreleri ile Gauss RBF sonugclari.

(a) Sicakhk degisimi (b) Is1 liretimi
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Sekil 5. ¢ = 2.5, n = 10 ve N = 20 parametreleri ile Gauss RBF sonugclari.

Tablo 2. Gauss RBF i¢in €=2.5 durumunda nokta sayilarinin ortalama hataya etkisi.

Aciklama N=n N =2n
RMSE ara noktalar 3902.6032 749.96346
RMSE hesaplama noktalar1 2.2479E-20 365.38440

RMSE Merkez noktalari 2.2479E-20 371.93446
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Sekil 6’da Gauss, Multi-kuadrik ve Ters kuadrik baz fonksiyonlarin en iyi sonuglar verdigi

parametreler (¢ = 0.6 ven = 26) ile kiyaslanarak verilmistir. Tiim baz fonksiyonlarmin sonuglari

birbirine yakin olup sinir bolgelerindeki davranislarinda ¢ok kiiciik farkliliklar gériilmektedir. Gauss
RBF i¢in RMSE degeri 6.5004648E-08 iken Multi-kuadrik icin 4.8567896E-08 ve Ters kuadrik icin
ise 1.0202297E-07 olarak bulunmustur.

(a) Sicakhk degisimi
T

T T L I——
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o
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Sekil 6. € = 0.6, n = 26 ve m = 2 parametreleri ile Gauss, Multi-kuadrik ve Ters kuadrik RBF sonuglari.

3.2. iki Boyutlu Is1 Gegisi

Iki boyutlu 1s1 gegisi problemlerinde analitik ¢oziime ulasmak genellikle miimkiin olmamaktadir.
Ancak bazi1 6zel durumlar i¢in degiskenlerine ayristirma yontemi kullanilarak analitik ¢6ziim
bulunabilir. Literatiirde bir kenar1 (y = H ) x dogrultusunda degisen sicaklik ( T'(x) = T,,sin(mx) )
plaka problemleri i¢in ¢6ziim mevcuttur. Sekil 7°de iki boyutlu homojen ve izotropik bir plaka ve
siir sartlar1 goriilmektedir. Plaka iizerinde 1s1 iiretimi olmayip dis ortamdan yalitilmis haldedir.
x=0, y=0 ve x =W kenarlar1 T; sicakligina sahip plaka i¢in sicaklik dagilimi Esitlik (18) ile
verilmistir (Herman, 2015). Burada T, kenar sicakligmin genligidir. Is1 iletim katsayisi
k=273 (W/mK), T, =20°Cve H =W = 1’dir.

sinh(y /W) .

x
TCy) =—Tn sinh(TH /W) sin (W) +Th

(18)
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Sekil 7.. iki boyutlu 1s1 gecis problemi icin geometri ve parametreler.

Sekil 8’de farkli sekil katsayr degerleri € = 0.5 —5 ile farkli merkez noktas1 sayilarinda
(n = 10 — 30) sistemin kararliligin1 géstermektedir. Sekil 8 a, b, ¢ ile verilen grafikler merkez nokta
sayisi (n) ile kollokasyon nokta sayisi (N) nin esit oldugu durumda hatalar1 gosterirken, Sekil 8¢-e
kollokasyon nokta sayisinin merkez nokta sayisindan biiyiik oldugu (N=2n) durum i¢in benzetim
sonuclarin1 gostermektedir. Grafikte sonucglar RMSE > 0.1 degerleri filtrelenerek sar1 renk ile
gosterilmistir. Coziim araliginda kalan boélgelerin degisimi ise ¢ok renkli olarak gosterilmistir.
Yapilan benzetimler sekil katsayis1 ve hesaplama ¢oziiniirliigiiniin iki boyutlu 1s1 gecisi
problemlerinde 6nemli oldugunu gostermektedir (Sekil 8). Merkez nokta sayisi ile kollokasyon nokta
say1si esit oldugunda ¢6ziim alaninin biiyiik bir kismi kararsiz olmaktadir. Sekil 8 a, b, ¢’de bu durum
acikca goriilmektedir. Coziim bolgesinde (mavi renk) yer alan noktalar arasinda ¢ok sayida yerel tekil
bolgeler (sar1 noktalar) goriiliir. Bir boyutlu 1s1 gecisinde oldugu gibi, kollokasyon nokta sayist
arttirtldiginda kararsizlik biiyiik 6lgekte ortadan kalkmaktadir (Sekil 8 ¢, d, €). Gauss, Ters kuadrik
ve Multi-kuadrik baz fonksiyonlarinin her iigii icinde merkez nokta sayisi ile kollokasyon nokta sayisi
esit alindiginda, ¢6zim bolgesinde tekil noktalarin ve kararsiz ¢6zlimlerin  olustugu
gozlemlenmektedir. Kollokasyon noktalarindaki artig ¢ozliim sisteminin kararliliini arttirmaktadir.
Benzetimler sonucunda Gauss RBF i¢in en iyi sonuglar ¢ = 2.0 ve n = 27 durumunda, Ters kuadrik
RBF icin € = 1.8 ve n = 30 oldugunda ve Multi-kuadrik RBF i¢in ise € = 0.9 ve n = 20 alinmasi
halinde bulunmustur. Benzetimler sonucunda elde edilen RMSE degerleri ise sirasi ile 0.0012,
0.0088, 0.0174 olarak hesaplanmaistir.



Karadeniz Fen Bilimleri Dergisi 14(3), 1301-1321, 2024 1316

Gauss RBF
(a)

Ters kuadratik RBF
(b)

Multi-ku(at)iratik RBF
C]|

g
N =2n

Sekil 8. iki boyutlu analiz i¢cin merkez nokta ile sekil katsayismin hesaplama ¢oziiniirliigiine etkisi.

Sekil 9, Sekil 10 ve Sekil 11°de {i¢ baz fonksiyon icin analitik ¢6ziim ve sayisal ¢oziimiin
sonuglar1 gosterilmektedir. Analitik sonuglar ve sayisal sonuclar uyumlu olmakla birlikte, kullanilan
yontemlerin tiimiinde en biiyiik hata degerleri noktasal olarak koselerde olusmaktadir. Kose noktalar
iki smirin birlesimi oldugundan algoritma igerisinde hangi sinir sartinin verilecegi karmasik bir konu
oldugundan bu durum dogaldir. Literatiirde bu durum Runge olay1 (Runge phenomenon) olarak
bilinir. C6zm bdlgesinin i¢ bolgelerinde hata oldukga diisiiktiir. Bir boyutlu 1s1 probleminde oldugu
gibi Gauss RBF’nin diger iki metoda gore iistiin oldugu aciktir. En yiiksek mutlak hata degerleri,
Gauss RBF i¢in 0.3, Multi-kuadrik RBF i¢in 2 ve Ters kuadrik RBF igin ise 0.35’tir.

X(mm) X(mm)

Sekil 9. Gauss RBF analitik ve sayisal ¢6ziim (¢ = 2.0, n = 27). Analitik ¢6ziim sonuglar1
(a). Sayisal ¢6ziim sonuglari (b). RMSE hata grafigi (c).
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Sekil 10. Ters-kuadrik RBF analitik ve sayisal ¢6ziim (¢ = 1.8, n = 30). Analitik ¢6ziim sonuglari
(a). Sayisal ¢6ziim sonuglari (b). RMSE hata grafigi (c).
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Sekil 11. Multi-kuadrik RBF analitik ve sayisal ¢6ziim (¢ = 0.9, n = 20). Analitik ¢6ziim sonuglar1
(a). Sayisal ¢6ziim sonuglari (b). RMSE hata grafigi (c).

4. Sonuglar ve Oneriler

Calismada, bir ve iki boyutlu 1s1 transferi problemleri agsiz (meshless) sayisal analiz yontemi ile
¢oziilerek sekil parametresi ve merkez nokta sayisinin ¢6ziime olan etkisi incelenmistir. Benzetim
caligmalarinda elde edilen sayisal sonuglar, analitik ¢6ziim sonuglari ile karsilastirilarak gegerliligi
test edilmigtir. Bir boyutlu benzetim ¢alismalarinda Gauss RBF fonksiyonu ¢6ziim bdlgesinin, diger
iki baz fonksiyon ailesine gore daha genis ve kararlt oldugu goriilmistiir (Sekil 3). Merkez nokta

sayist 10 < n < 30 olarak alindiginda, Gauss RBF i¢in ¢6ztiim bolgesi 0.5 < € < 5, Multi-kuadrik
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RBF icin 0.5 < € < 2.9 ve Ters kuadrik RBF icin ise 0.5 < € < 2.5 oldugu goriilmiistiir. Sekil
parametresi, egrinin civar noktalar ile etkilesimini vermektedir. Her iic RBF i¢inde sekil daraldik¢a
¢Oziim bolgesinde daha ¢ok merkez noktaya ihtiya¢ duyuldugu (& arttikca merkez nokta sayisinin
arttig1) gosterilmistir. Bir boyutlu hesaplamalarda; Gauss RBF i¢in RMSE degeri 6.5004648E-08,
Multi-kuadrik i¢in 4.8567896E-08 ve Ters kuadrik icin ise 1.0202297E-07 olarak bulunmustur.

Iki boyutlu 1s1 gegisi problemi olarak, bir kenarinda konuma bagl sicaklik degisimi olan ve diger
tic kenari sabit sicaklikta tutulan bir plakadaki sicaklik degisimi incelenmistir. Benzetim ¢alismalari,
iki boyutlu problemlerde sonuglarin bir boyuta gore daha kararsiz oldugunu, sekil parametresi ve
merkez nokta sayisinin uygun se¢ilmesinin 6nemli oldugunu gostermektedir. Sekil 8 ile Gauss, Multi-
kuadrik ve Ters kuadrik radyal baz fonksiyonlarmin & < 5 i¢in farkli sayida merkez ve kollokasyon
nokta sayilarinda elde edilen hatalar1 gostermektedir. Grafikte, merkez ile kollokasyon nokta sayis1
esit oldugunda, ¢6ziim bolgesi igerisinde raksak bolgeler kaldigi acikga goriilmektedir. Bu durum,
ayni kollokasyon ve merkez nokta sayilarinda sekil parametresinde kiigiik degisimlerin sonuglari gok
etkilediginin bir gostergesidir. Kollokasyon nokta sayisi, merkez nokta sayismin iki kati olacak
sekilde alinir ise sonuglar kararli ve ¢Oziim bolgesi siirekli hale gelmektedir. Ayn1 merkez ve
kollokasyon sayilarinda sekil parametresindeki kiiciik degisimler sonuclarda da kii¢lik degisimlere
yol acar. Bu nedenle problemin ¢éziimiiniin sekil parametresine olan hassasiyetini azalarak daha
kararl1 bir model olusur.

Sonug olarak, agsiz ¢oziim yontemlerinde sonucun dogrulugu sekil parametresi, merkez ve
kollokasyon nokta sayisi ile dogrudan iligkilidir. Sistemin kararli olmasi igin, kollokasyon
noktalarinin sayisi, baz fonksiyonlar i¢in se¢ilen merkez noktalarin sayisindan fazla olmalidir. Bu
nedenle sekil parametresi ve merkez nokta sayisinin problemin yapisina ve geometrik 6zelliklerine
gore uygun degerlerinin belirlenmesi 6nemlidir. Kararh bir ¢6ziim i¢in, bolgesel sekil fonksiyonlari
belirlenebilecegi gibi, analiz algoritmalar1 kullanilarak sekil katsayis1 ve nokta sayilarini optimize

eden sistemler algoritmalara dahil edilmelidir.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar caligsmaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi1 Beyani

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
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