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Ozet

Bu calismada, kati(crisp) kiimelerle ilgili tanimlar, bulanik (fuzzy) kiime tanimi ve bulanik kiime
ozelliklerini hatirlattik. Kati kiimeler icin Minkowski (Pontryagin) fark tanimini géz dniine alarak bulanik
kiimeler i¢in yeni bir Minkowski fark tanimi verdik. Tanimlanan bu yeni bulanik Minkowski farkin bazi
ozelliklerinin sagladigin1 gosterdik. Son kisimda da tanimlamis oldugumuz bulanik Minkowski farkin
hesaplamalari tizerine bazi agiklayic1 geometrik 6rnekler sunduk.

Anahtar Kelimeler: Minkowski fark, Bulanik kiime, Bulantk Minkowski fark.

Minkowski Difference For Fuzzy Sets

Abstract

In this article, we remind the definitions about crisp sets, the definition of fuzzy sets and some properties
of fuzzy sets. We give a new Minkowski difference definition for fuzzy sets by adapting the geometry of the
Minkowski difference for crisp sets. We prove some algebraic properties of this new fuzzy Minkowski
difference. At the end of the article, we present some illustrative geometric examples on the calculation of
fuzzy Minkowski difference.
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1.Giris

Bulanik kiime kavrami, L. Zadeh’in “gercek fiziksel diinyada karsi karsiya kaldigimiz
nesnelerin siniflandirilmasinin  kesin olarak tanimlanmis {yelik Olgiitlerine sahip
olmadig1” yoniindeki gozlemine dayanmaktadir [1]. Zadeh’in bu alintisina gore dzellikle de
dilsel ifadelerin matematiksel olarak temsili miimkiin hale gelmistir. Klasik kiimelerdeki
0 — 1 (ya hep ya hi¢) mantiginin aksine, bulanik kiimelerde asamali bir kavram olarak
gordiigi tim kategorileri hesaba katar. Bu da demek oluyorki herhangi bir nesnenin o
sinifa ait olmasi [0,1] kapah araligindaki reel sayilarla ifadesidir [1, 2]. Ornegin; belirli yas
araligina gore insanlar1 bebek, cocuk, geng, yetiskin ve yash olma diizeylerini veya baska
bir 6rnek de havanin ¢ok soguk, soguk, sicak, ¢cok sicak vb. dilsel ifadelerin matematiksel

karsiliklari ile islemler yapilabilmektedir [2].

Bulanik kiimlerin, yapay zeka alaninda oldukga fazla kullanildig1 bilinmektedir. Ornegin;
tip alaninda bir hastalik hakkinda yaklasik sonuglar vererek hekime tavsiye ve dneri sunar
[3]. Bulanik kiime kavraminin bagka kullanim alanlari ise Otomotiv sistemleri, tiiketici
elektronigi iriinleri, beyaz esyalar ve ev aletleri, iklimlendirme {iriinleri, gibi bir¢ok
kullanim alani séylenebilir [2, 4, 5].

Klasik kiimeler icin kullanilan Minkowski fark bircok kullanim alanina sahiptir. Kullanilan
bu alanlar, veri simiflandirilmasi [6], goriintii analizi ve isleme [7], robotlar i¢cin hareket
planlamasi [8], gercek zamanli ¢arpisma tespiti [9] ve bilgisayar grafikleri [10] gibi bircok
alanda kiimeler i¢in Minkowski fark kullanilmaktadir.

Calismanin 2. Boliimde, kat1 kiimelerin 6zellikleri ve bulanik kiime ile ilgili 6zellikler
hatirlatildi. 3. Boliimde, bulanik kiimeler i¢in Minkowski farki tanimlandi ve bulanik
Minkowski fark ozellikleri gosterildi. Makale tartisma boéliimii ile sonlandirildi.

2. Temel Tanim ve Teoremler

Bu ¢alisma boyunca, B(R™ ), R™ nin sinirli, bostan farkl alt kiimelerinin ailesi ve bir A €
B(R™ ) i¢in int(A), A kiimesinin topolojik icini gostersin [11, 12].
Asagida verilen tanimda herhangi iki kiimenin cebirsel toplami, cebirsel farki, Minkowski
farki ve bir kiimenin herhangi bir reel say1 ile ¢carpimi hatirlatildi.

Tamim 2.1 [12,13] A,B € B(R" )ve ¢ € R olmak iizere,

A+B:= {a+b :a€A,be B}kimesine A ve B kiimesinin cebirsel toplamyi,
A—B:= {a—b:a€A,b € B} kiimesine A ve B kiimesinin cebirsel farki,
cA:= {ca:c€ R,a €A } kimesine A kiimesinin skalerle ¢arpimi,

A =B := {x:x+ B c A} = Npep (A — b)kiimesineAveB kiimesinin Minkowski
farki denilmektedir.

Bw N e

Bulanik kiime tanimindan once, kati bir kiimenin karakteristik fonksiyonunun tanimini
hatirlayalim.
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Tanim 2.2 [14] A € R" ve x € R" olsun,

1 ;x€A
I'LA(x) = {0 xEA

s R™ = [0,1] fonksiyonuna A kiimesinin R" lizerindeki karakteristik fonksiyonu denir.
Buradaki liyelik fonksiyonu tanimindan esinlenerek L. Zadeh 1965 yilinda [1] makalesinde
bulanik kiimelerin tanimini iyelik fonksiyonun degerinin yalmzca {0,1} kiimesinden
olustugunu degil bir kiimenin {yelik fonksiyonunun [0,1] araligindaki kiimeye
genisleterek her x € R™ elemaninin A gibi bir kiimeye ait olma derecesini tanimlamigtir.

Genisletilmis tyelik fonksiyonu tanimini R"™ de hatirlayacak olursak bir A c
R" icin p,4: R® — [0,1] seklinde olur. Herhangi bir A bulanik kiimesi Vx € R" icin,

A= {(x,uA(x)):x € R"} 2.1
seklinde tanimlandigini hatirlayalim [1, 5, 15].

F(R™), R™ deki tiim bulanik kiimelerin ailesi olsun. Bir x, € R™ i¢in;

@ ={ e

tanimlanan (2.1)’ deki esitlikten {X;} bulanik kiimedir.
@,R* € F(RY), her x € R" i¢in @ (x) = 0 ve R"(x) = 1 seklinde tanimlanan bulamk
kiimelerdir.

Asagida bulanik kiimeler hakkinda bazi tanimlar verilmistir.

Tamm 2.3 [5, 14] A€ F(R") i¢in supp(4) = {x € R*: pz(x) > 0} kiimesine 4
bulanik kiimesinin destek kiimesi denir ve supp(ﬁ) ile gosterilir.

Tamim 2.4 [5, 14] 4, B € F(R"), her x € R™¢in p;(x) < puz(x) ise A kiimesi B kiimesinin
alt kiimesidir denir ve 4 c B ile gosterilir.

Asagidaki Teorem 2.1 normal kimeler i¢in tanimlanan siirhlik taniminin bir
genellemesidir.

Teorem 2.1 [16] 4 € F(R™) bulanik kiimesinin kesin simirh olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sartbir r > 0 reel sayis1 vardir 6yle ki Vx € R" ve||x|| = r igin wz(x) = 0’ dir. R™ deki tiim
kesin sinirh bulanik kiimelerin ailesini FB(R") ile gosterecegiz.

Asagidaki tanim da bulanik kiimelerdeki bazi kiime ve cebirsel islemleri hatirlayalim.

Tamim 2.5 [4] 4, B € F(R™), Vx,y,z € R" ve 1 # 0 olsun.

i. (K N E) (x) = min{uz(x), us(x)} iyelik fonksiyonu ile verilen kiimeye A
kiimesi ile B kiimesinin kesisimi denir.
ii. (K U E) (x) = max{uz(x), uz(x)} tyelik fonksiyonu ile verilen kiimeye A
kiimesi ile B kiimesinin birlesimi denir.
iii. (A + E)(x) := sup (min{uz(y),us(2)}) tyelik fonksiyonu ile verilen
x=y+z

kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin toplami denir.
iv. (AA)(x) = Uz G x) iiyelik fonksiyonu ile verilen kiimeye A bulamk
kiimesinin skaler ile carpimi denir.

25



Ozsimgek ve Soyertem/ Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 23-30 2024 (1)

3. Bulgular

Kati kiimelerdeki Minkowski fark hem geometrisiyle hem de islemsel 6zellikleriyle
oldukea kullanigh ve ilgi ¢ekicidir. Bu béliimde Minkowski farkin bulanik kiimelere bir
genislemesinin tanimiyla baslayacagiz. Bu tanimin sonrasinda da bulanik Minkowski
farkin bazi cebirsel o6zelliklerinin bulanik kiimelerde de korundugunu gosterdik.
Hesaplamalarin ve geometrisinin gdzlemlenebilmesi i¢in boliim sonunda iki 6rnek verdik.

Asagidaki Tanim 3.1’ de klasik kiimeler i¢in bilinen Minkowski fark tanimi bulanik kiimeler
icin genellestirilmistir. Bu tanimin kati kiimelerdeki kapsamla verilen Minkowski fark
taniminin  bulanik kiimelerdeki karsiiginin kullanilarak elde edildigi kolayca
gozlemlenebilir.

Tanim 3.1 4,8 € F(R™) ve Vx € R"icin,

1 g (V) < wa (v +x)
(A<B)(x) = inf Hp 04%) 0<uz(v+x) < ug ()
yer? | B ’ 4 B

0 A +x)=0Auz(y) >0

tiyelik fonksiyonu ile elde ettigimiz bulanik kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin bulanik
Minkowski farki denir. Bulanik Minkowski fark kati kiimeler i¢in verilen Minkowski farkin
bir genislemesidir.

Asagida bulanik Minkowski farkin bazi 6zellikleri verilmistir.
Burada, {GRn} bulanik kiimesinin etkisiz eleman oldugu gosterildi.
Onerme 3.1 A € F(R") ve Vx € R"igin, (A ~{0xn})(x) = 4 (x).

Kanit: 1 z(x) = 1 olsun. MinkowskKi fark taniminda, y = Og» oldugunda

(5,0} Orn) =1 < pz(x) =1
olur.
y # Ogn icin,

U5} () =0 < palx +y)

olacagindan her y € R™ icin pg_,1(v) < uz(y + x) esitsizliginden (A-{0gn})x)=1=
A(x)’ e esittir.
0 < puz(x) < 1olsun.y = Ogn oldugunda

0 < palx + Ogn) < pig,.)(0)
olur. Yani, 0 < uz(x) < 1’ dir. O zaman, M‘l(x) = u;(x), (A ;{ﬁkn} )(x) = A(x) olur.
y # Ogn oldugunda,

U5} () =0 < palx +y)
olacagindan ilk durum gecerlidir. Ancak tamimdaki infimumdan daha kiigiik olan A(x)
degerine esit olacaktir.
uzi(x) = 0 olsun. y = Ogn oldugunda,
pa(x + Ogn) = 0
ve
K5} (Opn) =1
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olur. pz(x) =0 ve u{%n}(omn) =1>0 olur. (/T 4{()]]@} )(x) =0’ dir. Minkowski fark
tamminda 3. durum saglandigindan (4 ~{Ogn} ) (x) = 0 olacaktir.

Sonug olarak, (A ~{0gn} )(x) = 4 (x)’ dir.

Asagidaki, Onerme 3.2 siirh her 4 bulanik kiimesinin kendisiyle Minkowski farkinin
{Ogn} bulanik kiimesi oldugu gdsterildi.

Onerme 3.2 A € FB(R™)ise (4 ~A)(x) = {Ogn}.

Kanit: (A ~A)(x) # {Ogn}(x) olsun. x* = 0 ve Vy € R" icin,
o ) s pa(xt +y)
esitsizligi saglanir. Yani, (A 4A)(0]Rn) =1= #{%n}(omn) olur.
x* # 0 olsun. 4 # @ oldugundan pz(y) > 0 olacak sekilde y € R™ vardr.
ny = maks{n € N: (y + n.x*) > 0}, A bulanik simirh kiime oldugundan n, € N vardir.
Vo = ¥ + nyx” segersek,
pa(y +no.x7) = uz(yo) >0

olur.
ui(yo) > 0 iken pz(yo, + x*) = 0 olacaktir. Bu da Minkowski farkin 3. satirinin gegerli
oldugunu gosterir.
x* # 0igin,

(A-A)(x)=0= Hipgny(x) =0
esitligi saglandigindan, (4 ~4)(x) = {Oxn} dir.

Ae F(R™) ise (A<A)(0gn) =1 olacagt yukaridaki kanmitin birinci bélimiinde

goriilmektedir. Burada, A € F(R™) kiimesinin sinirliligi kullanilmamistir. Yani, bu durum
tiim bulanik kiimeler i¢in gecerlidir. Bu durumda, VA € F(R") i¢in {Ogn} c 4 olacaktir.

Asagidaki, Onerme 3.3 skaler carpma isleminin bulanik Minkowski farka dagilimini
gostermektedir.

Onerme 3.3 4,8 € F(R") ve 1 € (0, ) olsun.
A(A=B)(x) = ((24)=(2B)) =)
esitligi saglanir.
1 :#g(y)sug(yﬁx)

Kamit: \(A ~B)(x) = (A=B) Gx) = nf, % ;0 < g (y + %x) <uz)
B

1
0 :ug(y+;x)=0/\u§(y)>0
1 s (AY) < pas Ay +x)
. pazy Ay + x)
= inf{———— ;0< n(dy +x) < 5 (A
yeR™ M(m)(/ly) M(AA)( y ) K@) y)
0 s han(Ay +x) =0 A pps(dy) >0

= ((24)~(2B)) ().

saglanmis olur.

Asagida, Tanim 3.1 de tanimlanan bulanik Minkowski fark i¢in érnekler verilmistir.
Bu orneklerde reel sayilar lizerindeki kiimeler iizerinden Minkowski fark ornekleri
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verilmistir.

Ornek 3.1 A, B bulanik kiimeleri asagidaki gibi tamimlansin.

%x ;0<x<5 %x—l ;5<x<10
A =12x+2 ;s5<x<10 B=12x+2 ;10sx<15
0 ;d.d. 0 ;d.d.

Tanimlanan Minkowski farka gore;

olur.

U.,_____________________
v

10 15

Sekil 1. Ornek 3.1’ deki 4 ve B kiimeleri

Sekil 1 de goriildiigii iizere A kiimesinin biitiin elemanlari ancak {5} bulanik kiimesi kadar
otelenirse B kiimesinin alt kiimesi olur.

Ornek 3.2 4, B bulanik kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin.

%x ;0<x<5 110 ;0<x <10
Alx) = Zx+2 ;55x<10 B =12x+3 ;10<x<15
0 d.d. 0 d.d.

Tanim 3.1 de verilen bulanik Minkowski farka gore, y € R infimum degerine ulastiginda
x < 5igin (B ~4)(x) = f—o + § iken 5 < x < 15 araliginda (B ~4)(x) = 0 olacaktur.
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10 15 0 5 /, 5 10 15

Sekil 2. Ornek 3.2 de A ve B (solda) kiimeleri - B~A kiimesi (sagda)

v

Sekil 2 de goriildiigi iizere,
x
(B-A) ) ={1072 °
0 ;d.d.
olarak bulunur.

Tanim 3.1 de verilen bulanik Minkowski farka gore y € R infimum degerine ulastiginda
(A=B )(x) = 0 olur.

4. Tartisma

Bu calismada, bulanik kiime tanimi, bulanik kiime o6zellikleri ve klasik kiimeler i¢in
Minkowski fark tanimindan hareketle kiimeler i¢in bulanik Minkowski fark tanimini
verdik. Kati kiimeler i¢cin Minkowski farkin bazi 6zelliklerinin bulanik kiimelerde de
kullanildigini kanitladik. Bulanik Minkowski fark tanimini kullanarak ag¢iklayic1 geometrik
ornekler verdik. [17] ¢alismasinda kat1 kiimelerin Minkowski farki robot ve gortintii isleme
alanlarinda kullanilmistir. Minkowski fark islemi bir robotun yol belirlemesinde
kullanilmistir. Bu ¢alismada hem robot hem de bélgedeki engeller kat1 kiimelerle ifade
edilmistir. Bu giiniimiizde otonom araglarin yol tayini icin kullanilabilecek bir problemdir.
Yollardaki engellerin bulanik oldugu problemler i¢in bulanik Minkowski fark kullanilabilir.
Ayni ¢alismada, kati kiimeler tizerinden morfoloji(0-1 piksel) ¢alismalarinda Minkowski
fark kullanilmistir. Morfoloji ¢alismalarinda piksel degerlerinin bulanik oldugu durumda
bulanik Minkowski fark kullanilabilir. Bu makalede kat1 Minkowski farki bulanik kiimelere
genelleyerek bu tiir problemler i¢in bulanik kiimelerle uygulanmasina yol agmis olduk.

TesekKkiir
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ici Genel Yiiksek Lisans Burs Programi kapsaminda desteklenmistir.

Cikar Catismasi

Yazarlar arasinda ¢ikar catismasi bulunmamaktadir.
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Katki Orani

Yazarlar esit oranda katki saglamiglardir.

Etik Kurul Onay1

Bu ¢alismada etik kurul onayina gerek duyulmamaktadir.
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