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Bu ¢alismada, M manifoldu iizerinde tanimli TM tanjant demetinin izdiisiimii (submersionu) ile
(p,q) tipli tM yari-tensor (pull-back) demeti tanimlanmistir. Ayrica tM yari-tensor (pull-back)
demetinin bu 6zel sinifinda kesitler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesit, Pull-back demeti, Tam lift, Tanjant demeti, Vektor alant

A Pull-Back Bundle of Tensor Bundles Defined by Projection of The
Tangent Bundle

Abstract

Using projection (submersion) of the tangent bundle TM over a manifold M, we define a semi-
tensor (pull-back) bundle tM of type (p,q). In this context cross-sections in a special class of semi-
tensor (pull-back) bundle tM can be also defined.

Keywords: Complete lift, cross-section pull-back bundle, tangent bundle, vector field

1. Giris

M., C” simifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve (T(M,),7,,M, ) ise M,
tizerinde tanjant demet olsun. X* lar M deki baz koordinatlari, X% = y* larise T(M,)

tanjant demetindeki fibre koordinatlari olmak iizere (Xi)=(X5,X“) notasyonu

kullaniimaktadir. Burada i, j,... indisleri 1 den 2n e a,f,... indisleri 1 den n e;
a, B,... indisleri ise n+1 den 2n e kadar deger alir.
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F. Yildwim / Tanjant Demet Izdiisiimii ile Tanimli Tensér Demetinin Pull-Back Demeti

(qu(Mn),ﬂ, Mn), M. iizerinde bir tensér demet (Gezer & Salimov 2008; Ledger &
Yano 1967; Salimov 2013) ve T(M,) ise 7, :T(M,) = M, izdiisiimiiyle (submersion)

ile taniml1 tanjant demet olsun.

(qu(Mn),ﬂ', l\/ln) tensér demetinin  T(M,) tanjant demeti iizerindeki

(tqp M), 7,, T(M n)) yari-tensor demeti (induced veya pull-back):
tqp(Mn):{((xa,x“),x“)eT(Mn)x(qu)x(Mn) :ﬂl(x”,x“):ﬂ(x“,x“):(X“)}cT(Mn)x(qu)X(Mn)

ile tanimlidir. Burada ﬁz(X;,X“,Xz):<X;,X“) ile 7,:t7(M)>T(M,) izdisimi
tanimli  olup (qu)x(Mn)(x=ﬂl<x),x=(xa,xa)eT(Mn)) ise M, nin bir x
noktasindaki tensér uzayidir. Ayrica X" =tfll .'.'.'5: (E,E,..;Zn +1,---,2n+np+q) lar

T/(M,) tensor demetinin fibre koordinatlaridir (pull-back demeti bkz: (Husemoller

1994; Lawson & Michelsohn 1989; Salimov & Kadioglu 2000; Steenrod 1951; Yildirim
2015; Yildinm & Salimov 2014). Ayrica pull-back demetlerinin genellesmis hali
Pontryagin demetleri olarak bilinir (Pontryagin 1947).

(Xi')=(x;',x"",x;'), t?(M,) yari-tensér demetindeki bir diger lokal adapte olmus

koordinat sistemi olmak lizere

Xa = axa ﬁ!
ox”
X =x(x), (1)
at _ BBy AR By pPBy sonty _ A (B) Ay B
X _tal'...aq' - Aal ap, al'..‘aq'tﬁl...ﬁ'q - "Xea) a')x !
dontistimi tanimlidir.
(1) dontisiimiiniin jakobiyeni
A ALY’ 0
N I a'
A=(A))=| 0 A; 0o | (2)
(@) (8) plo) (B) A(B)
0 100,An A Aw A
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bilesenlerine sahiptir. Burada | = (E, a,z) , J = (E,ﬁ,;), 1,J,.=1...,2n+n""?,

a' 2o
t(a) _t%___ap Aa- _ OX a 0°x%
(6) =~ opoq ' B 8Xﬂ v TBe T axﬂaxg

ile tanimlidir.

(2) de belirtilen matris igin

Det(A;) =0, Det(A;) =0, Det(AZ)A”) =0

a) a')

oldugundan DetA =0 dir.

Ayrica dimt? (M) =2n+n""" olmaktadir.

Yari-tensor demetin 6zel bir sinifi (Fattaev 2009) da galisilmistir. Bu ¢alismanin amaci
T(M,) tanjant demetinin izdisiimi yardimiyla qu(Mn) tensOr demetinin yari-tensor

demetini tanimlamaktir.

F (T(Mn)) ve F(Mn), T(M,) ve M, iizerindeki C  —smifindan reel degerli
fonksiyonlarin belirttigi halka olmak iizere, T(M,) ve M iizerindeki (p,q) tipli tiim
tensor alanlarinin F(T(Mn)) ve F (Mn) lizerindeki modiilii sirastyla 3¢ (T(M,)) ve 37(M,)

ile gosterilir.

2. Materyal ve Yontem

Tensor Alanlarinin Dikey Liftleri ve y — Operatorii

Ae3;(T(M,)) olmak lizere ™ A vektor alant

w A& 0
WA=|YA* |=|0 ’ (3)
w A; A,Zj;:
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bilesenlerine sahiptir. (2) ve (3) kullamlarak “A'=A("A) oldugu gdsterilebilir.

YAe3J, (ty (M) vektor alan1 Ae 3 (T(M,)) nin t7(M,) yari-tensor demetine dikey lifti
olarak adlandirilir.

~1

pe T (M,) olmak iizere 7(U) daki yp vektdr alani t;(M,) iizerindeki (XB,X" ,X?)

koordinatlarina gore

(4)

bilesenlerine sahiptir. (2) den yp ve yo vektor alanlarmin herbir 7' (U) ct;(M,) da

dikey vektor alanlari tanimlar. yp (veya y¢), €3 (M,) tensor alanmin ty(M,) yari-
tensor demetine dikey-vektor lifti olarak adlandirilir.

Keyfi p e 3;(M,) icin, (2) ve (4) kullanilarak, (}/(p)': A(]/gp) oldugu gosterilebilir. Burada

7o vektor alan

w=(rp) =| 0 ()

Ztal...g.“ap @,
Py P

ile tammlidir. ¢ € 3;(M,) olmak iizere y¢

r0=(ro) =|0 , (6)

q
.0 &
Z;tﬂl---s---ﬂq s,

e
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bilesenlerine sahiptir. (2) kullanilarak (7/(/7)' = A()/q)) oldugu gosterilebilir.

Keyfi ¢ € 3;(T(M,)) icin, yp vektor alani (XE, X7, XE) koordinatlarina gore

yep!
yp=|0 ) (7)
0

bilesenlerine sahiptir. (2) kullanilarak (y9)'= A(yp) oldugu gosterilebilir.

Vektor Alanlarinin Tam Lifti

X e Sf) (T(M,)), X = X“(x*)o, olmak lizere X vektor alaninin tanjant demete ° X tam

it
"X = X9, +Y°0,X 0.

ile tanimhidir (Yano & Ishihara 1973).

Keyfi X € 35(T(M.)) igin, X vektdr alant (X7, x”, XE) koordinatlarina gore

“X") |ye.x’
ch: chﬂ — X/3 , (8)

e X? L .60 a; J .. ¢
Zﬂtﬂllllﬁq "0 X ‘—Zzt/,ll__&f’ﬁqﬁﬂpx
bilesenlerine sahiptir. (2) kullanilarak ©X'= A(“X) oldugu gosterilebilir. X vektor
alani °X € J;(T(M,)) vektdr alanimin ty(M,) e tam lifti olarak adlandirilir.
Vektor Alanlarinin Yatay Lifti
Keyfi X € 35(T(M,)), X = X%(x*)a, i¢in ™X e St(tqp(Mn)) vektor alant (X7, Xﬂ,xﬁ)

koordinatlarina gore
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-I’x*
HHx: Xﬂ y (9)

Zrlﬂ ﬂl...é---ﬂ Zrle Zf;a

bilesenlerine sahiptir. (2) kullanilarak ™ X '= A( HHX ) oldugu gosterilebilir. " X vektor

alam X vektor alanimin t; (M) e yatay lifti olarak adlandirilir. Burada
ro=yr/,

ile tanimlidir.

Teorem 2.1. X € J;(T(M,)) olmak iizere
=X X =y (VX) = 7(VX) + 7(VX),
esitligi bulunmaktadir. Burada v simetrik afin konneksiyonu ry, =T, ile tammlidir.

Ispat. (5), (6), (7), (8) ve (9) kullanilarak

yo.X" YT X
ch_HHX: Xﬂ _ Xﬂ

Zt”l RS Ztﬂlmsf’.ﬂa X* er 5. ﬂ Zrle Zf;a

p=l

yo.x" +yT/ X
-0

Ztal...s,,.ap Xa,__l_l"a zth &p a X _I_l—*s X)

0 0 yf(agxhr/’axa)
=(0 -0 +0

S o) £,
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Zt"l o0 (0,X " +Tu X)
%,__/

7, X%

&

Pre-Py

p n a
ta1...5...ap (V X )

+
Zt/,lmw (0, X° +r,;,|X)
%/—/
%x*’
0
-0

..a,
ztﬂ &

=l

(9.%°)

y{agxhr/’?axa
\%,—/

v, x/
v (V.X")
+| 0
0

|

=1, X )= (9, X 7 (V.X7) = 1 (9X) = /(9 + 7(¥X)

elde edilir.

3. Bulgular ve Tartisma

Yari-Tensor Demette Kesitler

tensdr demetinin £, :T(M,) =>t7(M,) kesiti:

e Sg (M,), M, manifoldu iizerinde bir (p,q) tipli tensor alan1 olmak tizere, X —> &,

dontistimii (& ;XxeT(M,) noktasindaki & degerini belirtir) yari-tensor demetin ﬂf
kesitini tammlar. o, M —>TP(M,) ile (qu(Mn)’ff1Mn) tensor demetinin Kesiti

tanimlanmak {izere 700, = I(Mn) esitligi bulunmaktadir. (tqp(l\/ln),ﬁz,T(l\/ln)) yari-

ﬂg(x“,x"):(x“,x“,afo;zl(x“,x“)):(x“,x“,aé(x")) (x X 5 “”(x/’))

359
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ile tamimlidir (Isham 1999; Husemoller 1994; Lawson & Michelsohn 1989; Yano &

Ishihara 1973).

¢ tensor alant &7

) (Xﬂ ) bilesenlerine sahip olmak iizere x°® = (XB, X7, XE)

koordinatlarma gére /. (T (I\/In)) kesiti
xP =y’ =/ (x°),
xF =x?, (10)
B _ gy (ya
X! =gl (x),
ile tanimlidir. Xx* = y“ lar degigkenler olarak alinirsa, X% = y“ larin (10)’a gore

diferensiyeli alinarak bilesenleri

p
o oV
_OX" 4B B
(5)_W_65X =| 0,X ,
o

seklinde olan B (0=1,...,n) vektor alanlari elde edilir.

Buradaki B@ vektor alanlart  f, (T(Mn)) kesitine tegettir. t’(M,) yari-tensor

demetinde (XE,Xﬁ ,X;) koordinatlarina gore B(é) nin bilesenleri,

B

5@

B. : BB): 0

) ( ) ’
0
seklindedir. Burada

ox”

o =N ="

[ 4 aXH

esitligi bulunmaktadir.
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X e3, (T(Mn)), X =X“(x“)0, olmak iizere BX vektor alanmim t; (M) yari-tensor

demetinde (Xﬁ, X’ XE) koordinatlarina gore bilesenleri

Bx:(85X")=|0 |-[o |0 |, (11)
0 0 0
ile tanimlidir.
x? = y” = sabit,
X’ = Soa (x“ ) = sabit,
P = xP

olmak iizere; X’ lar1 degiskenler olarak kabul edersek (10)’a gére X’ larm diferensiyeli

aliarak bilesenleri
GHXB
ox®° 5 p
C(a):a7:6€X = 69X ,
0o !

olan C(e), (0=n+1,...,2n) vektor alanlar1 elde edilir. Burada C(g) vektor alanlari

B (T(M n)) kesitine tegettir. t; (M) yari-tensér demetinde (X7, x”, Xi) koordinatlarina

gore C(Q) nin bilesenleri,
oN”
A~ ) | op
Coi(Ci)=| 9 ’
0plss
seklindedir. Burada
ox”
WA =50

esitligi gecerlidir.
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X €3 (T(M,)), olmak iizere CX vektor alammn t](M,) yari-tensdr demetinde
(x”, X", x”) koordinatlarma gére bilesenleri
X9\
. B 6\ _ g
cx.(c(g)x )_ X , (12)

0 o..ap
X 0,85

ile tanimlidir.

olmak iizere, t;?.'.'.';: lar degiskenler olarak kabul edilip X = t;j"_'_';: e gore diferensiyeli

alindiginda bilesenleri

E-:|E2 |=0-x®=|0-x |=|0
@) "o 0
.. O so @p
Oty 52"'5& J,..0,]

olan E(g) (0=2n+1,...,2n+n""%) vektdr alanlar elde edilir. E(E) vektor alanlari fibreye

teget olup burada ¢, Kronecker semboliidiir:

)
o _ OX*
ﬂl_axﬂll

&, M, tizerinde (p,q) tipli
_ 21T gy 4,
=& i ®..0d" ®0, ®..00,

6.0,

seklinde tanimli bir tensor alan1 olmak iizere fibreye teget olan E& vektor alani
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= e )| o | 13)

T
ile tanimlidir.
Teorem 3.1. X, T(M,) iizerinde bir vektor alani olmak iizere, f3.(T(M,)) Kesiti
boyunca
TX =CX+B(L,X)+E(-L¢),
esitligi tanimlidir. Burada X e gore V nin Lie tiirevlemesi L, X ile, X e gore £ nin

Lie tlirevlemesi L, & gosterilmistir.

Ispat. (8), (11), (12) ve (13) kullanilarak,

CX +B(L,X)+E(-L¢) =

XN’ Ve X —x*a V") |0
| x*# + 0 +|0
Xga a..a, 0 0 ﬁ a, Q, g0E..0p
694,..5, 89 Za X ﬁl...ﬁ’...ﬂ +Za X BBy
Vo, X”
_ Xﬁ =CC X

_Za X7, ﬁl---ﬂ---/f +25 X 2?”2;'“”

elde edilir.
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C_ =E 3 olup A (T(M,)) kesiti boyunca adapte olunmus gati {B(ﬁ) .Cipps C(ﬁ)} ticliisii

(7)) 1p
ile gosterilecektir. S, (T (M n)) kesiti boyunca adapte olunmus {B(ﬁ) , C( ) C(ﬂ)} catisinin

belirtmis oldugu matris
) oy  ON“ 0
A:(AB): 0o 0 (14)
01:0p B NG 9p
0 0480 040, 0,0,

olup, burada

Ox*
50{ — Aa =
R G

esitlikligi gecerlidir. (14) de yer alan A matrisi singiiler olmadig1 i¢in tersi mevcuttur.

-1 -1
(A) ile A matrisinin tersi gosterilmek tizere (A) matrisi
s/ -oN’ 0
-1 B -1
(A) =(Ac) o & 0 , (15)
0 —0,&0 7 840,875

bilesenlerine sahip olup,

A(A) = AQ(A? )l =5t =1

esitligi gecerlidir. Burada A= (&,a,;) , B= (,B,,B,E), C= (5,9,5) seklindedir.
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Ispat. (14) ve (15) kullanilarak,

5y ON“ 0 of -0V’ 0
-1 A B -1

A(A) =(AB)(AC) -lo & 0 0o & 0
01..0y B ﬂq o oy 01..0p 6, Hq op op
0 aﬁgal'"aq 50‘1 ...5% 571 ”'57;7 0 _ae BrPy 5ﬁ1 "'5ﬁq 571 "'5711

5 N +oN" 0 & 0 0 )

= 0 5e 0 |=|0 & 0|=8=i

0 o, & -a,Er oh.sp) 004

elde edilir.

Teorem 3.1 kullanilarak, M | iizerinde X € T (T(M)) vektdr alaninin © X tam liftinin

B: (T(M,)) kesiti boyunca {B(ﬁ) .C ﬁ,),C(ﬁ)} adapte olunmus catisina gore bilesenleri

L, X
“X: X
_Lxé:

seklinde tanimlidir.

BX, CX ve ES; T(M,) deki (p,q) tipli & tensér alani ile tanimlanan /3, (T(Mn))

kesiti boyunca {B(ﬁ),C( ) C<ﬁ)} adapte olunmus catisina gore sirasiyla

a O 0
BX=[0 | CX=|X“| EE=|0
0 Shn

bilesenlerine sahiptir.
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4. Sonug¢

F. Yildwim / Tanjant Demet Izdiisiimii ile Tanimli Tensér Demetinin Pull-Back Demeti

Bu ¢alismada, M manifoldu {iizerinde tanimli T(M,) tanjant demetinin izdiisimi

(submersionu) ile (p,q) tipli t7(M,) yari-tensor (pull-back) demeti tanimlanmustir.

.. . . HH
t’(M,) yari-tensor (pull-back) demetinde vektor alanlarmm “X tam ve ™ X yatay

liftleri verilmistir. Son olarak T(M,) tanjant demet izdiisiimlii t; (M) yari-tensor (pull-

back) demetinde /3. (T(M,)) kesitleri incelenmistir.
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