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Ö  N  E  Ç  I  K  A  N  L  A  R  

 Tekil konumlardan geçen paralel robotların hareket planlaması optimize edilmiştir 
 Robotun ileri-geri hareketini önlemek için bir teorem geliştirilmiş ve ispatlanmıştır 
 Geliştirilen yöntemin etkinliği sayısal bir örnek üzerinde gösterilmiştir 
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 Paralel robotlar seri robotlara kıyasla pek çok avantaja sahiptir. Bu nedenle, üretimden cerrahiye oldukça
geniş bir alanda kullanılmaktadırlar. Ancak sahip oldukları Tip 2 tekillikler nedeniyle çalışma uzayları
küçüktür. Bu probleme bir çözüm olarak literatürde tutarlı hareket planlaması önerilmiştir. Bu sayede bir
paralel robot tekil konumlardan sorunsuzca geçebilmekte ve çalışma uzayının tamamını kullanabilmektedir.
Ancak, bu yöntemin en büyük dezavantajı robotun uç noktasının yörüngesi üzerinde ileri-geri hareket 
etmesine yol açabilmesidir. Bu, verimlilik açısından kesinlikle istenmeyecek bir durumdur. Bu makalede söz
konusu problemi önlemeye yönelik bir teorem geliştirilmiş ve ispatlanmıştır. Böylece tutarlı hareket
planlaması yöntemi optimize edilerek paralel robotların daha verimli ve etkin bir şekilde kullanılmalarına
olanak sağlanmıştır. 
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Optimization in motion planning for parallel robots passing through singular positions 

 
H  I  G  H  L  I  G  H  T  S  

 Motion planning of parallel robots passing through singular positions is optimized 
 A theorem is developed and proven for preventing back-and-forth motion of the robot 
 The effectiveness of the developed method is illustrated on a numerical example 
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 Compared to serial robots, parallel robots have many advantages. For this reason, they are used in a wide
area, from manufacturing to surgery. However, due to their Type 2 singularities, their workspace is small.
As a solution to this problem, consistent motion planning has been proposed in the literature. In this manner
a parallel robot can smoothly pass through singular positions, and the whole workspace can be utilized. But
the biggest disadvantage of this method is that it can result in back-and-forth motion of the robot end-point 
along its trajectory. This is a totally undesirable situation from an efficiency perspective. In this article, a 
theorem is developed and proven to avoid the said problem. Thus, more efficient and effective use of parallel
robots is enabled by optimizing the consistent motion planning method. 
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1. GİRİŞ (INTRODUCTION) 
 
Paralel robotlar, hassas konumlandırma kabiliyetleri [1, 2], 
yüksek hız [3] ve yüksek yük taşıma kapasiteleri [1, 4] gibi 
çeşitli avantajları sayesinde başta uçuş [1] ve sürüş [5, 6] 
simülatörleri, yüksek hassasiyetli işleme tezgahları [7], tıbbi 
robotik [8, 9] ve robotik cerrahi [10, 11] olmak üzere geniş 
bir kullanım alanına sahiptirler. Ancak bu robotların en 
büyük dezavantajı çalışma uzaylarının içerisinde yer alan 
Tip 2 tekilliklerdir [12]. Bu tekillikler robotun bir ya da 
birden fazla serbestlik derecesi kazanması [12], gerekli 
kuvvetlerin sonsuza ıraksaması ile birlikte eyleyicilerinin 
doyması ve sonuç olarak hareket kontrolünü kaybetmesi ile 
karakterize edilirler [13, 14]. 
 
Paralel robotların Tip 2 tekil konumlardan kontrollü bir 
şekilde geçerek çalışma uzaylarının tamamını 
kullanabilmelerini sağlamak için, hareketli platformun hız ve 
ivmesi, hareket denklemleri geçilmek istenen tekil konumda 
tutarlı olacak şekilde planlanmalıdır [15, 16]. Jui ve Sun [17] 
bu prensibe dayanan ve eyleyici limitlerini de göz önüne alan 
bir algoritma üzerinde çalışmışlardır. Söz konusu prensip 
literatürde ayrıca fiziksel anlamı bakımdan irdelenmiş [18, 
19], ve esnek eklemli [20] ve esnek uzuvlu [21] paralel 
robotlara da uyarlanmıştır. Tutarlı hareket planlamasına 
alternatif olarak geliştirilmiş tekilliklere karşı gürbüz 
dengeleme [22] ve tekilliklerde tutarlılığa sahip yükleme 
[23, 24] yöntemleri de mevcuttur. Paralel robotların tekil 
konumlardan geçebilmesi için tutarlılık koşuluna ek olarak 
sağlanması gereken diğer koşullar Özdemir [25] tarafından 
sunulmuştur. Bu çalışmaya da konu olan tutarlı hareket 
planlaması yöntemi, sözü edilen problemin çözümüne dair 
önemli bir adım olmakla beraber bir dezavantaja da sahiptir. 
Hareketli platform için tekil konumda robotun dinamik 
denklemlerinin tutarlı olmasını sağlayacak şekilde tayin 
edilen hız ve ivme, robotun uç noktasının ileri-geri hareket 
etmesine ve de enerji verimsizliğine yol açabilir. Verimsiz 
enerji tüketimi robotlarda önemli bir sorun teşkil etmektedir 
[26]. Her ne kadar böyle bir hareket ihtimaline daha önce 
Ider [15] tarafından dikkat çekilmiş olsa da bunu önleyici 
herhangi bir yöntem bulunmamaktadır. Literatürdeki bu 
eksikliği giderebilmek amacıyla, bu makalede Tip 2 tekil 
konumlardan geçen bir paralel robotun tutarlı hareket 
planlamasında robotun uç noktasının ileri-geri hareketinin 
önlenmesine dair bir teorem tasarlanmış ve ispatlanmıştır. 
 
2. PROBLEMİN TANIMI (DEFINITION OF THE PROBLEM) 
 
Robotun uç noktası P olsun. Zaman t ile gösterilirse, verilen 
bir Axyz sabit koordinat sisteminde P noktasının konumu 
r(t)=[x(t) y(t) z(t)]T vektörü ile tanımlanır. Bir değişkenin, 
hareketin başlangıç ve bitiş noktalarındaki değerlerini 
sırasıyla 0 ve f alt simgeleri ile gösterelim. Herhangi iki 
nokta arasındaki en kısa yol, bu noktaları birbirine bağlayan 
doğru parçası olduğundan robotun uç noktasının istenen 
herhangi iki P0 ve Pf noktası arasındaki doğru parçası 
boyunca hareket edeceği varsayılabilir. Bu durumda P 

noktasının yörüngesi parametrik formda Eş. 1-3’te olduğu 
gibi ifade edilebilir. 
 

    0 0fx t x f t x x    (1) 

 

    0 0fy t y f t y y    (2) 

 

    0 0fz t z f t z z    (3) 

 
Bu denklemlerde f zamana bağlı bir fonksiyon olup hareket 
planlaması sırasında belirlenecektir. Bu amaçla f 
fonksiyonunun hareketin başlangıç ve bitiş anlarındaki 
değerleri sırasıyla Eş. 4 ve Eş. 5’teki gibi yazılır. 
 

 0 0f   (4) 

 

  1ff t   (5) 

 
Hareketin başlangıç ve bitişinde hız ve ivmenin sıfır olduğu 
kabul edilirse Eş. 6-9 elde edilir. 
 

 0 0f   (6) 

 

 0 0f   (7) 

 

  0ff t   (8) 

 

  0ff t   (9) 

 
Yörünge üzerinde f=fs olduğunda robot Tip 2 bir tekil 
konuma gelmiş olsun. Robotun bu konuma geldiği zaman ts 
ile gösterilirse, f fonksiyonunun bu andaki değeri Eş. 10 ile 
ifade edilir. 
 

 s sf t f  (10) 

 
Burada olduğu gibi makalenin geri kalan kısımlarında da s 
alt simgesi bir değişkenin, robot tekil konumda iken alacağı 
değeri göstermek için kullanılmıştır. Robot tekil 
konumdayken uç noktasının hız ve ivmesi ile ilgili olarak 
sırasıyla Eş. 11 ve Eş. 12 yazılır. 
 

 s sf t f   (11) 

 

 s sf t f   (12) 

 
Verilen tf, ts, fs ve seçilen ḟs ve f̈s değerleri için Eş. 4-12’yi 
sağlayacak sürekli bir f fonksiyonu sekizinci dereceden bir 
polinomla Eş. 13’te olduğu gibi ifade edilebilir. 
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İlgili polinom katsayıları Eş. 14-20’de verilmiştir. 
 

0 1 2 0a a a    (14) 
 

 
 
 
   
  

3

3 5
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s f s f s f

t t
a
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t t t t f

t t t t t f t t t f

t t t t t t



  

    

 








 

 (15) 

 

 
 

 
 
  

2

4 54

3 2 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3 2

63 2 2 3

2

6 28 16 7 5

2 21 20 8 7

3 4 2

6 5 7 16 28

f

s f s

s f s f s f s

s f s f s f s s

s f s f s f s s

s f s f s f s f

t
a

t t t

t t t t t t f

t t t t t t t f

t t t t t t t f

t t t t t t t t

 


    
   

   
   




 (16) 

 

 
 

 
 
  

5 55

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4 2 2 3 4 2

64 3 2 2 3 4

2

12 14 8 17 4

6 7 2 14 4

3 8 4

12 4 17 8 14

f

s f s

s f s f s f s f s

s f s f s f s f s s

s f s f s f s s

s f s f s f s f s f

t
a

t t t

t t t t t t t t f

t t t t t t t t t f

t t t t t t t f

t t t t t t t t t t

 


     
    

   
    




 (17) 

 

 
 

 
 
  

6 55

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 4 2

54 3 2 2 3 4

1

2

4 14 56 40 9 9

2 7 28 38 6 9

4 8 3

4 9 9 40 56 14

s f s

s f s f s f s f s

s f s f s f s f s s

s f s f s f s s

s f s f s f s f s f

a
t t t

t t t t t t t t f

t t t t t t t t t f

t t t t t t t f

t t t t t t t t t t

 


     
    

   
    




 (18) 

 

 
 

 
 
  

7 55
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a
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t t t t t t t f

t t t t t t t f

t t t t t t t t

 


    
   

   
   




 (19) 
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 

   
  

8 55

2 2

22 2 2

52 2

1

2

6 7 7 2

6 2 3

6 2 7 7

s f s

s f s f s

s f s f s s f s s s

s f s f s f

a
t t t

t t t t f

t t t t t f t t t f

t t t t t t

 


   
    

  

 
 (20) 

Tip 2 bir tekil konumdan geçen bir yörüngenin robot 
tarafından izlenebilmesi için ḟs ve f̈s hareket parametrelerinin 
değerleri robotun dinamik denklemleri geçilmek istenen 
tekil konumda tutarlı olacak şekilde seçilmelidir [15, 16]. 
Ancak bu çerçevede birden çok seçim alternatifi mevcuttur 
ve yapılacak kötü seçimler robotun uç noktasının yörünge 
üzerinde ileri-geri hareket etmesine yol açar [15]. Bir sonraki 
bölümde bu problemi önlemeye yönelik bir teorem 
geliştirilmiş ve ispatlanmıştır. 
 
3. PROBLEMİN ÇÖZÜMÜ  
(SOLUTION OF THE PROBLEM) 
 
Bu bölümde, Tip 2 bir tekil konumdan geçecek bir paralel 
robotun tutarlı hareket planlamasında robotun uç noktasının 
ileri-geri hareketini önlemek için kullanılabilecek yeter 
koşul aşağıdaki teorem ile verilmiştir. Teorem. Bölüm 2’de 
verilen tüm tanımlar ve yapılan tüm kabuller altında, bir 
paralel robot tarafından gerçekleştirilecek göreve dair tf, ts ve 
fs değerleri verilmiş ve ḟs ve f̈s değerleri robotun dinamik 
denklemleri geçilmek istenen Tip 2 tekil konumda tutarlı 
olacak şekilde seçilmiş olsun. Bu değerler kullanılarak 
aşağıda tanımlanan dört katsayı hesaplansın (Eş. 21-24). 
 

 
 
   
  

0 53

2 2

22 2 2

62 2

3

2

4 5 16 14

2 4 11 7

4 14 16 5

f

s f s

f f s s s

f f s s s s f s s s

f f s s s f

t
h

t t t

t t t t f

t t t t t f t t t f

t t t t t t

 


   
    

  

 
 (21) 

 

 
 

 
 

  

1 54

3 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3 2

52 2

1

12 5 12 14

14 2 4 3

4 5 2 3

12 28 30 9

s f s

f f s s s
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h
t t t

t t t t f
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t t t t t t t f

t t t t t t t

 


   
   

   
  
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
  (22) 
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Eğer aşağıda verilen dört bilinmeyenli dört denklemden 
oluşan denklem sisteminin en az bir reel çözümü varsa Eş. 
13-20 ile verilen f fonksiyonu (0,tf) aralığında azalmayan bir 
fonksiyondur (Eş. 25-28). 
 

2
1 0fx t h   (25) 

 
2 2

2 1 1 3 12 fx x x x t h     (26) 

 
2

2 4 1 3 3 22 2 fx x x x x t h     (27) 

 
2 2

4 3 3x x h    (28) 

 
İspat: Lagrange’ın ortalama değer teoreminin bir sonucu 
olarak [27], eğer f fonksiyonunun türevi (0,tf) aralığında 
hiçbir zaman negatif bir değer almıyorsa f bu aralıkta 
azalmayan bir fonksiyondur. Bu koşulu daha detaylı ifade 
edebilmek için g=ḟ(t) fonksiyonu Eş. 29’daki gibi yazılabilir. 
 

  2 3 4 5 6 7
3 4 5 6 7 83 4 5 6 7 8g t a t a t a t a t a t a t       (29) 

 
Eş. 6-9 göstermektedir ki t=0 ve t=tf kökleri g fonksiyonunun 
çift katlı kökleridir. Bu tespitle birlikte Eş. 29 yeniden 
düzenlenerek Eş. 30 elde edilebilir. 
 

     22
fg t t t t h t   (30) 

 
Yukarıdaki eşitlikte görülen h fonksiyonu, teoremde tanımlı 
h0, h1, h2 ve h3 katsayıları kullanılarak Eş. 31’deki gibi ifade 
edilebilir. 
 

  2 3
0 1 2 3h t h h t h t h t     (31) 

 
Eş. 30’da yer alan t2 ve (t−tf)2 çarpanlarının hiçbir zaman 
negatif bir değer alamayacağını göz önüne alarak, h 
fonksiyonunun [0,tf] aralığında negatif herhangi bir değer 
almaması durumunda ḟ fonksiyonun da aynı aralıkta hiçbir 
zaman negatif olmayacağı sonucuna varılır. 
 
Brickman ve Steinberg [28] tarafından verilen Teorem 3’e 
göre, eğer h fonksiyonu [0,tf] aralığında hiçbir zaman negatif 
bir değer almıyorsa Eş. 32’yi sağlayacak şekilde p(t) ve q(t) 
reel polinomları bulunabilir. 
 

       2 2

fh t p t t q t t t          (32) 

 
h fonksiyonu üçüncü dereceden bir polinom fonksiyonu 
olduğu için p ve q birinci dereceden birer polinomdur. Buna 
göre, p ve q polinomları sırasıyla Eş. 33 ve Eş. 34’de olduğu 
gibi yazılabilir. 
 

  0 1p t p p t   (33) 

 

  0 1q t q q t   (34) 

Eş. 31, Eş. 33 ve Eş. 34, Eş. 32’de yerlerine konulduğunda, 
Eş. 35 elde edilebilir. 
 

 

   

2 3 2 2 2
0 1 2 3 0 0 0 0 1

2 2 2 2 3
0 1 0 1 1 1 1

2

2 2

f f

f

h h t h t h t q t p q q q t t

p p q q q t t p q t

       

   

 (35) 

 
Yukarıdaki denklemin her iki tarafında yer alan aynı dereceli 
terimlerin katsayıları birbirine eşitlenerek, Eş. 36-39 
yazılabilir. 
 

2
0 0fq t h  (36) 

 
2 2

0 0 0 1 12 fp q q q t h    (37) 

 
2

0 1 0 1 1 22 2 fp p q q q t h    (38) 

 
2 2

1 1 3p q h   (39) 

 
Eğer Eş. 36-39’dan oluşan denklem sisteminin en az bir reel 
çözümü varsa h ve dolayısıyla ḟ fonksiyonları [0,tf] aralığında 
asla negatif olmaz. Böylece, f fonksiyonunun (0,tf) aralığında 
azalmayan bir fonksiyon olduğu garantilenir ve Eş. 1-3’e 
göre robotun uç noktasının ileri-geri hareketi önlenir. 
 
4. SAYISAL ÖRNEK (NUMERICAL EXAMPLE) 
 
Bu bölümde, bir önceki bölümde geliştirilen teoremin 
uygulaması iki serbestlik dereceli bir 2-RRR düzlemsel 
paralel robot üzerinde açıklanacaktır. Söz konusu robot Şekil 
1’de gösterilmiştir. 

 

 
 

Şekil 1. İki serbestlik dereceli 2-RRR düzlemsel paralel 
robot (Two-degree-of-freedom 2-RRR planar parallel robot) 
 
Robotun yatay düzlemde çalıştığı ve hareketli uzuvlarının Lk 
uzunluğunda ve mk kütleli (k=1, 2, 3, 4) ince, düzgün ve 
türdeş çubuklar olduğu varsayılmıştır. A ve C eklemleri 
sırasıyla T1 ve T2 motor torkları ile hareket ettirilmektedir. 
Robot parametrelerinin sayısal değerleri şöyledir: 
L0=|AC|=0,9377 m, L1=0,6 m, L2=L4=0,2 m, L3=0,5 m, 
m1=1,2 kg, m2=m4=0,4 kg ve m3=1 kg. Robotun dinamik 
denklemleri Eş. 40’taki gibidir. 

A  

B  

C  

D  

P  

x

y  
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2  

3  

4  

1 

2 

3 

4 



Özdemir / Journal of the Faculty of Engineering and Architecture of Gazi University 32:4 (2017) 1089-1096 

1093 

13 14 1

23 24 2

33 34 1

43 44 2

11 12 11

21 22 22

33 34 33

43 44 44

1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

   
   
    
   
   

  
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





H H T

H H T

H H

H H

M M N

M M N

M M N

M M N









 (40) 

 
Burada λ1 ve λ2 Lagrange çarpanları olup denklem 
sisteminde yer alan matris ve vektör elemanları Eş. 41-60’ta 
verilmiştir. 
 

 13 1 1 2 1 2sin sinH L L       (41) 

 

 14 1 1 2 1 2cos cosH L L      (42) 

 

 23 2 1 2sinH L      (43) 

 

 24 2 1 2cosH L     (44) 

 

 33 3 3 4 3 4sin sinH L L      (45) 

 

 34 3 3 4 3 4cos cosH L L       (46) 

 

 43 4 3 4sinH L     (47) 

 

 44 4 3 4cosH L      (48) 

   2 2
11 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1
cos

3
M m L m L m L L L      (49) 

 

 12 2 2 2 1 2

1
2 3 cos

6
M m L L L    (50) 

 

 21 2 2 2 1 2

1
2 3 cos

6
M m L L L    (51) 

 

2
22 2 2

1

3
M m L  (52) 

 

   2 2
33 3 3 4 4 4 3 3 4 4

1
cos

3
M m L m L m L L L      (53) 

 

 34 4 4 4 3 4

1
2 3 cos

6
M m L L L    (54) 

 

 43 4 4 4 3 4

1
2 3 cos

6
M m L L L    (55) 

2
44 4 4

1

3
M m L  (56) 

 

 1 2 1 2 1 2 2 2

1
2 sin

2
N m L L          (57) 

 

2
2 2 1 2 1 2

1
sin

2
N m L L     (58) 

 

 3 4 3 4 3 4 4 4

1
2 sin

2
N m L L          (59) 

 

2
4 4 3 4 3 4

1
sin

2
N m L L     (60) 

 
Mekanizmanın Tip 2 tekil konfigürasyonları Eş. 61 ile ifade 
edilebilir [16]. 
 

 

13 14

23 24

33 34

43 44

2 4 1 2 3 4

1 0

0 0
det H

0 1

0 0

sin 0

H H

H H

H H

H H

L L



        

 (61) 

 
Eş. 61’in çözümü Eş. 62’deki gibidir. 
 

1 2 3 4 , 0,  1,  2,  n n            (62) 
 
Robotun uç noktası olan P’nin (x0, y0)=(0,45, 0,45) m 
noktasından (xf, yf)=(0,5, 0,5) m noktasına tf=1 s’de ulaşmak 
üzere doğrusal bir yörünge izleyeceği varsayılmıştır. Görev, 
sıfır hız ve ivmeyle başlayacak ve bitecektir. Bu görev 
tanımına uygun bir yörünge fonksiyonu Eş. 63’te verilmiştir. 
 

  3 4 510 15 6f t t t t    (63) 

 
Bu görevin yerine getirilmesi için ts=0,5 s’de (xs, ys)=(0,475, 
0,475) m tekillik noktasından (fs=0,5) geçilmesi 
gerekmektedir. Eş. 63 ile tanımlanan yörünge fonksiyonunu 
gerçekleştirmek için gerekli olan motor torkları Şekil 2’de 
görülmektedir. Dinamik model tekil konumda tutarsız 
olduğu için bu konum etrafında gerekli torkların 
büyüklükleri sonsuza ıraksamaktadır. Bu ıraksama 
literatürde verilen sonuçlardan beklendiği gibidir [16, 18]. 
Geçilmek istenen tekil konumda robotun eklem açılarının 
alacağı değerler şöyledir: θ1=61,9°, θ2=282,4°, θ3=122,7° ve 
θ4=41,6°. 
 
Tekil konumda H matrisinin ikinci ve dördüncü satırları 
arasındaki ilişki Eş. 64 ile gösterilebilir. 
 

2
2 4

4

0, 3,  4j j

L
H H j

L
    (64) 
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Şekil 2. Tutarsız bir yörünge için gerekli motor torkları 
(Required motor torques for an inconsistent trajectory) 
 
Dinamik denklemlerin tutarlılığı için Eş. 40’ın sağ tarafında 
bulunan terimler arasında da tekil konumda aynı ilişki 
bulunmalıdır [16]. Yani Eş. 65 tekil konumda sağlanmalıdır. 
 

 2
21 1 22 2 2 43 3 44 4 4

4

0
L

M M N M M N
L

             (65) 

 
Rouché-Frobenius teoreminin [29] doğrudan bir sonucu olan 
bu tutarlılık koşulu gerek bu bölümde ele alınan mekanizma 
gerekse de genel bir paralel robot için literatürde detaylı 
olarak çalışılmıştır [16, 18]. Burada örnek olarak seçilen 
mekanizmanın tekilliklere karşı gürbüz dengelenmesi 
problemi ise Özdemir [30] tarafından çalışılmıştır. 
Kinematik ilişkiler ve yukarıdaki sayısal değerler 
kullanılarak Eş. 65 sadeleştirilebilir ve Eş. 66 elde edilebilir. 
 

2 15,0513 0s sf f    (66) 

 
Eş. 66 ile verilen tutarlılık koşulunu sağlayan sonsuz sayıda 
(ḟs, f̈s) çözümü bulunmaktadır. Bunlardan bir tanesi olarak, 
ḟs=7,5 ve f̈s=3,7372 seçilmiş olsun. Seçilen bu değerler için f 
fonksiyonuna ait polinom katsayıları şöyledir: 
a3=−140,1022, a4=675,7155, a5=−1045,9, a6=512,5554, 
a7=118,3645 ve a8=−119,5911. Paralel robotların tekil 
konumlardan geçebilmelerini mümkün kılmak için tutarlılık 
koşuluna ek olarak sağlanması gereken diğer koşullar 
Özdemir [25] tarafından verilmiştir. Bu örnek özelinde söz 
konusu ek koşul, tekillik anında H matrisinin 
determinantının zamana göre birinci türevinin sıfırdan farklı 
bir değere sahip olmasıdır. Yukarıda verilen tutarlı yörünge 
fonksiyonuyla bu ikinci koşul da sağlanmakta ve tekil 
konumdan geçilirken gerekli motor torkları Şekil 3’te 
görüldüğü gibi sonlu limitlere sahip olmaktadır. Ancak bu 
yörünge fonksiyonu tutarlı olmakla birlikte robot gitmesi 
gereken yönün tersi istikametinde hareketine başlamakta, bir 
süre bu şekilde ters yönde gittikten sonra olması gereken 
istikamete yönelmektedir. Bu istikamette ilerlerken 
belirlenen bitiş noktasının ötesine geçmekte ve bir süre sonra 
tekrar geriye doğru dönerek bu noktada durmaktadır. 
Bahsedilen problem Şekil 4’te görülebilir. 

 
 

Şekil 3. ḟs=7,5 ve f̈s=3,7372 olacak şekilde seçilen tutarlı 
yörünge için gerekli motor torkları 
(Required motor torques for the selected consistent trajectory such that 
ḟs=7.5 and f̈s=3.7372) 

 

 
 

Şekil 4. ḟs=7,5 ve f̈s=3,7372 olacak şekilde seçilen tutarlı 
yörünge fonksiyonunun grafiği 
(Graph of the selected consistent trajectory function such that ḟs=7.5 and 
f̈s=3.7372) 
 

Problemin çözümü için bu makalede geliştirilen teorem 
kullanılabilir. Bu teoremin uygulama adımları aynı örnek 
için aşağıda sunulmuştur.  
 
Eş. 66 ile verilen tutarlılık koşulunu sağlayacak şekilde 
ḟs=0,25 ve f̈s=0,0042 değerleri seçilmiş olsun. 
 
Adım 1: Seçilen bu değerler için teoremde tanımlı h0, h1, h2 
ve h3 katsayıları şöyle hesaplanır: h0=186,0997, 
h1=−728,7308, h2=729,5945 ve h3=−1,0630. 
 
Adım 2: Adım 1’de hesaplanan katsayılar kullanılarak, 
teoremde verilen denklem sistemi şöyle yazılır (Eş. 67-70): 
 

2
1 186,0997x   (67) 

 
2 2

2 1 1 32 728,7308x x x x      (68) 

 
2

2 4 1 3 32 2 729,5945x x x x x    (69) 

 
2 2

4 3 1, 0630x x     (70) 
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Adım 3: Adım 2’de yazılan denklem sisteminin bir reel 
çözümü şöyle bulunabilir: x1=−13,6418, x2=−9,6305, 
x3=23,2878 ve x4=23,265. Böylece ḟs=0,25 ve f̈s=0,0042 
olacak şekilde seçilen yeni f fonksiyonunun görev süresi 
boyunca azalmayan bir fonksiyon olduğu garantilenir. 
 
Adım 4: Seçilen ḟs=0,25 ve f̈s=0,0042 değerleri için Eş. 15-20 
kullanılarak yeni f fonksiyonuna ait polinom katsayıları 
şöyle hesaplanır: a3=62,0332, a4=−275,2325, a5=474,6312, 
a6=−364,8305, a7=104,5315 ve a8=−0,1329. 
 
Bu yeni yörünge fonksiyonu ile hem Şekil 5’te görüldüğü 
üzere gerekli motor torklarının tekil konumdan geçerken 
sonlu limitlere sahip olması sağlanmakta hem de Şekil 6’dan 
anlaşılabileceği üzere robot herhangi bir ileri-geri hareketi 
yapmamaktadır (H matrisinin determinantının zamana göre 
birinci türevinin tekillik anında sıfırdan farklı bir değere 
sahip olması ek koşulu bu yeni yörünge fonksiyonu ile de 
sağlanmıştır). 
 

 
 

Şekil 5. ḟs=0,25 ve f̈s=0,0042 olacak şekilde seçilen tutarlı 
yörünge için gerekli motor torkları 
(Required motor torques for the selected consistent trajectory such that 
ḟs=0.25 and f̈s=0.0042) 

 

 
 

Şekil 6. ḟs=0,25 ve f̈s=0,0042 olacak şekilde seçilen tutarlı 
yörünge fonksiyonunun grafiği 
(Graph of the selected consistent trajectory function such that ḟs=0.25 and 
f̈s=0.0042) 

5. SİMGELER (SYMBOLS) 
 
Axyz Sabit koordinat sistemi 
det Determinant 
f Yörünge fonksiyonu 
P Robotun uç noktası 
t Zaman 
 
Alt Simgeler (Subscripts) 
 
0 Bir değişkenin hareketin başlangıç noktasındaki  
  değeri 
f Bir değişkenin hareketin bitiş noktasındaki değeri 
s Bir değişkenin robot tekil konumdayken aldığı  
  değer 
 
Üst Simgeler (Superscripts) 
 
T Matrisin transpozesi 
 
6. SONUÇLAR (CONCLUSIONS) 
 
Bu makalede paralel robotların Tip 2 tekil konumlardan 
geçmesini sağlamak için literatürde kullanılan tutarlı hareket 
planlaması yönteminin optimizasyonu gerçekleştirilmiştir. 
Bu amaçla robotun uç noktasının izleyeceği yörüngenin 
doğrusal olduğu kabul edilerek bir teorem geliştirilmiş ve 
ispatlanmıştır. Geliştirilen teorem temel olarak robotun uç 
noktasının doğrusal yörüngesi üzerinde istenmeyecek 
şekilde ileri-geri hareket etmesini önlemeye yönelik bir 
koşul ortaya koymaktadır. Bu teoreme dayanan yeni 
yöntemin etkili bir şekilde uygulanabilirliğini göstermek için 
sayısal bir örnek de verilmiştir. Bu çalışmanın paralel 
robotların daha etkili ve verimli bir biçimde kullanılmasını 
sağlamak suretiyle literatüre önemli bir katkı sağlayacağına 
inanılmaktadır. Son olarak belirtilmelidir ki, model 
belirsizlikleri robotun planlanan hareketten sapmasına neden 
olur. Bunu önlemek için uygun bir kontrol sisteminin 
kullanılması gerekmektedir [17, 31]. 
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