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Oz

Bu calismada, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr Ef} de
timelike egriler tarafindan olusturulan tubular hiperyiizeylerin
Gauss donugiimlerinin dogrusallastiriimis operatéri Ly ile
ilgilendik. Bu baglamda ilk olarak, E} de timelike egriler
tarafindan  olusturulan  tubular  hiperylzeylerin  Gauss
déniugumlerinin Ly operatorini elde ettik. Ardindan sirasiyla,
genellestirilmis Lo 1-tipli Gauss dénlisiimiine sahip, birinci ve
ikinci gesit Lo-noktasal 1-tipli Gauss dénlisimiine sahip ve Ly-
harmonik Gauss donisiimine sahip olan bu hiperyizeyler igin
bazi siniflandirmalar verdik.

Anahtar Kelimeler Dogrusallastiriimis Ly-operatéri; Gauss dénisimdi;
Genellestirilmis L, I1-tipli Gauss dénisimi; Tubular hiperyiizeyler.

Abstract

In this study, we are interested in the linearized operator L, of
the Gaussian maps of tubular hypersurfaces formed by timelike
curves in the 4-dimensional Lorentz-Minkowski space Ef. In
this context, firstly we obtained the L, operator of the Gauss
maps of the tubular hypersurfaces formed by timelike curves in
E;. After, we gave some classifications for these hypersurfaces,
which have the generalized Ly 1-type Gauss map, the first kind
and second kind Ly-pointwise 1-type Gauss map and the L,-
harmonic Gauss map, respectively.

Keywords Linearized L,-operator; Gauss map; Generalized L, 1-type
Gauss map; Tubular hypersurfaces.

1. Giris

Laplace-Beltrami  operatori nesne tanima ve

siniflandirma, yapay zekd ve makine 6grenmesi, ylzey
modelleme ve grafik ile medikal gorintileme gibi bircok
alanda 6nemli uygulamalara sahiptir. Koordinat
fonksiyonlari Laplace operatériiniin 6z fonksiyonlari olan
incelenmesi  ve bunun

alt  manifoldlarin birgok

genellemesi, diferensiyel geometri icin o6nemli bir
arastirma alanidir. E™*! e gémiilii bir M hiperyiizeyi ile
iliskili Laplacian operatori, bir (i¢sel) ikinci dereceden
dogrusal diferensiyel operatordiir. Hiperylizeyin normal
degisimleri icin bu operatérler, dogal olarak ortalama
egriligin ilk degisiminin dogrusallastirilmis operatori
olarak gorillr. Laplace operatoéri, bu agidan bakildiginda

n-tane operatdrden olusan bir Ly =4, Ly, Ly, ..., L4
dizisindeki ilk operatordir. Hiperylzeyin normal
degisimlerinden kaynaklanan (k + 1)’inci ortalama

egriligin birinci degisiminin dogrusallastirilmis operatord,
bu dizide L, ile gosterilir. Bu operatorler, M Uzerinde
diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu igin, L,(f) =
iz(P,0V?f) esitligini saglarlar. Hiperyiizeyin ikinci temel

formuyla iliskili k'yinct Newton donisimd,

f'nin
Hessian'ina metrik olarak esdeger olan kendine eslenik
dogrusal operatér V2 £ ile temsil edilir ve bu déniisiim Py
ile gosterilir. Ozel olarak k = 1 ise, bu durumda L,
Cheng-Yau operatoridur.

Bu calismada tubular hiperylzeyleri karakterize etmek
icin bu hiperylizeylerimize uygulayacagimiz Laplace-

Beltrami operatori, gorintli isleme ve bilgisayar

grafikleri alanlarinda 6zellikle ylzeylerin geometrik

ozelliklerinin analizini yaparak bu yuzeylerin temsillerini
elde etmek icin kullanilir. Bu baglamda, 3-boyutlu bir

nesnenin veya seklin matematiksel bir temsilini

olusturmak icin yazilim kullanma sireci olan 3B modelin
plrizsiazlGgini veya kavisli bolgelerini belirlemek igin

kullanilabilen Laplace-Beltrami operatori; bilgisayar

grafikleri ve gorinti isleme alanlarinda model

olusturmak, ylizeyleri segmente etmek, sekil benzerligini
karsilastirmak ve siniflandirmak icin olduk¢a 6nemlidir.
Ayrica Laplace-Beltrami  operatérii, biyomedikal
mihendislikte, medikal goriintiileme verilerinin analizini

yapmak icin fazlastyla kullanisli bir aractir. Ornegin, organ
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veya doku ylizeylerinin analizi ve segmentasyonu igin, CT
veya MRI taramalarindan elde edilen 3B goriintilerinin
islenmesi icin ve anatomik yapilarin belirlenmesi igin
kullanilabilir.

Diferensiyel geometri icin de 6énemli bir arastirma alani
olan manifoldlar Uzerinde Laplacian operatoru ile ilgili
olarak Takahashi,

operatoériiniin 6z fonksiyonlari olan ve ayni A 6zdegeri ile

koordinat fonksiyonlari Laplace
iliskili olan Oklid uzayindaki izometrik daldirmalari
incelemistir. Takahashi, eger (n+ k)-boyutlu Oklid
uzayinda bir  Riemannian  n-manifoldunun  bir
x:M = R™k izometrik daldirmasi bazi sifirdan farkli

sabitler icin Ax = Ax sartini sagliyorsa, bu durumda A’'nin
pozitif olmasi ve x’in de R™* deki \/m yaricaph bir
S™HKk+1 Kkiiresine minimal bir daldirma gergeklestirmesi
gerektigini gostermistir. Tersine eger x, R"** da yaricapi
r olan bir kiireye minimal bir daldirma gergeklestirirse, o
zaman x’in, R™** de paralel bir yer degistirmeye kadar
Ax = Ax'i sagladigini ve A = n/r? oldugunu ispatlamistir
(Takahashi 1966). 1990 yilinda ise Garay, Takahashi'nin
teoreminin daha genel bir halini olusturmustur (Garay
1990). Bu galismalarin ardindan, Laplacian operatori
ait  farkh
geometriciler tarafindan elde edilmistir (bkz. Chen ve
Petrovic 1991, Dillen vd. 1990, Hasanis ve Vlachos 1992).

yardimiyla c¢esitli ylzeylere siniflamalar

E™1 e gomili bir M hiperyiizeyi ile iliskili Laplacian

(icsel)
diferensiyel operatordir ve bu operator
L (f) = iz(P,oV2f) ifadesinde k =0 icin saglanir.
Yine literatiirde L, dogrusallastirilmis operatorleriyle

operatorli  bir ikinci dereceden dogrusal

ilgili ve Ozellikle de k =1 icin elde edilen Cheng-Yau
operatoriyle ilgili pek c¢ok calismaya rastlanmaktadir
(bkz. Cheng ve Yau 1977, Giiler ve Turgay 2019, Kazan
vd. 2024a-2024b, Kelleci 2021, Kim vd. 2016, Lucas ve
Ramirez-Ospina 2011, Tetsing 2021, Yang ve Liu 2009).

Biz de bu ¢alismamizda, dort boyutlu Lorentz-Minkowski
uzayl E{ de timelike egriler tarafindan olusturulan
tubular hiperylzeylerin Gauss donisiimlerinin
dogrusallastirilmis operatéri L, (Laplacian operator)’i
hesaplayarak bu tubular hiperylizeyler icin diferensiyel
geometride 6nem teskil eden bazi siniflandirmalar elde

ettik.

Bu baglamda ilk olarak, ileriki bdlimde kullanacagimiz
bazi temel bilgileri hatirlatalim.

EP*1;indeksi 1, isareti (—, +, +, ..., +) olan ve E'*1 de
dik koordinat sistemi (x;, X5, ... X,41) olmak lzere (,) =
—dx? + dx% + dx% + -+ dx2,, ile verilen pseudo-
Oklidyen metrigiyle donatilmis (n + 1)-boyutlu Lorentz-

n+1

Minkowski uzayi olsun. Eger ©: M — E]""*, n-boyutlu bir

M yénlendirilebilir manifoldundan EI**! e bir izometrik

daldirma ise, bu takdirde @ daldirmasi tarafindan M
Uzerinde indirgenmis  metrik, Riemannian veya
Lorentzian olabilir. Eger G birim normal vektdér alani ve
(G,G)=¢e=%1 takdirde =1 iken M

Lorentzian metrikle, € = —1 iken de M Riemannian

ise, bu

metrikle donatiimistir.

(n + 1)-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayr EI'*! de M
G Gauss
fonksiyonlari Gzerinde aksiyon alan L; operatoru

hiperylizeyinin donlisiminin  koordinat

LG = —eC(VHiyq + (H Hyyy — (0 — k — 1) Hy42)G) (1.1)

esitligi ile verilir. Burada

n Nk n _ n!
(k) Hy = (=&)*ax, ((k) - k!(n—k)!) (1.2)
dir, oyle ki
a; = — XL K,
(1.3)

— k yn —
a, = (—1) 2i1<i2<---ik Kil'Kiz "'Kik’ k= 2,3, o n

dir ve H;'ya M’nin k-yinci ortalama egriligi denir. Ayrica,
Cy, sabiti de

Ge= (1)

formilu ile bulunur. Dogrusallastirilmis L -operatoriyle

(1.4)

ilgili detayli bilgi icin (Lucas ve Ramirez-Ospina 2011)
kodlu kaynaga bakilabilir.

Diger taraftan, eger Ef de vyénlendiriimis bir M
altmanifoldunun G Gauss donusimi L,G = fG + gC
sartini sagliyorsa, M genellestirilmis L, 1-tipli Gauss
donlisiimine sahiptir; eger LG = fG sartini sagliyorsa,
M birinci gesit Li-noktasal 1-tipli Gauss dénusimiine
sahiptir; eger L, G = f(G + C) sartini saglyorsa, M ikinci
cesit Lp-noktasal 1-tipli Gauss donusimune sahiptir ve
eger LG = 0 sartini saghyorsa M’ye L;-harmonik Gauss
donlisiimine sahiptir denir. Burada f ve g'ler M
Uzerinde sifirdan farkh diferensiyellenebilir fonksiyonlar,

C € E{ sifirdan farkli bir sabit vektér ve k € {1,2,3}tir.

Biz bu calismada, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayi E;
de tubular hiperyizeyler ile ilgilenecegimizden dolayi,
simdi E} uzay! icin bazi temel kavramlari hatirlatalim.

E} de
W = (wq, Wy, ws,w,) Uc vektér olsunlar. Bu durumda, ig

U= (U, Uy Uz, Uy), U= (V,V,V3,1,) Ve

carpim ve vektorel carpim, {eq, e,, e;,e,} standart baz
vektorleri olmak lizere, sirasiyla

<ﬁ, ﬁ) = —uv + U, v, + U3v3 + UyVy (1.5)

ve
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—61 62 63 64
ul uz u3 u4
—
X =
w=det| oy, v, v,

<

U X (1.6)

Wi W Wz W

seklinde tanimlanir. Ef de bir 1 vektériine, eger (i, u) >
0 (veya u = 0), {(u,u) < 0 veya (u,u) = 0 ise, sirasiyla,
spacelike, timelike veya lightlike (null) denir. E} de bir
y(x) egrisine ise spacelike, timelike veya lightlike (null)
denir, eger bu egrinin tim hiz vektérleri y'(x), sirasiyla
spacelike, timelike veya lightlike (null) iseler. Bir null
olmayan (yani spacelike veya timelike) egriye birim
hizhidir denir, eger (y',y') =41 ise. Ayrica bir U
vektériiniin normu ise ||| = +/ [{%, #)| seklindedir.

T,N,B;,B, bir timelike y(x) egrisinin sirasiyla, birim
tanjant vektor alani, asli normal vektor alani, binormal
vektor alani, trinormal vektor alani ve {T,N, By, B,} de
E} de y(x) egrisi boyunca hareketli Frenet ¢atisi olsun.
Bu durumda, y(x)timelike egrisi igin (T, T) = —1,
(N,N) =(B;,B;) = (B,,B,) =1 olmak uzere Frenet
denklemleri,

T' = kN,
N' =T + tB;,
(1.7)
B{ = —1N + UBz,
B, = —0B;

seklindedir. Burada k,7 ve o, y(x) egrisinin, sirasiyla
birinci, ikinci ve Ggiincl egrilikleridir.

Ayrica, M'de tanimli bir (x,y,z) diferensiyellenebilir
fonksiyonunun gradienti,

(933 — 922933V
+(=913923 + 912933)¥y | 0x
+(913922 — 912923)¥;
(=913923 + 912933) ¥«
+(9%3 — 911933y ay
+(—912913 + 911923)¥2
(913922 — 912923) ¥«
+(=912913 + 911923)¥y |0z

+(9%2 — 9119220

vy

- detg

elde edilir. Burada

detg = —g%3922 + 2912913923 — 911953 — 912933

+911922933

{x,y,z}, M’nin lokal koordinat sistemi; 1, 1,3, ler
Y’'nin kismi turevleri ve g;; = (9x, 0x), g, = (0x, dy),
913 =(0x,02), gy =(0y,0y), Ggp3 =(0y,0z) ve

33 = (0z,0z) dir.

2. E? de Timelike Egriler Tarafindan Olusturulan
Tubular Hiperyiizeyler i¢in Bazi Siniflandirmalar

Bu bélimde, éncelikle Ef de timelike egriler tarafinan
tubular  hiperyiizeylerle ilgili  baz
(bkz. Altin vd., 2023) bu
hiperyuzeylerin Gauss donilisimlerinin L, operatéri elde
Ardindan da bu

genellestirilmis L, 1-tipli Gauss donisimine sahip olma,

olusturulan
hatirlatmalar  yapilarak

edilecektir. hiperyuzeyler igin
birinci ¢esit Ly-noktasal 1-tipli Gauss donlsiimiine sahip
olma, ikinci gesit Ly-noktasal 1-tipli Gauss dénlisimiine
sahip olma ve Ly-harmonik Gauss donlislimine sahip
olma durumlari igin sonuglar verilecektir.

E} de merkezleri bir timelike egri tzerinde bulunan

pseudo-hiperkirelerin  bir  ailesinin  zarfi  olarak
olusturulan T (x, y, z) tubular hiperylzeyleri

cosycosz N(x)
T(x,y,z) =y(x)+p| +sinycosz B;(x) (2.1)

+sinz B,(x)

seklinde parametrelendirilebilir. (2.1) numarah tubular
hiperyuzeyin birim normal vektér alani

cosycosz N(x)

G =—| +sinycosz B;(x) (2.2)
+sinz B,(x)

dir ve dolayisiyla

G.6)=1 (2.3)

dir. (2.1) numaral tubular hiperylizeyin birinci temel
formunun katsayilari

911 = (pTCcosy cosz — po sin z)?
—(1 4+ px cosy cos z)*
+p2%(t? + 0%) sin? y cos? z,

J12 = o1 = p*>(tcosz — o cosysinz) cosz,

922 = p* cos? z, 24
913 = g31 = p*osiny,
923 = 932 = 0,
g3z =p°
ve asli egrilikleri ise
K1 = Ky = l
s (2.5)

KCOSYy COosZz

K3 -
1+pK cosSy cosz

dir. (1.3) ve (2.5) numarah denklemler kullanilirsa, (2.1)
numarali tubular hiperytizey igin a; fonksiyonlari
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_ —2-3pkcosycosz

a, =
1™ p(1+pK cosy cosz)’
_ 1+3pkcosycosz
R — (2.6)
p?(1+pK cosy cosz)
= -K
3 7 p2(pr+secysecz)

olarak elde edilir. Ayrica, (1.8) numarali denklemde (2.4)
ve (2.6) kullanilirsa

(cos Z(KT sin y+x’ cos y)) T
(1+pk cos y cos z)3
—3+cos(2y)
(+2c002y coszr)*
+2cos“ y cos(2z)

41 (1+pk cosy cos z)?2
Va, = (1+p y )

( K siny cosy cos? z )
1

p(1+pk cos y cos z)?
( K cosysinzcosz )
p(1+pk cosy cosz)2/) 2

seklinde bulunur. Dolayisiyla, (1.1), (1.2), (1.4), (2.2),
(2.3), (2.6) ve (2.7) numarali esitliklerden

((K‘[ sin y+k cos y) cos z) T
(1+pr cosycosz)?
1+5 cos(2y)
8 cosy cos z+px< +10 cos? y cos(2z) )
+12pK cos® y cos®z

+

N
4p?(1+pk cos y cos z)?

(2+3pr cosy cos z) siny cos z

( p?(1+pk cos y cos z) ) B,
(2+3pK cos y cos z) sin z

( p2(1+pK cos y cos z) ) 2

numaral tubular
1-tipli

dontsimune sahip olma, birinci gesit Ly-noktasal 1-tipli

olarak elde edilir. Simdi, (2.1)

hiperylzey igin genellestirilmis L, Gauss
Gauss donlsumiine sahip olma, ikinci gesit Ly-noktasal
1-tipli Gauss donusimune sahip olma ve Ly-harmonik

Gauss donlisimine sahip olma durumlari igin sonuglar

verilecektir.

ilk olarak, (2.1) numarali tubular hiperyiizey igin
genellestirilmis Ly 1-tipli Gauss donusimune sahip olma
durumunu, yani LoG = fG+gC durumunu

C = CF, + C,F, + C3F; + C,F, icin ele alalim. Burada
C’'nin x’e gore tilrevini alirsak, (1.7)'den

Ci+Ck=0,

Cy+ Cik—C31=0,

C;+Cyt—Cho=0,

C,+C30=0

(2.9)

olur. Ayrica, C’nin y’ye ve z'ye gore de tlrevlerini alirsak,
C’nin sadece x’ye bagli oldugu gorilebilir.

(2.2) ve LoG = fG + gC ifadesinde

kullanilirsa,

(2.8) esitlikleri

(ktsiny + k' cosy) cos z

=g(x,y,2)C,

1+ 5cos(2y)
8cosycosz+ pr| +10cos?y cos(2z)
+12pK cos® y cos® z

(1 + prcosycosz)?

4p?(1 + px cosy cosz)?
f(x,y,2)(—cosycosz) + g(x,y,2)C,,
(2 4+ 3pKcosycosz)sinycosz

p?(L+prcosycosz) f&.y,2)(=siny cos2)

+9(x,y,2)Cs,
(2 + 3prcosycosz)sinz

p?(1 + prcosycosz) =f(xy,2)(=sinz) + g(x,y,2)C,
(2.10)

denklemleri elde edilir. Simdi bu denklemleri ¢ézelim.

ilk olarak C; # 0 olsun. (2.10) numarali denklemlerin
ilkinden

(ktsiny + k' cosy) cos z
(1 + prcosycosz)3C,

9gx,y,2) = (2.11)
olur. Bu g(x,y, z)’yi (2.10)’un ikinci, Gglnci ve dérdlnci
denklemlerinde vyerlerine vyazarak f(x,y,z)’leri elde
edip, bu denklemleri birbirine esitlersek

(Cysinycosz — C3sinz)(ktsiny + k' cosy) =0 (2.12)

Cipx + C;secysecz
K (+pr (—C4 siny cotz))+ p(Cy, — Cypcosycotz)k’ =0
+C,tany
(2.13)

7(Coptany — C3p)

2
Cipre +K< +C, secysecz

) + p(C, — C3coty)k’ =0
(2.14)

esitliklerine ulagilir. Burada ktsiny + k' cosy # 0 ise,
(2.12)den C3 =C, =0 olur. C3 =0 oldugu (2.14)'te
kullanihirsa €; = 0 oldugu goralir ve bu da bastaki
C, # 0 varsayimimizla celisir. krsiny+k'cosy =0
olmasi durumunda ise, bu durumda da (2.10)'un ilk
denkleminden g(x,y,z) = 0 olur ve bu da g(x,y, z)'nin
tanimiyla gelisir.

ikinci olarak C; = 0 olsun. (2.9)'un ilk esitliginden ya k =
0 ya da C, = 0’dir. ilk olarak k¥ = 0 alinirsa, (2.10)’un ilk

esitligi zaten saglanir. (2.10)'un ikinci, (glinci ve
dérdiincii denklemlerinden de, sirasiyla

(2 +p*f(x, y/;f)) OS2 _ ey, 2C,  (215)
(2 +p2f(x,3;;22)) siny cosz = 9(x,7,2)C; (2.16)
(2 +p*f (J;zy, z))sinz _ 9(x%,y,2)C, (2.17)

elde edilir. Burada C;’ler sadece x’e bagli oldugundan,
(2.15), (2.16) ve (2.17) esitlikleri ayni anda saglanamaz.
Yani, bu da bir geligkidir. C, = 0 alinirsa da, (2.10)’un ilk
denkleminden ya k =0 ya da k" =0 =17 olur. k=0
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olamadigini az énce goérmistiik. O halde k' =0=7
durumunu ele alalim. (2.10)’un ikinci denkleminden

8cosycosz
1+ 5cos(2y) \
secz \+p}c +10 cos? y cos(2z) /
+12pk cos®y cos® z
f(x'y! Z) = 2 2
—4p?(1 + px cosy cos z)? cosy
olur. Bu ifade (2.10)'un {glncli ve doérdinci

denklemlerinde kullanilirsa da, sirasiyla

Ktany — g Y
p(1+ pxcosycosz)? g\x ¥, 2)%s
K secy tan z
=g(x,y,2)Cs

p(1+ pk cosy cos z)?
bulunur ve dolayisiyla

— = CSC anz
Cs Y

elde edilir ve bu da bir geligkidir.
Bu nedenle su teoremi ifade edebiliriz:

Teorem: E; de merkezleri bir timelike egri zerinde
bulunan pseudo-hiperkirelerin bir ailesinin zarfi olarak
olusturulan ve (2.1) ile parametrelendirilen tubular
1-tipli  Gauss

hiperylzeyleri,  genellestirilmis  Lg

dénisiimiine sahip olamaz.

Simdi de (2.1) numaral tubular hiperyizey icin ikinci
cesit Ly-noktasal 1-tipli Gauss donisimiine sahip olma
durumunu, vyani LyG=f(G+C), C+#0 durumunu

inceleyelim.

(2.2) ve (2.8) esitlikleri LyG = f(G + C) ifadesinde

kullanilirsa,

(ktsiny + k' cosy) cos z
(1 + px cosycos z)3

= g(x,y, Z)Cl;

1+ 5cos(2y)
8cosycosz+ pk| +10cos?y cos(2z)
+12pic cos® y cos® z

4p2(1 + pk cosy cos z)?
= f(x,y,2)(—cosycosz + C3),

(2 + 3pKrcosycosz)sinycosz

p?(1 + pr cosy cosz)

= f(x,y,z)(—sinycosz + C3),
(2 + 3pKr cosycosz)sinz

p?(1+ pxcosycosz) fy,2)(=sinz + Cy)

denklemleri elde edilir. Simdi de bu denklemlerle
ilgilenelim.
(2.18) numarali denklemlerin ikincisi, Uglncusi ve

dérdincusiinden f(x, v, z)’leri bulursak, sirasiyla

(2.18)

1+ 5cos(2y)
8cosycosz+ pr| +10cos?ycos(2z)
+12pk cos® y cos® z

fGy,2) = 4p?(1 4+ px cosy cos z)%(C, — cosy cos z)
(2.19)
_ (2+3pK cosy cos z)siny cosz
f(x' Y, Z) - p2(1+pk cos y cos z)(C3—sin y cos z) (2'20)
ve
f(x, y, Z) — (2+3pK cosycosz)sinz (2.21)

p2(1+pK cosy cos z)(C4—sin z)

olur. (2.20) ve (2.21) birbirine esitlenirse C; =C, =
0 bulunur. (2.19) ve (2.21) birbirine esitlenirse de C, = 0
ve Kk = 0 olur. Buldugumuz bu degerler (2.18) numarah

denklemlerin ikincisi, Uglnclisi ve doérdincisiinde
kullanilirsa

2
fx,y,2) = ry (2.22)
elde edilir. (2.22) numaral esitlik (2.18) numaral

denklemlerin birincisinde kullanilirsa da C; = 0 oldugu
gorilir. O halde asagidaki teoremleri elde ederiz:

Teorem: E; de merkezleri bir timelike egri izerinde
bulunan pseudo-hiperkirelerin bir ailesinin zarfi olarak
olusturulan ve (2.1) ile parametrelendirilen tubular
hiperylzeyleri, ikinci c¢esit Ly-noktasal 1-tipli Gauss
dénusimune sahip olamaz.

Teorem: Ef de merkezleri bir timelike egri izerinde
bulunan pseudo-hiperkirelerin bir ailesinin zarfi olarak
olusturulan ve (2.1) ile parametrelendirilen tubular
hiperyuzeyleri, k = 0 iken birinci gesit Ly-noktasal 1-tipli
Gauss donlisimine sahiptir, yani LyG = fG dir ve
burada f = —%dir.

Son olarak da (2.1) numarali tubular hiperyiizeyinin
Ly-harmonik Gauss dénligimiine sahip olma durumunu,
yani LG = 0 durumunu inceleyelim.

(2.8) esitligi icin LyG = 0 ise, bu durumda

(krsiny+x’ cosy)cosz _ 0
- Y%

(1+pkK cos y cos z)3
1+5cos(2y)
8cosycosz+pk( +10 cos? y cos(2z)
+12pK cos® y cos® z
=0
4p2(1+pk cos y cos z)?
(2+3prcosycosz)sinycosz __ 0
- ’

(2.23)

)

p2(1+pK cos y cos z)
(2+3pK cosycosz)sinz _ 0

p%(1+pk cos y cos z) )
olmalidir. Bu durum mimkin olmadigindan, asagidaki

teoremi ifade edebiliriz:

Teorem: E; de merkezleri bir timelike egri izerinde
bulunan pseudo-hiperkiirelerin bir ailesinin zarfi olarak
olusturulan ve (2.1) ile parametrelendirilen tubular
hiperyuzeyleri, Ly-harmonik Gauss donligimiine sahip

olamaz.
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3. Sonuglar ve Tartisma

Bu calismada, 4-boyutlu Lorentz-Minkowski uzayi Ef de
merkezleri bir timelike egri Uzerinde bulunan pseudo-
hiperkiirelerin bir ailesinin zarfi olarak olusturulan ve
(2.1)
Gauss donlisimlerinin L, operatdri elde edilerek, bu

ile parametrelendirilen tubular hiperylizeylerin

operator yardimiyla tubular hiperytzeylerin
genellestirilmis L, 1-tipli Gauss donlsiimiine ve ikinci
1-tipli
olamadigi, fakat bu tubular hiperyilzeyler Gizerinde k =
0 iken f=—-2/p? igin LoG=fG oldugu, yani bu

hiperylzeylerin birinci ¢esit Ly-noktasal 1-tipli Gauss

cesit Ly-noktasal Gauss donligimiine sahip

donidsimine sahip oldugu goérilmis oldu. Ayrica, (2.1)
numarali tubular hiperylizeylerin Ly-harmonik Gauss
donlisimine sahip olamadigi da gorilmuistir.

Bu c¢alismanin 4-boyutlu farkh uzaylarda degisik
tiplerdeki (hiper)ylzeyleri calisan arastirmacilara isik
tutacagl kanaatindeyiz.
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