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Bir simplisel cebir, homotopi tiplerine karsilik gelen cebirsel yapilari modeller. Bu
baglamda, Moore kompleksinin boyutu < 1 olan simplisel cebirler, ¢caprazlanmis modiil
yapisini vermektedir. Moore kompleksinin boyutu <2 oldugunda 2-¢aprazlanmis modiiller,
caprazlanmis kareler veya cat?-cebirlere denk yapilar elde edilmektedir. Simplisel cebirin
ilk bileseni birim alindiginda indirgenmis simplisel cebir yapist olusur ve bu yap1 1-
baglantili homotopi tiplerine modelleme yapar. Bu ¢alismada bisimplisel cebirlerin,
caprazlanmis kose kavramini nasil modelledigi gostererildi. Degismeli cebirler {izerinde
caprazlanmis kare kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu 2 olan simplisel degismeli
cebirler kategorisinin denkliginden yararlanarak bu yapida NE,, = {0} alirsak elde
ettigimiz yeni yapinin bir ¢aprazlanmis kose yapisi olusturdugunu ispatladik.
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A simplicial algebra models algebraic structures that correspond to homotopy types. In this
regard, simplicial algebras with a dimension of Moore complex < 1 give the crossed
modules structures. When the length of the Moore complex of a simplicial commutative
algebra is < 2, the structures of 2-crossed modules, crossed squares or equivalently cat?
algebras are obtained. When the first component of a simplicial algebra is taken as a unit, a
reduced simplicial algebra structure is formed, and this structure models all 1-connected
homotopy types. In this study, we will show how bisimplicial algebras model the concept
of crossed corners. In this structure, we will use the advantage of the equivalence between
the category of crossed squares on commutative algebras and the category of simplicial
commutative algebras of the Moore complex of length 2. If we take NE,, = {0}, we have
proved that the new structure forms a crossed corner structure.
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1. GIRIS

Caprazlanmis modiiller gruplar iizerinde ilk olarak Whitehead (1949) tarafindan
tanim-lanmistir. Degismeli cebirler i¢in de Porter (1986) tanimlamistir. Bu tanimlama homotopi
teorisinde Onemli bir yer almistir. Caprazlanmis modiilleri, grup yapisinin 2-boyutlu bir
genellestirmesi olarak agiklamak miimkiindiir. Sonrasinda bu tanimlama, degismeli cebirler,
Lie cebirleri, Leibniz cebirleri, Lie Reinhart cebirleri, Hopf cebirleri i¢in de tanimlanmistir ve
yine bu yapilar kuadratik modiiller, 6rgiilii gaprazlanmis modiiller i¢in de incelenmistir (Arvasi
ve Ulualan, 2007; Aytekin, 2019; Conduche, 2003; Odabas ve Ulualan 2016). Gruplar i¢in
caprazlanmis kare tanimin1 Guin-Walery ile Loday (1981), degismeli cebirler icin ise Ellis
(1988) vermistir. Bu c¢alismada, sadece degismeli cebirler i¢in ¢aprazlanmis modiillerden
bahsedilecektir. Gruplar iizerinde ¢aprazlanmis kose tanimi Alp (1999) tarafindan
tanimlanmistir. Daha sonra gruplar {izerinde caprazlanmis karelerle iliskisini Alp, Bekir ve
Ulualan (2001) incelemistir. Degismeli cebirler lizerinde ¢aprazlanmig kose Giirmen Alansal
(2023) tarafindan tanimlamistir ve indirgenmis simplisel degismeli cebirlerle iliskisi verilmistir.

Bir simplisel cebirin Moore kompleksi iizerinde tanimli Cy g lar Arvasi (1997) ve
Arvasi ile Porter (1997) tarafindan goriintiileriyle verilmistir. Gruplar icin Moore bikompleksler
lizerinde F, g fonksiyonlar1 Glirmen Alansal ile Ulualan (2021) degismeli cebirler i¢in Moore
bikompleksler tizerinde Cq g fonksiyonlart Glirmen Alansal ile Ulualan (2023) ve Glirmen
Alansal (2024) vermistir. Bu fonksiyonlar araciligryla homotopi 3-tip uzaya karsilik gelen
caprazlanmis kare yapisi olusturulmustur. Burada Alp, Bekir ve Ulualan (2001) de verilen
gruplar tlizerinde ¢aprazlanmis karelerle ¢caprazlanmis kdselerin denkliginden yararlanarak
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bir caprazlanmis kose oldugunu gosterecegiz.

2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde degismeli cebirler i¢in ¢aprazlanmis modiillerin tanimi verilmistir. k
burada degismeli, birimli sabit halka ve R de degismeli k-cebirdir. Ayrica k-cebirler birimli
alimmamugstir (Porter, 1986; Shammu, 1992).

Tamm 1.2.1: 7> degismeli k cebir
T, XT, > T,
(tam) P17y

degismeli cebir etkisi, :T; — T, morfizmi, her t;,7; € Ty, 7, € T, i¢in asagidaki kosullar
sagliyor ise ¢aprazlanmis modiil olarak adlandirilir.

CM1. 9(t; " 11) = 150(11)
CM2. 9(ty) 1, =11"7;
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Bu bigimde tanimlanan ¢aprazlanmis modiil (Ty, T, @) ile gosterilir.
E. . ile gosterecegimiz bisimplisel cebir 4°7 x A°? kategorisinden cebirler kategorisine
taniml1 bir funktordur. Cebirler ailesi {Ex,} olmak iizere 0 < i < k ve 0 < j < [ igin
Al Eyy > Ex-11
st Exg = Exs1y
djiEx; = Exi-1
s/ Ex; = Epsq

Simplisel 6zelliklerini ve degisme Ozelligini saglayan horizontal ve vertical cebir
homo-morfizmleriyle olustururuz. Daha detayl bilgi Giirmen Alansal ve Ulualan tarafindan
(2023) verilmistir. Yine bisimplisel cebirin Moore bikompleksi

(k—1,1-1)
NEy,; = ﬂ Cek dl* N Cekd)
(£)=(0,0)

olup
b
. NEI.Z _— NEEI,E
alh['.lm
pl22) w02
a3 o
k.
b
v = NELJ_ —:-NEﬂrl
FREEN]
a;
af[mj
b
e NE g —gam NEgg
a1
bi¢imindedir.

3. DEGISMELI CEBIRLERDE CAPRAZLANMIS KOSE

Bu boliimde degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis kose kavrami ile Moore kompleksinin
boyutu <1 olan indirgenmis bisimplisel cebirler ile olan iligkisi teorem olarak verilmistir.
Tamim 3.1. Degismeli cebirler i¢in ¢aprazlanmis kose

iy = T

a.l'

Tz

1+ I
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T, ve T; degismeli cebirlerin T; degismeli cebiri lizerinde cebir etkisi olmak lizere ve
kendi tlizerlerindeki etkilerde t,,75; € T, ve T3,7; € T3 igin

Ty Ty =TT, V€ T3 T3 = T3T3

olup 9:T; » T, , 8":T; » T3 morfizmleri ile h:T, X T3 = T; olmak tizere her 7, € T},
T,,T, € T, , 13,75 € T3 igin agagidaki sartlari saglar.

CC1. 0 ve 0' birer ¢aprazlanmis modildiir.
CC2. h((ty+13),13) = h(1y,73) + h(73,73)
h(TZ» (r3 + T;)) = h(1y,13) + h(1,73)
CC3. h(d(ty),13) =153 T4
h(rz,a’(Tl)) =7,"'T
CC4. (13°713) 7y = (1273) ' Ty
(137 72) 71 = (T372) " 11
Burada
T3+ Ty = 0'h(T,T3)
T T3 = 0h(t,,73)
dir (Giirmen Alansal, 2023).

Bu etkilerin iyi tanimli oldugu Binbir (2024) tarafindan gosterilmistir.
Teorem 3.2. E, . Moore kompleksinin boyutu <1 olan bir indirgenmis bisimplisel cebir olsun. Bu
durumda

_"\'TEL[]

h:NEy1 @ NE; o = NE; 4 ile bir ¢caprazlanmis kosedir. Burada @ € NE 1, f € NE;  i¢in
h:NEy; & NE; o > NE; ;

@p) » st (@ss"”(B)
ile tanimhidir.

Ispat: Caprazlanmis kose sartlarmi sagladigim gostermemiz yeterlidir.

CC1) 9 Mye g™ caprazlanmig modiil olduklarini gostermeliyiz.

CM1) a € NEy,,y € NEyi¢ina -y = st (@)y dir. O halde
0" (@ p) =" (s6"" (@)y)

= M st Y (@)d ()

15
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= ad!™” ()

= ad" ()
CM2)y,y' € NE,, i¢in 0"(y) -y’ =y -y’ dir. Ciinki,
a1 , ©1) [ ,paD ,
")y = st (d? N (V)))/

dir. Ayrica (s(’)‘ (y) — sk (y)) st(y") € NE;, oldugundan 8 gdriintiisii NE; ; dedir.

Yani, o2 ((s(’,‘(y) - S{‘(y)) sh (y’)) € NE;, dir. NE; ; = {0} oldugundan bu eleman 0 olup

goriintiisii de sifirdir. O halde
o1 (st - st) strn ) = 0
= (028 () — 0bst () dlisi(y) = 0
= (s¢dt ) —y)y' =0
= s¢di ()Y —yy' =0
= sedi (VY = vy’

ah(ll)

olup )y’ = s&d )y’ =yy’ olur.

Benzer sekilde v Vin caprazlanmis modiil oldugu gosterilir.
CC2) a,a’ € NEy4,B,B' € NE;, icin

ha+x',8) = st (a+a)ss™” (B)
= (st (@ + st @) st ®)
=53 (@s8™ () + 58 (@58 ()

= h(a,B) + h(a’, B)

%S

h(@,f+B") = h(@ ) + h(@ 5
= {7 @ (5@ + 55 (80)

= 53" (@s8™ () + 55 (@)sy ™ (B)
= h(a,f) + h(a,B")
CC3)a € NEy,,B € NE,o, ¥ € NE;,
R (0", 8) = b (1 (1) 5 (8)

= id(y)sy"”(B)
=ysg"” ()
=By
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ve

h( vV ( y)) = s(a)sy"” (d¥(n)()/))

=51 (@) id(y)

p(01)
= So () y

=a-y
CC4) a € NEy 1,8 € NEy o,y € NE, 4igin

@ By = (adt™s5®) v
_ h(01)< dh(n) ”(10)(B)>

(01) (01) (A1) 4(10)
=sg (a)sg di s§ (B

= st (@)sg"” By
=(ap) vy
olur.

Benzer sekilde (8 - a) -y = (Ba) - y oldugu gosterilir.

4. SONUCLAR

Bu ¢alismada degismeli cebirler i¢in ¢aprazlanmis kdse tanimi verilmis ve Moore kompleksinin
boyutu <1 olan indirgenmis bisimplisel cebirler ile olan cebirsel iliskisi incelenmistir.
Degismeli cebirler i¢in yapilan bu tanimlama, diger cebirsel yapilara uyarlanabilir.
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