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Ozet: Bu makalenin amaci ¢ok noktali lineer ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli sinir deger
problemin niimerik ¢ziimii i¢in diizgiin bir sonlu fark metodu verilmektedir. {1k olarak, niimerik ¢dziim
i¢in diferansiyel problemin ¢6ziimiiniin dogasi tartisilmaktadir. Daha sonra, Bakhvalov sebeke tizerinde
fark semas1 kurulmaktadir. Fark semasinin ayrik maksimum normda e- pertiirbasyon parametresine gore
birinci mertebeden diizgiin yakinsaklig1 ispatlanmaktadir. Son olarak, niimerik metodun etkinligini
gostermek i¢in niimerik O6rnek verilmektedir. Niimerik sonuglarin teorik sonuglari destekledigi
goriilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Singiiler pertiirbasyon, sonlu fark metodu, Bakhvalov sebeke, diizgiin yakinsaklik,
lokal olmayan sinir degerler.

Finite Difference Method for Solving Multipoint Singularly Perturbed
Boundary Value Problem

Abstract: The purpose of this article is given a uniform finite difference method for the numerical
solution of second order linear multipoint singularly perturbed boundary value problem. First, the nature
of the solution of the differential problem is discussed. Then, the difference scheme is established on the
Bakhvalov mesh. e- uniform convergence of difference scheme in the discrete maximum norm is proved,
which is the first-order (O(h)). Finally, numerical example is given to demonstrate the effectiveness of the
numerical methods. Numerical results seem to support the theoretical results.

Keywords: Singular perturbation, finite difference method, Bakhvalov mesh, uniformly convergence,
nonlocal condition

Giris

Bu ¢alismada asagida verilen lineer ikinci mertebeden singiiler pertiirbe 6zellikli
siir deger problemi ele alinmaktadir:

—eu'" + b(x)u(x) = f(x), x € [0,1] (D
u(0) =0 (2)
u(l) = ) cu(s) +d 3)

2

0<s;<s5,< <5, <1, d,c; ER, i=1,...m

b(x), f(x) € C[0,1], b(x) = b?>0 (4)
—oo < Z cwo(s;) < 1 (5)

i=1
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0<eKligin (1)-(3) probleminin
u(x) ¢ozimii x =0 ve x = 1 noktalar
civarlarinda siir katlar
bulundurmaktadir. (1)-(3) lokal olmayan
singiiler pertiirbe problemi, en yiiksek
mertebeli tirevlerin ~ katsayilarinin
0 <e«K1 gibi ¢ok kiigiik pozitif bir
parametre oldugu problemlerdir. Bu
parametreden dolay1 bdyle problemlerin
cozlimleri, tanim  bolgesinin  smir
katmanlar1 denilen ince gegis katlarinda
cok hizli ve oldukga diizensiz degisirken,
diger bolgelerde ise yavas ve diizenli
degisir. Bu diizensizlik singiiler pertiirbe
problemlerin ¢Ozlimiiniin SINIrsiz
tirevlere sahip olmasina neden olur.
Boylece bu tiir problemlerin isleyisinde
ciddi zorluklar ortaya ¢ikar. Bu zorluklar
nliimerik ¢6ziimde de kendini gosterir.
Ciinkii sebeke adimlarinin kiiciilmesiyle
yaklasik ¢6ziim, kesin ¢éziimden 1raksar.
Bu nedenle singiiler pertiirbe 6zellikli
problemlerin ¢éziimii i¢in uygun niimerik
metotlarin  kurulmast  ¢ok  Snemlidir.
Bilinen klasik niimerik metotlar gercek
¢oziime uygun nlimerik  sonuglar
veremediginden oOzellikle bu calismada
oldugu gibi bdyle problemlerin ¢oziimii
icin €’a gore diizglin yakinsaklik veren
sonlu fark metodu gibi etkin niimerik
metot tercih edilmistir. Singiiler pertiirbe
ozellikli problemlerle ilgili ¢aligmalar
1900’1t yillarda  baslamistir. Bu
problemler fen bilimlerinde,
miihendislikte, tip biliminde, akiskanlar
mekanigi, aerodinamik, manyetik
dinamik, yayma teori, reaksiyon-
difiizyon, 151k yayan dalgalar, plazmadaki
elektron plazma dalgalari, iletisim hatlari,
plazma dinamik, aritilmis gaz dinamik,
kiitlenin  hareketi, plastik, kimyasal-
reaktor teori, osinografi, meteoroloji,
elektrik akimi, iyon akustik dalgalar1 ve
baz1 fiziksel modellendirmelerde yer
almaktadir (Roos ve ark. 2008; Doolan ve
ark. 1980; O’ Malley, 1990; Nayfeh,
1993; Miller ve ark. 1996; Farrel ve ark.
2000). Ayrica Bakhvalov, smir kati

problemlerinin niimerik ¢oziimiinde 6zel
bir doniisiim kulland1 (Bakhvalov, 1969).
Bitsadze ve Samarskii, lineer eliptik sinir
deger problemlerinin bazi
genellestirmelerini elde ettiler (Bitsadze
ve Samarskii 1969). Doolan ve ark.,
baslangi¢ ve siir tabaka problemleri i¢in
diizgiin niimerik metotlar gelistirmislerdir
(Doolan ve ark. 1980). Cziegis (Cziegis,
1988), lokal olmayan sinir sarthi singiiler
pertiirbe problemin niimerik ¢Oziimii
tizerine ¢alisma yapmustir. Herceg (1990),
lokal olmayan smir sarthh singiiler
pertiirbe problemin nilimerik ¢6ziimii
tizerine ¢alismustir. Herceg ve Surla, lokal
olmayan smir durumlu singiiler pertiirbe
probleminin spline tension ile niimerik
¢oziimiinli bulmuglardir (Herceg ve Surla
1991). Gupta ve Trofimchuk, ikinci
mertebe  iic  noktali smir  deger
probleminin ¢6ziimii igin bir sharper
durumunu ¢aligmiglardir (Gupta ve
Trofimchuk 1997). Amiraliyev, singiiler
pertiirbe baslangic deger problemini
sonlu fark metodu ile degerlendirmistir
(Amiraliyev, 1998). Amiraliyev ve Cakir,
sifirinc1 mertebeden indirgenmis denklem
ve konvektif singiiler pertiirbe problem
icin diizglin yakinsak bir yaklasim
bulmuslardir (Amiraliyev ve Cakir 2000).
Adzic ve Ovcin, lokal olmayan sinir
duruma sahip lineer olmayan problemi
spektral yaklagimiyla niimerik olarak
¢ozmiiglerdir (Adzic ve Ovcin 2001).
Cakir, ii¢c noktali singiiler pertiirbe sinir
degerler sahip problem igin fark metodu
ile ikinci mertebe diizglin yakinsaklik
elde etmistir (Cakir, 2010). Cakir ve
Amiraliyev, ti¢ noktali singiiler pertiirbe
simir deger problemini Shishkin sebeke
kullanarak degerlendirmislerdir (Cakir ve
Amiraliyev (2010). Cakir ve Arslan,
lineer olmayan ¢ok noktali singiiler
pertirbe  problemi i¢cin sonlu fark
metodunu kullanarak Shishkin sebekede
niimerik ¢6ziim elde etmislerdir (Cakir ve
Arslan 2016). Cakir ve Arslan, lineer
olmayan ¢ok noktali singiiler pertiirbe
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problemini  sonlu fark metodu ile
Bakhvalov sebeke tlizerinde
degerlendirmislerdir (Cakir ve Arslan
2016). Cakir ve Arslan, singiiler pertiirbe
nonlineer  integral  smir  durumlu
problemin Bakhvalov sebekede niimerik
¢Ozliimiini elde etmislerdir. (Cakir ve
Arslan 2016). Bu c¢alisma ¢ok noktali
singiiler pertiirbe o6zellikli smir deger
problemi i¢in & — pertiirbasyon
parametresine gore diizglin niimerik
metot ile iliskilidir. Béyle bir problem ilk
olarak verdigimiz niimerik yOntemle
¢Oziilmiigtiir. Diger caligmalardan farkl
ve daha iyi sonuglar elde edilmistir.

Bu makale asagidaki sekilde
diizenlenmistir. Ikinci kistmda (1)-(3) ile
verilen problemin kesin ¢6ziimiine iliskin
bazi asimptotik degerlendirmeler
verilmektedir. Ugiincii  kisimda  fark
semalar1 eksponansiyel baz
fonksiyonlarindan, kalan terimleri
integral  seklinde olan ve agirlik
fonksiyonu iceren interpolasyon
kuadratur formiillerinden yararlanilarak
kurulmaktadir. Daha sonra Bakhvalov
sebekenin yapist tanitilmaktadir.
Dordiincii kistmda fark semasmnin  €’a
gore diizgiin yakinsaklig1

1 —bx -b(1-x)
Iu’(x)ISC1{1+\/—_ eVvVe +e Ve l},0<x<1
€

burada C, ve Cy,
sabitlerdir.

€ ve h’tan bagimsiz

Ispat

u(1) = A olmak tlizere,

(1)-(3) probleminin ¢oziimiinii de
u(x) = v(x) + Aw(x)

seklinde aranirsa,

(11)

| v < [vO)] + [v(D] + b~2|Ifllco < 0+ b 2Ifllcro < G

ve

lw@)| < [w(0)| + [w(D| +b72[I0ll, <1 <

boliimde
etkili  bir
ornek
sonug

ispatlanmaktadir.  Besinci
problemin ¢Ozimii ig¢in
algoritma ve nlimerik
verilmektedir. Bu  ¢alisma
boliimiiyle son bulmaktadir.

Kesin ¢oziimiin ozellikleri

Bu boliimde, arastirmanin sonraki

kisimlarinda  gerekli  olacak  (1)-(3)
probleminin  u(x)  ¢Ozliimiiniin bazi
Ozellikleri verilecektir.
Lemma 1. b(x) ve f(x) dizgin
fonksiyonlar ve
m
D aw(si) <1 (6)
i=1

bicimindedir. Ayrica (6) esitsizliginde
wo(x) = [w(x)l,
—ew”" + b(x)w(x) =0 (7
w(0) =0, w(l) =1 (8)
(7)-(8) problemin ¢oziimiidiir. Boylece
(1)-(3) probleminin  u(x)  ¢ozimi
asagidaki esitsizlikleri saglar:

lu@)llcro,1) = Co €))
burada Co = |v(x)| + |A]|w(x)],

(10)
—ev" +b()v(x) = f(x)  (12)
v(0)=0, wv(1)=0 (13)

problemi elde edilir. Sirasiyla v(x) ve
w(x) ¢oziimleri  degerlendirilmesinden

(14)

(15)
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Boylece (14) ve (15) esitsizliklerinden,
lu()| < Gy (16)
elde edilir ve boylece (9) esitsizliginin
dogrulugunu ispatlar.
Simdi de (10) esitsizliginin ispatin1 elde
edelim: Denklem (1)’ in tiirevi alindiktan
sonra  f(x) —b'(x)u(x) = 0(x) ve
u'(x) = vy(x) olarak kabul edilirse (1)
denklemi ve sartlar1 (17)-(18) bigimde
olur:
—evy"" + b(x)vy' (x) = B(x)
10(0) = u'(0),vo(1) = u'(1)

(17)
(18)

(17)-(18) probleminde sirasiyla
@(x),u’'(0) ve u'(1)’i degerlendirmeleri
sonucunda,
B(x) = f'(x)
elde edilir.
u'(0) ve u'(1) degerlendirmesinde de
keyfi bir g € C?[0,1] fonksiyonuna gore
asagidaki baginti kullanilmasiyla
(Amiraliyev ve ark. 2002),

—b'(u(x) <C; (19)

- B
g'(%) =W —f Ko(t,x) g"(Ddt,a<x<B, a<pB (20)
lu'(0)] < (\;/_—) += \/_<T (21)
ve
W) <[4 ﬁ) - u(l)‘ w [ ot DI ©lde
€
u(1—ve)—u()| ¢ ld +1— Col C
< ’+— _\/EtST+E\/ES$. (22)
Boylece (17)-(18) lineer problemi bi¢iminde yazilir. (23)-(24) probleminin
o , _ ¢Oziimiinii asagidaki formda arayalim:
vy + b(x)vo (x) = (D(x) (23) 1o (x) = 1, (x) + 15 (1)
116 (0)] < —, |vo(D)] < (24) ve baz1 hesaplamalardan sonra

7 7

[u' ()] = [vo()] < [v1(0)] + v2(0)| = C +—le VEte Ve o

—-b(1-x)

-b(1—x)
<C1{1+—[e Vet e Ve ]}

elde edilir. Boylece (10) esitsizliginin ispat1 tamamlanir.

Fark Semasinin Kurulmasi

[0,1] araligi iizerinde yer alan diizgiin
olmayan sebeke,

wy ={xg <x; < <xy_q<xy}

Wy =wyU{x=0,x=1}

Xit+1 Xi+1
by j Lu(0) g (x)dx = Agh; ™! f FOpi(0dx, i=TN=T
Xi—1 Xi—1

olsun. Simdi fark semasi olusturmaya (1)
denkleminin, asagida verilen (x;_q1, X;41)
araliginda integralini alarak baslayalim:

(25)
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Burada
h; + h;
h; = sz' hy =x; — x4
Xi+1 -1 hy;
— -1 _ Vi
/1i - (hl J; (pi(x)dx> - h

i-1 2thy; Vi

0,V (x) = shy;(x—x;)

shyih

. = hyi(Xit1—x)
pi(x) 0P (x) = LD
\ 0,

o) ve ;@ (x), lineer baz
fonksiyonlar1 strastyla asagidaki
problemlerin ¢éziimleridir:
—£p"(x) + bip(x) = 0 (26)
p(xi—1) = 0,0(x) =1 (27)
ve
—£¢"(x) + bip(x) =0 (28)
px) =1,9(x141) =0 (29)
(25) denkleminde bazi diizenlemeler

yaparsak i = 1, N — 1 igin,

Xi+1
R = Ady! j [~b(0)+b () Ju(x)g; () dx + Aghy.
Xi-1

(30)’da  R; kalan terimi ihmal edilirse,

(1)-(3) problemi igin asagidaki fark

semasi bulunur:

—€0;yzzi + biyi = fi (32)

Yo =10 (33)
m

yi =) ciyn,Con) + d (34)

i=1
(34) sartinda bulunan xy,, s;’ lere ¢ok
yakin sebeke noktalaridir.

Bakhvalov sebeke (Graded Mesh)

bigimindedir ve  {p;(x)},i=1,N—-1
lineer baz fonksiyonlar1 asagida verilen
haliyle tanimlanmaktadir:

, xl-_1<x<xl-

) xi<x<xl-+1

X & (Xi—1,Xi41)

—€0iuzs; + bu; = fi + R; (30)
elde edilir. Burada
b;h;*
I AN
2 (Yili
4esh ( 121)
(31)

(32)-(34) fark semasinin €’a gore diizgiin
yakinsak olmast i¢in @y Tlzerinde
Bakhvalov sebekeyi kullaniriz.
Bakhvalov sebekeyi, N ¢ift sayis1 igin
[0, o]ve [0,1—0] araliklarin N / 4
[1—0,1] araligs ise N /o tane pargaya
boleriz. Burada o, =0 ve 0, =1—0
gecis noktalaridir ve su  bicimde
tanimlanmaktadir:

1
0 = min {Z' —b‘lelne}

o <4l ise, x; €[0,0]icin x; = —f teln [1 -(1- e)% ,i=0,1, ...,%.

_B .
o =4i ise, x; €[0,0]icin x; = —f leln [1 — (1 — eTs) %],i =0,1, ...,%.
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x; € [0,1—o0]icin x; =0 + (i—%)h(l), i=%+ 1,...,%,h(1) =

2(1-20)

N
. 3N

4 —_—
x; €[1—o0,1] icinx; = 1—0—3‘1eln<1—(1—e)M),i =%+ 1,..,N

3 . .. -1 B 4(i_ﬂ)
1—0‘=4—l$€, x; € [1 —o,1]icin x; = —f 'eln 1—(1—648) N“

1,..,N.

Bakhvalov sebeke iizerinde hata
degerlendirmesi

Bu kisimda (32)-(34) fark semasimin
Bakhvalov sebekede hata
degerlendirmesi yapilacaktir:

Z=y—1U X € Wy

hata fark fonksiyonu asagida verilen
ayrik problemin ¢6ziimii olsun.

—€0;2z3; + bizy = —R; (35)

Z, =0 (36)
m

Zy = Z CiZy, (37)
i=1

Lemma 2. z(x), (32)-(34) ayrik
probleminin ¢oziimii olsun.

m

Dz # 1 (38)

i=1
olmak  t{izere z(x)i¢in  asagidaki
degerlendirme vardir.

Iz llcpo,1 = ClIRIlo (39)
Ispat. (35)-(37) ile verilen aynk
probleminin ¢éziimii,

z(x) = z,(x) + Az,(x) (40)

bi¢iminde aranmaktadir. Burada,

Xit+1 Xi+1
Ri = Aihi_lf Chl-(pl-(x)dx + Aihi_lf Chi(pi(x)dx
X X

i-1

elde edilir. Simdi ise (42) R; kalan terimi
Bakhvalov  sebekeye ait  x; diigiim
noktalarinda degerlendirelim:

N

l,i =24

Yiticizi(s) +d

1=
1- Zﬁl Cizy (Si)

ve

m

Z CiZp(s) # 1

i=1

b_ig:imindedir. Maksimum prensibine gore
|z,(x) | < ClIR|le

ve

|z2(x)] < 1

degerlendirmelerinden

1z(0)| < ClIRlloo,ay

degerlendirmesi elde edilir ve Lemma
2’nin ispat1 tamamlanir.

Lemma 3. b(x),f(x) € C[0,1] olmak
lizere R; yaklagim hatasi i¢in
IR llooay < CN™*
degerlendirmesi vardir.

(41)

Ispat. (31) ile verilen R; kalan teriminde
ortalama deger teoremi kullanirsak,

|b(x;) — b(x)| = [b"(ED]x — x;l
< max |b'(x)||x — x;]
0=sx=<1
< Ch;
ve
|f () = Gl = 1 G llx — x]
< max|f' (D)llx - x|
<x<1
< Ch;
bulunur ve 9 sartindan,

(42)

i-1
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o< %,xi € [0,0],x; = =B teln [1 —(1- 8)%],1' =0,1, ...,% icin R; hata

degerlendirmesi:

h; =x; —x;_y = —f leln [1 -(1- 8)%] + B eln [1 —(1-¢)

b

esitliinde i’ ye gore ortalama deger
teoremi uygulanirsa,

h; <CN1 (43)
elde edilir. (43) esitsizligi ile

4(i—1)
N
hi + Ry
hj=————-<CN7!, A <CN!
ve R; <CN™!  degerlendirmeleri
bulunur.

1 _1 ZB\ 2i] . N . .
2) o=, %€ [0,0], x;, =—B teln|1—|1—e3 o ,l=0,1,...,zzgzn R; hata

degerlendirmesi:

0

=B\ 4i =B\ 4i
h; =x;—x;_y = —B leln [1— (1—e4s)ﬁ] + B 2%¢In [1 —(1—e4£>ﬁ

esitliginde i° ye gore ortalama deger
teoremi uygulanirsa,

h; <4B IN"1<(CN™?

bulunur ve bu esitsizlik ile

h + h;
h; = lT”l <CN7!, 2, <CN!

ve R; <CN~! degerlendirmeleri elde
edilir.

3xi€lol-ol, x;=0+(i-2)h®, i=2+1,.,2 10 = 20229 igin R; hata
degerlendirmesi:
a) x; €[o,1—o0], i¢cin 0 = —f 7 lelne < iolmak lizere,

h; = x; —x;_; < CN~1 elde edilir ve bu
esitsizlik ile h; =hM <CN7Y, A <
CN~! ve R; < CN~!degerlendirmeleri
elde edilir.

b) x; € [0,1—0],i¢in 0 = iolmak

lizere h; = x; — x;_; < CN'elde edilir

ve bu esitsizlik ile h;=hM <
CN_l, AiSCN_l ve RLS
CN~1 degerlendirmeleri bulunur.

a(i-3N
Hx; €[l—0,1],x; = 1—0+,8‘1eln<1 — (1—S)M),i =3y 1,...,N i¢in

R; hata degerlendirmesi:

hiy =x; — x4 =

—[1-0+pB2%cn|1-(1-¢)

esitliginde i’
teoremi ile
bulunur ve bu

ye goOre ortalama deger
h; <47 N"1<(CN?

1—c+pBteln[1-(1-¢)

esitsizlik ile h; =" < CN7Y, 4, <

CN~! ve R; < CN~'degerlendirmeleri
elde edilir.
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5)1-0=2
J1-o=7,

i¢cin R; hata degerlendirmesi:

b

esitliginde i’ ye gore ortalama deger
teoremi uygulanirsa,
h; <4B N1 < CN~'bulunur ve bu

esitsizlikle,
h; + h;
h; = % <CN-Y, 2, <CN-!

ve R; =< CN~!degerlendirmeleri elde
edilir. Boylece yapilan her bir R;
degerlendirmelerinden,

IRl < CN7* (44)
esitsizligi bulunarak ispat tamamlanir.

Lemma 2 ve Lemma 3 kullanilarak
asagidaki yakinsaklik teoremi ortaya
cikar:

Teorem 1. u(x), (1)-(3) probleminin
¢ozimii ve y; (32)-(34) fark semasinin
¢oziimi olsun. O zaman Lemma 2 ve
Lemma 3’ e gore asagidaki esitsizlik
vardir:

. 3N
_ e o 4(i-7)|
x; € [1—0,1],% = —p teln|1 — (1 — e | ——F2,

Algoritma ve niimerik érnek

(32)-(34) fark semast ic¢in kurulan
algoritma,

_ g o O o _ e
Ai = h;h;’ Bi= hihiyr’ Gi= iRy’
F; = —cos?mx; — 2e(m)?cos2mx;
al = O, ﬁl == 0
a%ﬂ 0, 'Biv—oﬂ !
a%ﬂ =0, ﬁzllgﬂ = H2
a51_1(\)/+1—0, ﬁsl—l(\)]ﬂ_ﬂ3
a%1_0’ ﬁ%+1_‘u4
i=1,..,N—1 igin,
g = Pi o _EitAB

0

yi(n) = ai+1yi(fi + Bit1) yi( ) = 0.5

seklinde olup elde edilen bu algoritma
sonuglarina gore
AL' >O, Bi >O,Cl' >Ai+Bl-,|al-| < 1,

ly = ulloo,gy < CN7* (45)  olur. Bu algoritmanmn kararli oldugunu
gosterir.

—eu''(x) + u(x) = —cos?mx — 2e(m)?cos2mx ,0 <x < 1 (46)

u(0) =0 (47)

u(1) = 0.03u(0.9) + 0.2u(0.1) + 0.5u(0.2) + 0.09u(0.5) + d (48)

(46)-(48) problemi (32)-(34) fark semasi
icin Bakhvalov sebekeye gore her bir
parcada ayr1 ayri yazilir. Yakisaklik
orant,

eN
P =log, (m)
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formilli  ile  hesaplanir. Burada (46)-(48) probleminin ¢oziimiinden N ve

maksimum hata ve hatalar, € ‘un bazi degerleri icgin elde edilen

eV = maxel , e = |ly — ullwa, e’ maksimum hatalar1 ve p" diizgiin
&

yakinsaklik oralar1 bulunmus ve Cizelge

sinir deger problemine karsilik gelen fark okl
1.’de gosterilmistir.

denkleminin ¢oziimiiy, olmak {izere

bicimindedir (Cakir ve Amiraliyev,
2007).

Cizelge 1. (44)-(46) Sinir Deger Probleminin Coziimiinden Elde Edilen w” Bakhvalov
Sebekesi Uzerinde e Maksimum Hatalar ve pV Yakinsaklik Oranlar

& / N 20 40 80 160 320 640 1280
-20
2 0.3664700392 0.2107654246 0.1061484828 0.04633983795 0.01932879121 0.007940910801 0.007162388885
p=0.798 p=0.989 p=0.828 p=1.261 p=1.283 p=1.148
—-22
2 0.3980491045 0.2371048944 0.1254062539 0.05996546931 0.02542643532 0.01023000835 0.004811779831
=0.918 =1.064 =1.237 =1.313 =1.088
P=0.747 P P P P P
—24
2 0.4249442603 0.2597454365 0.1416093366 0.07080609299 0.03282682893 0.01368941631 0.006365373928
=0.875 =0.999 =1.108 =1.126 =1.104
P=0.710 P P P P P
-2
2 6 0.4485390829 0.2799177484 0.1559285276 0.08001839888 0.03868430654 0.01762888567 0.007280432885
p=0.680 p=0.844 p=0.962 p=1.048 p=1.133 p=1.275
—28
2 0.4696970684 0.2989374813 0.1694114628 0.08860497090 0.04368457193 0.02072303844 0.00935985756
p=0.651 p=0.819 p=0.935 p=1.020 p=1.075 p=1.146
2_30 0.4894206601 0.3164875571 0.1779769720 0.09414606031 0.04789550533 0.02280695680 0.01096851304

p=0.628 p=0.830 p=0.918 p=0.975 p=1.070 p=1.056

Cizelge 1.°de verildigi gibi N artan degerler aldiginda diizglin yakinsama hizi
p™N’in yakinsama derecesi birinci derecedendir. Boylece teoride elde edilen birinci
dereceden e —diizgiin yakinsaklik uygulamada da saglanmustir.

Sekil 1. N = 80, ¢ = 27%,27%,2710 icin Kesin Coziim Egrileri (kirmizi, mavi, siyah)
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Sekil 1.’de goriildigli lizere &€ degerleri
kiictildikge x =0 ve x = 1 civarinda
sinir  katmanlart  kalimhigimin  giderek

incelmekte oldugunu ¢6ziim egrilerinin
koordinat eksenine dogru daha fazla
yaslandigin1 gérmekteyiz.

Sekil 2. N = 80, £ = 2719 i¢in Yaklasik Coziim (red) ve Kesin Coziim (blue) Egrileri

Sekil 2.’de goriildiigli lizere kesin ¢oziim ve yaklasik ¢oziim egrileri hemen
hemen aynidir. Boylece yakinsaklik saglanmistir.

0.1 7= -
o115

o125

L iy |

O O75

[ I

O O=2s

d
o

O Lol

Sekil 3. N = 80, ¢ = 2729,2725 2739 j¢in Hata Egriler

Sekil 3’te goriildigii tizere farkl €
degerleri i¢in x = 0 ve x =1 civarinda
sinir katmanlar1 bolgesinde ¢oziim ani ve
hizli degistiginden olusan diizensizlik
nedeniyle bu bolgede hatalar
maksimumdur.

Sonug¢

Bu ¢alismada [0,1] araliginda x’in
farkli degerlerine gore iki sinir katli lineer
ikinci mertebe ¢ok noktali singiiler
pertiitbe 0Ozellikli sinir deger problemi

icin Bakhvalov sebekede kurulan bu fark
semasinin,

N = 20,40,80,160,320, 640, 1280
degerleri ve ¢ singiler pertiirbe
parametresinin, ¢ = 272% k = 10, ...,15
degerleri igin e maksimum hata
sonuglart ve p" yakinsama oranlar
belirlenmistir. N artan, € azalan degerleri
igin diizgiin yakinsama oram olan p"’in
yakinsama derecesi birinci dereceden
bulunmustur.
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Uygulamada ise kurulan algoritma
yoluyla Maple 10 bilgisayar programi
kullanilarak bulunan niimerik sonuglarin,
teorik sonuglarla uyumlu oldugu elde
edilmistir. Veriler ¢izelge ve grafiklerle
gosterilmistir.

Sonug olarak her niimerik metotla
¢Oziimii kolay olmayan hem ¢ok noktali
hem de singiiler pertiirbe 6zellige sahip
bu tiir problemler i¢in ele alinan sonlu
fark metodu diizgiin olmayan sebekeler
(Shishkin, Bakhvalov, vb.) iizerinde
oldukca etkili ve elverislidir. Bu yapilan
caligma yardimiyla lokal olmayan daha
karmasik sartlar1 igeren gecikmeli ve
kismi tiirevli diferansiyel denklemler
caligilabilir. Ayrica yakinsaklik orani
ikinci ya da daha {st mertebeye
c¢ikarilabilir.

Kaynak

Adzic, N., Ovcin, Z., 2001. Nonlinear spp
with nonlocal boundary conditions
and spectral approximation. Novi
Sad Journal of Mathematics. 31:
85-91.

Amiraliyev, G. M., 1998. Difference
method for a singularly perturbed
initial value problem. Turkish
Journal of Mathematics. 22: 283-
294.

Amiraliyev, G. M., Cakir, M., 2000. A
uniformily convergent difference
scheme for singularly perturbed
problem with convective term and
zeroth order reduced equation.
International Journal of Applied
Mathematics. 2: 12, 1407-1419.

Amiraliyev, G. M., Cakir, M., 2002.

Numerical ~ solution of the
singularly perturbed problem with
nonlocal  boundary  condition.
Applied Mathematics and
Mechanics. (English Ed.) 23: 755
764.

Bakhvalov, N. S., 1969. On optimization
of methods for solving boundary-
value problems in the presence of a
boundary layer. The use of special

transformation ~ the  numerical
solution of bounary-layer problems.
Zhurnal Vychislitel'noi Matematiki
I Matematicheskoi Fiziki. 9: (4)

841-8509.

Bitsadze, A. V. and Samarskii, A. A.,
19609. On some simpler
generalization of linear elliptic

boundary value problems. Doklady
Akademii Nauk SSSR. 185: 739-
740.

Cakir, M., Amiraliyev, G. M., 2007.
Numerical solution of a singularly
perturbed three-point  boundary
value problem. International
Journal of Applied Mathematics.
84: 1465- 1481.

Cakir, M., 2010. Uniform second-order
difference method for a singularly
perturbed  three-point  boundary
value problem. Hindawi Publishing
Corporation Advances in
Difference Equations. 13 pages.

Cakir, M., Amiraliyev, G. M., 2010. A
numerical method for a singularly
perturbed  three-point  boundary
value problem. Hindawi Publishing
Corporation Journal of Applied
Math. 17 pages.

Cakir, M., Arslan, D., 2016. A numerical
method for nonlinear singularly
perturbed multi-point  boundary
value problem. Journal of Applied
Mathematics and Physics, 4: 1143-
1156.

Cakir, M., Arslan, D., 2016. Numerical
solution of the nonlocal singularly
perturbed problem. International
Journal of Modern Research in
Engineering and Technology, 1 (5),
13-24.

Cakir, M.,
difference method for
singularly  perturbed  problem.
International Journal of Modern
Research in  Engineering and
Technology, 1 (5), 25-39.

Arslan, D., 2016. Finite
nonlocal

74

Yiiziinci Yil Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi/ Journal of the Institute of Natural & Applied Sciences



Cok Noktali Singiiler Pertiirbe Ozellikli Sinir Deger Problemin Céziimii igin Sonlu Fark Metodu

Chegis, R., 1988. The Numerical solution
of problems with small parameter
at higher derivatives and nonlocal
conditions. Lietuvos Matematikos
Rinkinys. (in Russian). 28: 144-
152.

Doolan, E. P., Miller, J. J. H., Schilders,
W. H. A, 1980. Uniform
Numerical Methods for Problem
with Initial and Boundary Layers.
Boole Press, Dublin.

Farrel, P. A., Miller, J. J. H., O’Riordan,
E., Shishkin, G. I, 1996. A
uniformly convergent finite
difference scheme for a singularly
perturbed  semilinear  equation.
SIAM Journal on  Numerical
Analysis. 33: 1135-1149.

Gupta, C. P., Trofimchuk, S. I., 1997. A
sharper condition for the solvability
of a three-point second order
boundary value problem. Journal of
Mathematical Analysis and
Applications. 205: 586-597.

Herceg, D., Surla, K., 1991. Solving a
nonlocal  singularly  perturbed
problem by splines in tension.
Univ. u Novom Sadu Zb. Rad.
Prirod.-Mat. Fak. Ser. Mat. 21:

119-132.
Miller, J. J. H., O’Riordan, E., Shishkin,
G. I, 1996. Fitted numerical

methods for singular perturbation
problems. World Scientific,
Singapore.

Nayfeh, A. H., 1993. Introduction to
Perturbation Techniques. Wiley,
New York.

O’Malley, R. E. Jr., 1990. Singular
Perturbations Method for Ordinary
Differential Equations. Springer-
Verlag, New York.

Roos, H. G., Stynes, M., Tobiska, L.,
2008. Robust Numerical Methods
for Singularly Perturbed
Differential Equation: Convection-
Diffusion and Flow Problems.
Springer-Verlag, Berlin, 604.

75

Cilt/Volume: 22, Sayv/Issue:2. 2017



