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Dirichlet smir kosullu diferansiyel denklemler

Bu c¢alisma, matematiksel modellemede yaygin olarak karsilagilan
Dirichlet sinir kosullarin1 saglayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine
odaklanmaktadir. Bu denklemleri ¢6zmek i¢in Geometrik Ortalama
Optimizasyonu (GMO) algoritmasi kullanilmigtir. Bu amagla 6ncelikle
ileri beslemeli yapay sinir ag1 ile siir kosullarin saglanmasi igin 6n
egitimden gecirilmis ve maliyet fonksiyonu minimize edilerek yapay sinir
agima ait agirhk giincelleme islemi gerceklestirilmigti. GMO
algoritmasinin kullanimi, geleneksel ¢6ziim yontemlerine bir alternatif
olarak incelenmis ve deneysel c¢alismalarda benzer performans
saglamistir. Bu amagla, Dirichlet kosullarina sahip diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii arastirilmigtir. Elde edilen sonuglar, GMO
algoritmasinin Dirichlet kosullu diferansiyel denklemlerin ¢dziimii igin

bir alternatif sundugunu 6nermektedir.

1. GIRIS

Diferansiyel denklemler c¢esitli  bilimsel
problemlerin modellenmesinde kullanilan 6nemli bir
matematik denklemlerdir (Cheng, 2021). Literatiirde
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢ozlimleri igin
onerilen farkli yaklasimlar yer almaktadir. Yapay
sinir aglarina ek olarak optimizasyon metotlar1 da bu
farkli tipteki diferansiyel denklemlerin niimerik
cozlimlerini hesaplamada tercih edilmektedir. Bu
caligmalardan biri 2006 yilinda yiiksek mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde hibrit yapay
sinir ag1 modeli kullanilarak gergeklestirilmistir
(Malek ve Beidokhti, 2006). Baska bir ¢aligmada ise
ileri beslemeli yapay sinir aglart kullanilarak
baslangic veya Dirichlet sinir kosullarina sahip
birinci ve ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir (Gor,
2020). Sabir ve arkadaslar1 Emden-Fowler
diferansiyel denklemi ile temsil edilen iiglincii
dereceden dogrusal olmayan coklu tekil sistemlerin
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¢cozlimiinde yapay sinir aglari, genetik algoritmalar ve
aktif kiime algoritmasinin etkinligini kullanarak ileri
bir hesaplamali zeka gsemast tasarlamis ve
uygulamistir (Sabir vd., 2020). Adi diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢Ozlimlerini bulmak igin
onerilen farkli bir yaklagimda ise, taban fonksiyonu,
agirhikli  kalimti yontemi ve diferansiyel evrim
algoritmalar1 kullanilarak optimize edilen agsiz bir
yaklagim sunulmus ve bu yontemin yiiksek dogruluk
sagladig1 gosterilmistir (Zhang vd., 2020). Fang ve
arkadaslar1 birinci mertebeden tekil gecikmeli
diferansiyel denklemi ve denklem sisteminin yaklagik
¢cozlimiinde yapay sinir aglarimi tercih etmistir (Fang
vd. 2020). Gecikmeli diferasiyel denklemlerin farkl
bir ¢esidi olan pantograf gecikmeli diferansiyel
denklemlerinin  baslangic deger problemlerini
¢ozmek icin ise Khan ve arkadaslar tarafindan
yapilan ¢calismalarinda, dogrusal ve dogrusal olmayan
pantograf gecikmeli diferansiyel denklemlerinin
baslangic deger problemlerini ¢ézmek igin
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Levenberg-Marquardt Metodu ve Bayes diizenleme
metodu tabanli ileri beslemeli yapay sinir aglari
kullanilarak yeni bir hesaplama paradigmasi
sunulmus ve bu algoritmalarin dogrulugu hata
histogramlart ~ ve  regresyon  Olgiitleri  ile
dogrulanmistir (Khan vd., 2020). Gecikmeli
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimii i¢in farkl
bir yaklasim ise Panghal ve Kumar tarafindan
Onerilmistir. ~ Yaptiklarn  c¢alismada  gecikmeli
diferansiyel denklemler ileri beslemeli yapay sinir
aglar1 kullanilarak ¢6ziilmiis, agirt makine 6grenmesi
algoritmas1 ile egitilen farkli derinliklerdeki ag
mimarilerinin performansi incelenmis ve derin
aglarin ¢oziimler tizerindeki etkisi analiz edilmistir
(Panghal ve Kumar, 2021). Kesirli diferansiyel
denklemlerin baslangic deger problemini ¢6zmek icin
ise 2021 yilinda Wu ve arkadaslar1 tarafindan
dalgacik fonksiyonu tabanli dalgacik sinir ag1
Onerilmis ve algoritmanin yakinsama kosullari
verilerek orijinal denklemin yaklagik ¢6ziimiine
doniistiiriilmesi saglanmistir (Wu vd. 2021). Diger bir
calismada ise, yapay sinir aglarmin farkli bir ¢esidi
olan tek katmanli radyal tabanli fonksiyon ag1 ile asir1
makine Ogrenmesi algoritmas1t adi diferansiyel
denklemleri ¢6zmek i¢in yeni bir sayisal yontem
gelistirilmis  ve deneysel karsilagtirmalar, bu
yontemin mevcut yontemlerden daha iyi performans
gosterdigini kanitlamistir (Liu vd., 2023).

Ozel olarak Dirichlet kosullarini saglayan
diferansiyel denklemler, ¢esitli bilim ve miihendislik
disiplinlerinde genis bir uygulama yelpazesine
sahiptir. Bu denklemler, bir¢ok fiziksel sistem ve
mithendislik problemlerinde karsilasilan 6nemli
matematiksel problemleridir. Bu denklemlerin farkl
cesitleri icin literatiirde Onerilen ¢éziim ydntemleri
yer almaktadir. Kowalski tarafindan yapilan
calismada Dirichlet sinir deger kosullarina sahip bir
Duffing tipi denklem i¢in ¢0zlimiin parametreye
bagliligini incelemek amaciyla dogrudan degiskenler
yontemi kullanmilmistir (Kowalski, 2013). Dirichlet
sinir  kosullarina sahip ikinci dereceden lineer
Fredholm integro-diferansiyel denklemler icin ise
hizli ¢ok oOlgekli Galerkin yontemi gelistirilen
calismada, onerilen yontemin kararl oldugu, optimal
yakinsama diizenine sahip oldugu ve neredeyse lineer
hesaplama karmasikligina sahip oldugu logaritmik
bir faktorle kanitlanmistir (Chen vd., 2020). Kesirli
Dirichlet sinir deger probleminin zayif ¢ézlimlerinin
varliginin incelendigi c¢aligmada ise Sousa ve
arkadaglari  Nehari manifold ve degiskenler
yontemleri kullanarak farkli tipteki Dirichlet sir
deger problemi i¢in ¢oziim Onermistir (Sousa vd.,
2022).

Bununla birlikte Dirichlet kosulu igeren
denklemlerin ¢6ziimiiniin varlig1 bircok calismada
incelenmistir. 2018 yilinda yapilan ¢aligmada ani
etkiler iceren Dirichlet sinir deger problemi igin
asikar  olmayan klasik  ¢Oziimlerin  varligi,
varyasyonel yontemler ve kritik nokta teorisi
kullanilarak gosterilmistir (Graef vd., 2018). Ancak,
Dirichlet kosulu igceren denklemleri ¢ozmek
genellikle analitik olarak zordur ve sayisal ¢oziimleri
karmasiktir. Bu nedenle Dirichlet kosullarini
saglayan  diferansiyel  denklemlerin  niimerik
¢Ozlimlerini elde etme amaciyla literatiirde farkli
yaklasimlar yer almaktadir. Niimerik ¢oziimleri elde
etmede Onerilen bu yaklagimlara alternatif olarak
yapay sinir aglarinin ¢dziimii 6rnek olarak verilebilir.
Gilinel ve arkadaslarn 2018 yilinda yaptiklar
calismada, adi diferansiyel denklemler i¢in Dirichlet
sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde
etmek amaciyla devirli sinirsel ag kullanilmis, agin
egitiminde Parcacik Siirli Optimizasyonu yoOntemi
kullanilmis ve farkli aktivasyon fonksiyonlariyla elde
edilen c¢oOzimler karsilastirilarak devirli sinirsel
aglarin etkinligi degerlendirilmistir (Giinel vd. 2018).
Ayni yilda yapilan bagka bir ¢calismada, Dirichlet sinir
kosullar1 ve zamanla degisen gecikmelere sahip
stokastik reaksiyon-difiizyon sinir aglarinin @-tipi
kararliligt ve saglam kararliligi incelenmis; bu
kararlilig1 saglamak icin gerekli kriterler belirlenmis
ve teorik sonuglar sayisal  simiilasyonlarla
dogrulanmistir (Sheng vd., 2018). Ugiincii dereceden
dogrusal olmayan ve ¢oklu tekil sistemleri ¢6zmek
icin ise bagka bir calismada yapay sinir aglari, genetik
algoritmalar ve aktif kiime algoritmasi kullanilarak
ileri bir hesaplamali zeka yontemi tasarlanmis ve
uygulanmis, bu yontemin etkinligi bes farkli tekil
model varyanti1 iizerinde test edilmistir. (Sabir vd.,
2020). Cheng ve Zhang tarafindan yapilan ¢alismada
akiskan dinamigi problemlerini ¢6zmek icin Navier-
Stokes denklemlerini ve baslangig ile sinir kosullarini
maliyet fonksiyonuna dahil eden Resnet bloklar ile
birlesik fiziksel sinir ag1 gelistirilmis ve bu yontemin,
geleneksel derin 6grenme yontemlerinden daha giiclii
ongorii yetenegi sagladigi gosterilmistir (Cheng ve
Zhang, 2021). Dirichlet sinir kosullarina sahip adi
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini elde
etmek icin 2022 yilinda Onerilen calismada, siirli
zekas1 tekniklerinin ileri beslemeli sinir aglariyla
kullanimi incelenmis ve optimizasyon
algoritmalarinin sayisal ¢oziimiinii iyilestirmek i¢in
yapay ar1 kolonisi, karinca kolonisi optimizasyonu,
kiitle ¢ekimi arama algoritmasi ve parcacik siirii
optimizasyonu gibi yontemlerin yani sira bu
yontemlerin hibrit kombinasyonlar1 uygulanmistir
(Gtinel ve Gor, 2022).
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Bu ¢alismada ise literatiirde 6nerilen Geometrik
Ortalama Optimizasyonu (GMO) ile Dirichlet kosulu
iceren diferansiyel denklemlerin  niimerik
¢Ozlimlerinin incelenmesi amaglanmistir. GMO bir
optimizasyon algoritmasidir ve genellikle kiiresel
optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilir.
Temel amaci, bir hedef fonksiyonun belirli bir
degerini minimize etmek veya maksimize etmek icin
en iyl ¢oziiml bulmaktir. Bu amacla matematikte
bilinen geometrik ortalamaya benzer bir yaklasim
kullanilarak sozde geometrik ortalama kavramu ile
optimizasyon algoritmasi Onerilmistir (Rezaei vd.,
2021).

GMO algoritmasinin adimlarinda, bir arama
ajaninin  uygunluk degeri, karsit ajanlarinin
uygunluklarma gore belirlenir. Her iterasyonda,
ajanlarin o ana kadar ulastiklar1 en uygun konum,
yani ajanin mevcut iterasyona kadar elde ettigi en iyi
konum, kesin olarak belirlenir. Bu adimdan sonra,
verilen bir ajanin o ana kadar ki en iyi konumuna
iliskin her karsit ajan ig¢in, tiyelik degerlerinin
carpilmasi ile ikili uygunluk indeksleri hesaplanir. Bu
ifade, algoritmanin minimizasyon siireci i¢inde hem
uygunlugu hem de cesitliligi eszamanli olarak
artirarak potansiyel olarak daha elverisli bir senaryo
olusturma  kapasitesini ~ vurgular.  Literatiirde,
miihendislik alaninda kafes yap1 tasarimi gibi ¢ok
amaclit yaklasim ve uygulama alanini igeren
Geometrik Ortalama Optimizasyon algoritmasi
iizerine bazi aragtirmalar bulunmaktadir (Rezaei vd.,
2023).

Calismanin takip eden bolimiinde GMO
algoritmast ve Dirichlet smir GMO ile ¢oziimii
detayli bir sekilde agiklanacaktir. Bir sonraki
bolimde Dirichlet kosulu iceren lineer ve lineer

olmayan  diferansiyel denklemlerin  niimerik
cozlimlerini  incelemek amaciyla diferansiyel
denklemlerin GMO ve PSO ile ¢oOziimleri

incelenecektir. Calismanin son boliimiinde ise elde
edilen ¢oziimler analiz edilerek yontemlerin etkinligi
tartisilacaktir.

2. MATERYAL VE METOT

Bu bodliimde Dirichlet kosulu saglayan
diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimii i¢in bilinen
optimizasyon algoritmalarindan GMO algoritmasi
anlatilacaktir.

2.1. Geometrik Ortalama Optimizasyonu

Geometrik Ortalama Optimizasyon
Algoritmasinin baslangi¢c asamasinda arama alaninda
rastgele ajanlar olusturularak bu ajanlarin problem

iizerindeki sonuglar1 hesaplanir (Rezaei vd., 2023).
Uyelik degerleri (MFI) her ajan igin belirlenir.
Zadeh'in 6ne siirdiigii gibi bulanik mantigin temel
ilkelerine dayanan yontem ile hesaplanan iiyelik
degerleri, birden fazla degisken arasindaki
benzerligin ayirt edilmesine olanak tanir (Zadeh,
1965). Carpim bazli Larsen uygulama fonksiyonu
olarak bilinen bu 6zel carpimsal prosediir, bulanik
sistem  caligmalar1 alaninda yaygin  olarak
kullanilmaktadir. Ardindan s6zde geometrik ortalama
ad1 verilen islem uygulanarak ikili uygunluk
indeksleri hesaplanir. Her bir ajanin ikili uygunluk
indeksi hesaplanirken, karsit ajanlarin  iiyelik
degerleri  kullanilir. Bu durumda ajanlarin
birbirlerinden etkilendigini sdylenebilir. Elde edilen
verilerle olusturulan kilavuz ajan ve hiz vektoriine
bagli olarak ajanlarin konum giincellemeleri yapilir.
Ayrica bu algoritmada Gauss mutasyonu ve elitizm
islemleri uygulanmaktadir. Gauss mutasyonu ile
algoritmaya rassalik katilmistir. Elitizm islemi ile de
elit  bireyler iizerinden algoritma  adimlar
tamamlanarak algoritmanin daha hizli bir sekilde
sonuca ulagmas1 amaglanmistir.

Geometrik Ortalama Optimizasyonu (GMO),
cesitli problemlerin ¢ozliimiinde diger algoritmalara
gére avantajlar saglayan bir optimizasyon
algoritmasidir. Her optimizasyon algoritmasinda
oldugu gibi GMO'da da sorunun ¢6ziimii i¢in iki
gorevin yerine getirilmesi gerekmektedir: kesif ve
kullanim. Diger meta-sezgisel algoritmalarda kesif ve
kullanim ig¢in iki farkli degiskenin bulundugunu ve bu
durumda algoritmanin uygunlugu yiiksek ancak
cesitliligin diislik olabilecegi veya tam tersi bilinir.
Bu durumda hangi ajanin rehber olarak secilecegini
belirlemek zor olabilir. GMO algoritmasi, ikili
uygunluk indeksi (DFI) adi verilen bir degiskenle
ajanlarin hem uygunlugu hem de ¢esitliligi hakkinda
bilgi saglanabilir. Bu indeks, popiilasyondaki tiim
ajanlar i¢in hesaplanir ve arama siireci sirasinda her
arama ajani ic¢in yerel bir rehber tanimlamak igin
kullanilir.

Ik olarak Zadeh tarafindan ortaya atilan
bulanik mantik kavramlarina bakildiginda, cesitli
degiskenler arasindaki benzerlik, bu degiskenlere
atfedilen bulanik iiyelik  fonksiyonu (MF)
degerlerinin carpilmasiyla ifade edilebilir (Zadeh,
1965). Bu c¢arpma, bulanik sistemlerde genis capta

uygulanan, c¢arpim tabanli Larsen uygulama
fonksiyonu olarak bilinir. (MF) degerlerini
tanimlamak i¢in Esitlik 1 kullanilir.

f) = —5=:a <0 (1)
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Denklem 1 de bulunan, a ve ¢ parametreleri
sigmoidal MF'nin belirli 6zelliklerini belirtir. Ayrica
e Napier sabitidir. Her bir ajan i¢cin MF degeri
hesaplamas1 j = 1,2, ..., N i¢in Esitlik 2 ile verdigi
gibi yapilir.

MFt = L 2
Ve T | ?

Burada Zj best;» J 'inci ajanin simdiye kadarki

kisisel en amag fonksiyonu degeridir; 2 ve o, t 'inci
iterasyondaki ortalama ve standart sapmalardir.

Daha sonra bu MF degerlerine bagli olarak ikili
uygunluk indeksi dedigimiz deger Esitlik 3 ile
hesaplanir:

DFIf =1}y jz1 MF} (3)

Esitlik 3 ile her bir ajan i¢in, ikili eslesme
indeksi hesaplamalarinda karsit ajanlarin (kendisi
disindaki  diger ajanlarin) MF  degerlerinin
kullanildig1 goriilmektedir. Yani algoritmamizdaki
etmenlerin birbirleriyle etkilesim halinde olduklar
sOylenebilir.

Rehber ajanlarin belirlenmesinde Esitlik 4
kullanilmaktadir.

N t t
YN, DFI;xX

t Jj#i
Yi B Z]'ENbest DF11§+8i (4)
Rehber ajanlarin ¢esitliligini artirmak ve
rastgelelik eklemek i¢in Gauss mutasyon islemi
uygulanir. Mutasyonun uygulanmasini Esitlik 5. ile
verilen denklem ile yapilir.

Y! e =Yi + w Xrandn x (STDY,q — STDY)  (5)

Yeni konum vektoriinii  belirlerken tek
yapilmasi gereken, elde edilen hiz vektorii kadar ileri
gitmektir. Bunun icin gerekli olan yeni hiz vektori
Esitlik 6 ile verilmistir.

V§+1 =wX V? +o X (Yi,mutt - Xf) Q
=1+@2xrand — 1) X w (6)

Elde edilen hiz vektoriine bagl olarak konum
giincellenmesi Esitlik 7. ile verilmistir.

X1 = xt 4yttt (7)
Bir sonraki boélimde GMO algoritmasi

kullanilarak Dirichlet Sinir Deger Probleminin
¢Ozlimii anlatilacaktir.

2.2. Dirichlet Simir Kosulunun Geometrik
Ortalama Optimizasyon Algoritmasi ile
Coziimii

[Ik olarak Dirichlet smir degeri probleminin
¢ozimill i¢in yapay sinir a8 olusturulmustur.
Kullanilan yapay sinir agi, gizli katmaninda 10 néron
bulunan tek katmanli ileri beslemeli sinir agidir.
GMO algoritmasi ile yapay sinir ag1 problemin smir
kosullarin1 saglamas1 amactyla egitilmistir. Egitim
asamasinda Levenberg-Marquardt yontemi
kullanilmaktadir. Egitim sonrasinda sinir agi ile elde
edilen hatay1 GMO kullanilarak en aza indirmek
amaclanmaktadir. Bdylece yapay sinir agmin
agirliklar1 ve esik degerleri giincellenmektedir.

Ikinci dereceden bir diferansiyel denklem igin
Dirichlet sinir degeri problemi Esitlik 8 ile verildigi gibi
tanimlanir.

Y () =f(t,y(@®),y' ()t € [a,b]
y(a) = 4, (8)
y(b) =B

Tanimda verilen Dirichlet sinir degeri problemi

icin smir deger kosullarin1 saglayan deneme
fonksiyonu Esitlik 9. ile tanimlanir.

(t—b)A—(t-a)B

yr(t,p) = SRR 4 (¢ — ) (¢ - b)Net(t,B) (9)
Bilinmeyen parametre degerlerinin
belirlenmesi, Esitlik 11 ile verilen maliyet

fonksiyonunun en aza indirilmesini gerektirir. Esitlik
10 ile tanimlanan deneme fonksiyonunun giris
degerine gore kismi tiirevleri Esitlik 11 ve Esitlik12
tarafindan verilmistir.

B =23 (20 (5 () 29 a0

0 A-B
y{;t('t ) ~+ (2t — a— b)Net(t; )
+(t — a)(t; = b) _aNeatS-j'ﬁ) =
aZyT(t,-) ) aNet( )
T 2Net(t;,p) +2(2t; —a—b) —— ——= at;
+(4 )~ b) oD (2

Yapay sinir aglarmin birinci  ve ikinci
dereceden kismi tiirevi sirastyla Esitlik 13 ve Esitlik
14 ile verilmistir.

9%Net(t;,p)
at?

oNet(t;,p)

= 2Net(t;,p) + 2(2t; —a — b) T
j
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0%Net(t;,p)
+(t —a)(t; — b)T}J (13)
ONet(t;p) _ Net(tj+hw)—2+Net(t;d)+Net(t;—ha) (14)

atj h2

Dirichlet sinir problemleri i¢in Gradyan Diigiim
Algoritmasmi kullanirken, £ maliyet fonksiyo-
nunun bilinmeyen parametrelere gore tiirevlerinin

Cizelge 1: Ornek 1 ve Ornek 2 i¢in PSO’da ve GMO’da kullanilan parametre degerleri.

hesaplanmas1  gerekir.

problemlerde yerel minimuma takilma olasilig

yliksektir. Bu nedenle,

Parametre Parametre degerleri

YSA’daki ndéron sayisi, m 10
Popiilasyon sayisi, N 50

Arama uzayinin alt sinir1 -1

Arama uzayinin {ist sinir1 1
Arama uzayinin boyutu, d 3m
Egitim kiimesi i¢in adim uzunlugu, h 0.01
Iterasyon sayisi 100

Ancak yiiksek boyutlu Ornek 1.
" -2t 2
optimum parametreleri V' =Gy tytEles(H t%), ¢ € [0,1]
y(0) =0, (15)

belirlemek i¢in bir sonraki bdliimde Geometrik
Ortalama Optimizasyon Algoritmas1 kullanilarak
Dirichlet kosulu igeren farkli tipte denklemlerin
¢Ozlimii incelenmistir.

3. BULGULAR VE TARTISMA

GMO algoritmasinin Dirichlet kosulu igeren
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde
alternatif bir optimizasyon algoritmasi oldugunu
incelemek amaciyla lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri bu
bolimde incelenecektir. Esitlik 8 ile verilen
diferansiyel denklem lineer, Esitlik 9 ile verilen
denklem ise lineer degildir (Gor, 2020). Bu calismada
kullanilan parametreler Ornek 1 ve Ornek 2 igin
sirastyla PSO ve GMO algoritmalari i¢in Cizelge 1

ile verilmistir.

y(1) = log(2)

Esitlik 15 ile verilen denklemin gercek ¢ozlimii
log(1 + t2) “dir. Verilen denklemin ¢dziimlerinde
PSO ve GMO ile elde edilen mutlak hata degerlerinin
sonuglart egitim ve test kiimeleri igin sirasiyla
Cizelge 2 ve Cizelge 3 ile verilmistir. Verilen
cizelgelerde gorildiigl tlizere elde edilen ¢dziimler

egitim ve test kiimeleri i¢in bazi noktalarda
verilmistir.
Maliyet fonksiyonunun her iterasyonda

degisimi ise Sekil 3 ve Sekil 4 ile sirastyla PSO ve
GMO i¢in verilmistir.

Ayrica egitim ve test kiimesi icin elde edilen
ortalama karesel hata degerleri (MSE) ile saniye
cinsinden gegen siireler PSO ve GMO igin Cizelge 4
ile vermistir.

Cizelge 2: Ornek 1’in egitim kiimesindeki bazi noktalar i¢in niimerik ¢dziimiinden elde edilen mutlak hata degerler.

X PSO Céziimii GMO Céziimii
0.000 0.000 0.000
0.010 1.396x 1075 3.400 x 1073
0.020 1.241x 107° 6.670 x 1073
0.030 2.634% 107° 9.810 x 1073
0.040 2.927x 1075 1.282 x 1072
0.050 6.570% 1075 1.570 x 1072
0.060 1.102 x 10~* 1.845 x 1072
0.070 2.171x 107* 2.107 x 1072
0.080 8.257 x 1074 2.356 x 1072
0.090 2.767 x 1074 2.593 x 1072
0.100 3.386 x 10~ 2.817 x 1072
0.150 6.438 x 10~ 3.753 x 102
0.200 8.668 x 10~ 4396 x 102
0.250 9.459 x 10 4.768 x 102
0.300 8.634 x 107* 4.899 x 1072
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0.350 6.353 x 107*
0.400 3.005 x 10~*
0.450 8.951 x 107
0.500 4797 x 10™*
0.550 8.190 x 107
0.600 1.066 x 1073
0.650 1.194 x 1073
0.700 1.1919 x 1073
0.750 1.066 x 1073
0.800 8.435 x 107*
0.850 5.629 x 10™*
0.900 2.811x 107*
0.950 6.714 x 10™*
1.000 0.000

4.820 x 1072
4.566 x 1072
4174 x 1072
3.679 x 1072
3.117 x 1072
2.523 x 1072
1.928 x 1072
1.365 x 1072
8.591 x 1072
4370 x 1073
1.210 x 1073
6.860 x 10~*
1.141 x 1073
0.000

Cizelge 3: Ornek 1’in test kiimesindeki bazi noktalar i¢in niimerik ¢ziimiinden elde edilen mutlak hata degerleri.

X PSO Céziimii GMO Céziimii
0.000 0.000 0.000
0.005 9.055% 10~ 1.717% 1073
0.015 1.500% 10~5 5.052% 1073
0.025 6.458% 10~ 8.256x 1073
0.035 1.462x 1075 1.133x 102
0.045 4.637% 105 1.427x 1072
0.055 8.705 x 107> 1.709 x 1072
0.065 1.349% 10~ 1.978x 1072
0.075 1.886 x 10~ 2.233% 1072
0.085 2.465 x 10~ 2.476x 102
0.095 3.074 x 10~ 2.707% 102
0.105 3.700 x 10~ 2.925 x 1072
0.205 8.818 x 10~ 4.445 x 1072
0.255 9.448 x 107* 4.791 x 1072
0.305 8.466 x 107* 4.900 x 1072
0.355 6.059 x 107* 4.802 x 1072
0.405 2.631 x 107% 4.533 x 1072
0.455 1.294 x 10~* 4128 x 1072
0.505 5.167 x 1074 3.625 x 1072
0.555 8.484 x 107% 3.058 x 1072
0.605 1.084 x 1073 2.463 x 1072
0.655 1.199 x 1073 1.870 x 1072
0.705 1.184 x 1073 1.311 x 1072
0.755 1.048 x 1073 8.127 x 1073
0.805 8.172 x 1074 4.002 x 1073
0.855 5.337 x 10~* 9.607 x 10~*
0.905 2.555 x 1074 7.991 x 1074
0.955 5.243 x 1075 1.900 x 10~*
1.000 0.000 0.000

or PSO0 ile optimize edilen Yapay Sinir Agi Goziimleri

0.6

05

0.4

03

0z

0.1

O Egitim kimesinin sayisal g8zim(
—-—- Test kimesinin sayisal cozumu
—— Gergek goziim

I

' I I
Q (3] 0.2 03 04 0.5 06 o7 0.8 0.9 1

Sekil 1: Ornek 1 icin PSO kullamlarak elde edilen yaklasik
¢cOzlim grafigi

GMO ile optimize edilen Yapay Sinir Agi Goziimleri

Gergek gozim
©  Egitim kimesinin sayisal gbzmii
Test kiimesinin sayisal ¢ézomi

N I

'
[} 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 o7 0.8 0.9 1
X

Sekil 2: Ornek 1 icin GMO kullanilarak elde edilen yaklagik
¢Ozlim grafigi
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Sekil 3: Ornek 1 igin PSO kullanilarak elde edilen iterasyona
bagli maliyet fonksiyonu grafigi
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Sekil 4. Ornek 1 i¢in GMO kullanilarak elde edilen iterasyona
bagli maliyet fonksiyonu grafigi

Cizelge 4: Ornek 1’in egitim ve test kiimesi icin elde edilen ortalama karesel hata degerleri ve saniye cinsinden egitim ve

test stireleri i¢in gegen siireler.

PSO

GMO

Egitim Kiimesi icin MSE
Test Kiimesi icin MSE
Modelin Egitim Siiresi
Modelin Test Siiresi

7.877 x 1077+ 2.673 x 1077
7.799 x 1077+ 2.647 x 1077
5.509+2.733 x 1071
2.776 X 107+ 1.018 x 10~*

9.192 x 1073+ 8.473 x 107*
9.264 x 1073+ 8.539 x 107*
9.538 x 10+ 1.523
9.050 X 1073+ 8.472 x 10~*

Ornek 2.
y' + y*=0,te[01]
y(0) =1, (16)
y(1) =0
Esitlik 16 ile verilen Dirichlet kosulu igeren
diferansiyel denklemin gercek ¢Ozimi
tan (% 1- t))’ dir. Denklemin belirli noktalarda

hem egitim hem test kiimeleri i¢in elde edilen
niimerik ¢oziimler sirastyla Cizelge 5 ve Cizelge 6 ile
verilmistir.

Ornek 2 igin yaklasik ¢oziim grafikleri olan
Sekil 5 ve Sekil 6, sirastyla PSO ve GMO

algoritmalar1 kullanilarak elde edilen yaklasik ¢6ziim
grafikleri olarak verilmistir.

Maliyet fonksiyonunun her iterasyonda
degisimi ise Sekil 3 ve Sekil 4 ile sirasiyla PSO ve
GMO igin verilmistir.

Bununla birlikte elde edilen ortalama karesel
hata degerleri (MSE) PSO ve GMO igin elde
edilmistir. Buna gore egitim ve test kiimesi i¢in elde
edilen MSE degerleri Cizelge 7 ile vermistir. Cizelge
de ayrica ¢aligmada yapilan zaman analizine gore,
sirastyla egitim ve test kiimeleri i¢in saniye cinsinden
gecen slireler sunulmustur.

Cizelge 5: Ornek 2’nin egitim kiimesindeki baz1 noktalar i¢in niimerik ¢dziimiinden elde edilen mutlak hata degerler.

X PSO Coziimii GMO Coziimii
0.000 1.110x 10716 1.110x 10716
0.010 8.245x 1073 6.359%x 10~*
0.020 1.615x 1072 1.133x 1073
0.030 2.373x 1072 1.497x 1073
0.040 3.099x 1072 1.737x 1073
0.050 3.794x 1072 1.860%x 1073
0.060 4.458 x 1072 1.870 x 1073
0.070 5.0933% 1072 1.775x 1073
0.080 5.699x 1072 1.581 x 1073
0.090 6.277x 1072 1.294 x 1073
0.100 6.827x 1072 9.193 x 107
0.150 9.194 x 1072 2.086 x 1073
0.200 1.097 x 1071 6.543 x 1073
0.250 1.223 x 107! 1.193 x 1072
0.300 1.304 x 1071 1.780 x 1072
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Cizelge 6: Ornek 2’nin test kiimesindeki bazi1 noktalar i¢in niimerik ¢oziimiinden elde edilen mutlak hata degerleri.

[:}

PSO ile optimize edilen Yapay Sinir Agn Géziimleri

0.350
0.400
0.450
0.500
0.550
0.600
0.650
0.700
0.750
0.800
0.850
0.900
0.950
1.000

1.345 x 1071
1.352 x 1071
1.327 x 1071
1.277 x 1071
1.204 x 1071
1.112 x 1071
1.003 x 107!
8.821 x 1072
7.495 x 1072
6.084 x 1072
4.610 x 1072
3.093 x 1072
1.550 x 1072
0.000

2.378 x 1072
2,953 x 1072
3.476 X 1072
3.921 x 1072
4.267 x 1072
4492 x 1072
4.578 x 1072
4.508 x 1072
4.266 x 1072
3.838 x 1072
3.211x 1072
2.370 X 1072
1.304 x 1072
0.000

X PSO Coziimii GMO Coziimii
0.000 1.110x 10716 1.110x 10716
0.005 4.165x 1073 3.358x 107*
0.015 1.224x 1072 9.012x 10~*
0.025 1.998% 1072 1.331x 1073
0.035 2.740%x 1072 1.633%x 1073
0.045 3.450x 1072 1.813x 1073
0.055 4.130 x 1072 1.878 x 1073
0.065 4.779%x 1072 1.835x 1073
0.075 5.399x 1072 1.690 x 1073
0.085 5.991x 1072 1.449 x 1073
0.095 6.556x 1072 1.117 x 1074
0.105 7.093 x 1072 7.007 x 1073
0.205 1.112 x 1071 7.047 x 1073
0.255 1.233 x 107! 1.250 x 1072
0.305 1.310 x 107! 1.840 x 1072
0.355 1.347 x 1071 2.437 x 1072
0.405 1.350 x 107! 3.008 x 1072
0.455 1.324 x 107! 3.524 x 1072
0.505 1.271x 107! 3.961 x 1072
0.555 1.196 x 1071 4.295 x 1072
0.605 1.102 x 1071 4.507 x 1072
0.655 9.922 x 1071 4.578 x 1072
0.705 8.693 x 1072 4.492 x 1072
0.755 7.357 X 1072 4.232 x 1072
0.805 5.939 x 1072 3.785 x 1072
0.855 4.460 x 1072 3.137 x 1072
0.905 2.939 x 1072 2.274 x 1072
0.955 1.395 x 1072 1.185 x 1072
1.000 0.000 0.000

O Egitim kiimesinin sayisal gazamil
— =+ Test kilmesinin sayisal g8zlimii

L
0.1

Gergek ¢Bzim

0.2

0.3

Sekil 5: Ornek 2 icin PSO kullanilarak elde edilen yaklasik

¢Oziim grafigi

0

Gergek gazim

©  Egitim kimesinin sayisal 8zimi

Test kiimesinin sayisal gdzimil

L '
01 02 03 0.4

0.5

GMO ile optimize edilen Yapay Sinir Agi Géziimleri

Sekil 6: Ornek 2 icin GMO kullanilarak elde edilen yaklasik
¢Ozlim grafigi

26



ADU Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi, 2024, 1(1): 19-29
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Sekil 7: Ornek 2 icin PSO kullanilarak elde edilen iterasyona
bagli maliyet fonksiyonu grafigi
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Sekil 8. Ornek 2 i¢in GMO kullanilarak elde edilen iterasyona
bagli maliyet fonksiyonu grafigi

Cizelge 7: Ornek 1’in egitim ve test kiimesi icin elde edilen ortalama karesel hata degerleri ve saniye cinsinden egitim ve

test stireleri i¢in gegen siireler.

PSO

GMO

Egitim Kiimesi icin MSE
Test Kiimesi icin MSE
Modelin Egitim Siiresi
Modelin Test Siiresi

9.321 x 107348.542 x 107°
9.230 X 1073+8.459 X 1075
4.633+ 2.221
2.818 X 107*+2.385 x 10~*

3.897 x 1073+0.000

3.927 x 1073+0.000

8.647 x 10+ 2.846
7.941 X 1073+ 6.616 x 10~*

4. SONUC

Bu ¢aligmada optimizasyon algoritmalarindan
GMO algoritmast ile Dirichlet kosulu igeren
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri elde
edilmistir. Bu amacla tek ara katmanli ileri beslemeli
yapay sinir ag1 modeli kullanilarak ara katmanda 10
noron oncelikle sinir kosullarin1 saglayabilmesi i¢in
on egitimden geg¢irilmistir. Egitim asamasinda
Levenberg Marquat metodu kullanilmistir. Daha
sontra GMO algoritmas1 kullanilarak  maliyet
fonksiyonu minimize edilerek agirlik ve esik
degerleri giincellenmistir. GMO algoritmasinin
performansini incelemek amaciyla literatiirde siklikla
kullaniln PSO algoritmasi ile karsilastirilmistir.

Elde edilen niimerik ¢oziimlere gore, GMO

algoritmasinin  Dirichlet  kosullu  diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢o6ziimii icin alternatif bir
optimizasyon  algoritmast  oldugu  sonucuna

varilmistir. Lineer ve lineer olmayan tipteki Dirichlet
kosullu diferansiyel denklem i¢in PSO algoritmasinin
zaman analizine gére GMO algoritmasindan daha
hizli sonug¢ verdigi gézlemlenmistir. Buna ek olarak
GMO algoritmasinin lineer olmayan tipteki denklem
icin analitik ¢oziime daha yakin bir ¢éziim elde
edildigi goriilmektedir.

GMO algoritmasimin PSO’ya yakin sonuglar
vermesine ek olarak, literatirde var olan
optimizasyon algoritmalarindaki stratejiler
kullanilarak GMO algoritmasinin performansinin

daha da iyilestirilmesi saglanabilir. Bu stratejilere
ornek olarak Sobol, Halton, Hammersley ve Latin
hiperkiip gibi farkli dagitim algoritmalar1 kullanarak
ilk popiilasyonu olusturma islemi ile rastgele fakat
dengeli populasyon olusturulmasi verilebilir (Sirsant
ve Reddy, 2022; Ahmad ve Rauf, 2021; Navarro vd.,
2022). Populasyon olusturma kisminda yapilabilecek
degisiklige ek olarak anlik en iyi secim (greedy
selection) kullanilarak yerel olarak en iyi olan
secenegi tercih edilebilir ve bu se¢imler sonucunda
global olarak en 1yi ¢6zlime ulasmak hedeflenebilir
(Liu ve Qin, 2020). Ayrica algoritmanin en iyi
¢Oziimlerini kaybetmeden ilerlemesi ve daha hizli bir
sekilde yakinsamaya ulagsmasi hedeflenen elitizm
prensibi de GMO algoritmas1 i¢in uygulanabilir
(Huang ve Li, 2020). Dinamik populasyon yaklagimi
da diger bir alternatif olarak diisiiniilebilir (Li vd.,
2021). Kendinden 6grenme stratejisi (Self-learning
strategy) ile algoritmanin kendi performansini
tyilestirmek icin onceki deneyimlerinden
O0grenmesini ve bu deneyimlerden faydalanarak daha
1yi sonuglar elde etmesini saglayan yontem GMO i¢in
tercih edilebilir (Deng vd., 2024). Buna ek olarak,
GMO algoritmast i¢in karsithk temelli 6grenme
(Opposition-Based Learning) teknigi ile bir ¢oziimiin
karsit degerini hesaplayarak arama alanini daha etkin
bir sekilde taramayr amaglayan bir yaklasim
denenebilir (Huang ve Li, 2020; Chen vd., 2022;
Alomoush vd., 2019). GMO algoritmasimin kesif
yetenegini arttirmak icin ise, bdlgesel hakimiyet
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politikas1 (Regional domination policy) uygulanabilir
(Giinel vd., 2018; Giinel vd., 2020). Ayrica Lévy
ucusu (Lévy flight) ile yerel optimal ¢oziimlerden
kacabilmesini ve popililasyon arama alanim
genisletebilmesi amaciyla GMO algoritmasi igin
tyilestirme diisiiniilebilir. Bahsedilen stratejiler ile
sinirlt olmamakla beraber farkli yaklagimlar tercih
edilebilir.

Calismada kullanilan kodlara su adresten
erigilebilir: https://github.com/iclalgor/GMO-
Solutions-of-a-Class-of-DEs-with-DBCs/tree/main
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