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Kararli durumdaki iki boyutlu heterojen bir plakanin 1s1 transferi probleminin kapali form ¢6ziimii ele alinmustir.
Kararli durumda oldugu diiiiniilen bu plakanin 1s1l iletkenliginin, iki yonde iistel olarak degistigi varsayilmustir.
Bu kosullar altinda elde edilen kismi diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii, degiskenlerine ayirma yontemi
kullanilarak elde edilmistir. Cozlimiin dogrulugunu test etmek icin sinir kosullarinda verilen keyfi fonksiyonlar

kullanilmustir. Farkli 1s1 aki degerleri igin elde edilen sonuglar grafikler {izerinde tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler- Heterojen Plaka, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme, Degiskenlerine Ayirma
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ABSTRACT

A closed form solution of the heat transfer problem of a two-dimensional heterogeneous plate under steady state
condition is discussed. It is assumed that the thermal conductivity of this plate, which is in steady state, varies
exponentially in two directions. The analytical solution of the partial differential equation obtained under these
conditions is obtained using the separation of variables method. Arbitrary functions given in boundary conditions
are used to test the accuracy of the solution. The results obtained for different heat flux values are discussed on
graphs.
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1. GIRIS

Birbirine paralel iki yiizeyin sinirlandirdigr ve kalinligi diger boyutlara gore oldukga kiiciik olan diiz
yapilar ince plakalar olarak tanimlanir. Yapisal olarak daha hafif mithendislik elemanlar1 olusturmasi nedeniyle
kopriiler, hidrolik yapilar, konteynirlar, ugaklar, depolar, tanklar, basinghi kaplar gibi miihendisligin birgok
alaninda yaygin olarak kullanilmaktadir. Farkli ¢evre kosullarina uygun malzeme ihtiyacindan ortaya ¢ikan
kompozit malzemeler baslangigta hem sicakliga hem de deformasyona dayanikli olmasi igin iiretilmislerdir.
flerleyen siireclerde daha yiiksek sicaklik ve dayanim siireleri icin fonksiyonel dereceli malzeme ihtiyaci ortaya
¢cikmigtir. Kompozit bir malzeme tiirli olarak da nitelendirilen bu malzemeler, Fonksiyonel Derecelendirilmis
Malzemeler (FDM) olarak literatiire gegmistir. {1k olarak Japon malzeme bilimcilerinin farkli malzemelerin iistiin
ozelliklerinin birlestirilmesi fikrinden dogmus olan bu fonksiyonel dereceli malzemelerin, bu alandaki hizli
gelismelere paralel olarak ¢ok genis kullanim alanlar1 ortaya ¢ikmistir. FDM uygulamalari ilk zamanlarda genel
olarak metal ile seramik malzemenin kompozit olarak birlestirilmesiyle elde edilirken, giinimiizde homojen ya da
heterojen dagilim gosterecek sekilde bu malzemeler i¢ ige gegirilerek elde edilmektedir. FDM’lerde metal-seramik
malzeme Ozellikleri bir yilizeyden diger yiizeye gegerken bir konum fonksiyonuna bagli olarak malzeme
bilesenlerinin dagilimina gore siirekli ya da kademeli olarak degisim gosterir. Dereceli yapisi sayesinde ¢ok yiiksek
sicakliklara dayanabilme kapasitesi, saglamligi, iletkenligi, diisiik 6zgiil agirliga sahip olmasi gibi daha pek ¢ok
ozelliginden dolay1 uzay ve havacilik, endiistriyel malzemeler, tip, savunma sanayi, enerji, optoelektrik vb. gibi
bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Is1 iletimi olgusuna, kaynaktan son kullaniciya 1sil enerji aktaran borulama gibi
yiiksek hizlarda 1s1 transferinin gergeklestigi uygulamalarda yaygin olarak karsilagilmaktadir.

Literatiire bakildiginda iki boyutlu levhalarin 1s1 iletimi probleminin sayisal yontemlerle ¢dzlimiiniin zor oldugu
goriilmektedir. Karmasik tipteki problemler igin 1s1 iletimi problemlerinin analitik ¢éziimii mevcut degildir.
Literatiirde bu alanda yapilmig bazi ¢aligmalar sirasiyla su sekilde verilebilir. Tornabene vd. [1] ¢ift kavisli lamine
kompozit kabuklarin ve panellerin statik davranisini aragtirmiglardir. Yine Tornabene vd. bir bagka ¢aligmalarinda
[2] ince ve kalin ¢ift kavisli lamine kompozit kabuklarin ve farkli egriliklere sahip panellerin serbest titresimleri
icin 2 boyutlu yiiksek dereceli esdeger tek katman teorisinin genel bir formiilasyonunu sunmuslardir. Kullikov vd.
[3] ornekleme yiizeyleri (SaS) teknigini kullanarak hibrit-karistk bir ANS dort diigimli kabuk elemani
gelistirmislerdir. Lei vd. [4] birinci dereceden kayma deformasyonu plaka teorisine dayanan lamine FD-CNT
takviyeli kompozit plakalarin serbest titresim analizi i¢in elemansiz kp-Ritz yontemini kullanmiglardir. Katman
sayisint ve laminasyon acisiin etkilerini de detayli olarak incelemislerdir. Lie vd. [5] bir baska ¢aligmalarinda
karbon nanotiip (CNT) ile gili¢lendirilmis fonksiyonel derecelendirilmis donen silindirik panellerin serbest titresimi
iizerinde ¢alismislardir. Calismalarinda elementsiz gekirdek parcacikli Ritz yontemini (kp-Ritz) kullanmislardir.
Dénen silindirik panelleri, panellerin kalinlik yonii boyunca farkli dagilimlara sahip tek duvarli karbon nanotiipler
(SWCNT) ile giiglendirerek elde ettikleri donen panellerin etkin malzeme Ozelliklerini tahmin etmek igin
genigletilmis karigim kuralint kullanmiglardir. Yine Lie vd. [6] bir baska caligmalarinda IMLS-Ritz yontemini
kullanarak Pasternak temellerine dayanan fonksiyonel derecelendirilmis karbon nanotiip (FD-CNT) takviyeli
kompozit kalin diiz kenarli dortgen plakalarin serbest titresim davraniglarimi ele almislardir. FD-CNT takviyeli
kompozit plakalar, kalinlik yoniinde derecelendirilmis malzeme 6zellikleri ile eksenel yonde tek eksenli olarak
hizalanmig CNT takviyeli yapiya sahiptir. Gelistirilmis hareketli en kiigiik kareler Ritz (IMLS-Ritz) yonteminin
sayisal kararliligin1 géstermek icin 6rnek problemler ele alip yakinsama durumlarini incelemislerdir. Lie vd. [7]
bir calismalarinda miikemmel sekilde baglanmis karbon nanotiip takviyeli fonksiyonel derecelendirilmis (CNTR-
FD) katmanlardan olusan, karbon nanotiip takviyeli fonksiyonel olarak derecelendirilmis kompozit lamine
plakalarin biikiilme tepkilerini incelemislerdir. Song Z vd. [8] yiiksek dereceli CNT takviyeli fonksiyonel
derecelendirilmis plakalarin titresim 6zelliklerini, bu plakalarin titresim davraniglari iizerindeki CNT dagilimlarini
ve piezoelektrik yama yerlesimlerinin titresim kontrol etkileri lizerindeki etkilerini analiz ettikleri ¢aligmalarinda
ana plakanin iist ve alt ylizeylerine baglanan piezoelektrik aktiiatdr ve sensor ciftleri kullanmislardir. Shaw LL [9]
¢ok katmanli ve bilesimsel olarak derecelendirilmis plakalar ve kaplamalardaki termal artik gerilimlerin analizini
yaparken ¢ok katmanli malzemelerde bilesim gradyani, elastik modiil, termal genlesme katsayis1 ve katman sayis1
dahil olmak tizere farkli malzeme bilesenlerinin artik gerilimlerin biiyiikliigi ve dagilimi iizerindeki etkileri
iizerine sistematik ¢aligmalar yapmistir. Artik gerilimlere bagli olarak plakalarin ve kaplamalarin sekilsel
degisikliklerini de aragtirmistir. Reddy vd. [10] fonksiyonel derecelendirilmis silindirlerin ve plakalarin dinamik
termoelastik tepkisini incelemek icin termal yiiklemeye maruz kalan fonksiyonel derecelendirilmis eksenel
simetrik bir silindir problemi ve yani sira fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir plaka i¢in, li¢c boyutlu bir 1s1
iletim denklemi ile birlestirilmis enine kayma sekil degistirmelerini ve donmeleri hesaba katan birinci dereceden
kayma deformasyonu plaka teorisini (FSDT) kullanan bir termoelastik sinir degeri problemi formiile etmislerdir.
Reddy vd. [11] fonksiyonel derecelendirilmis dikdortgen plakalarin {i¢ boyutlu termomekanik deformasyonlarini
asimptotik bir yontem kullanarak incelenmislerdir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmis dikddrtgen plakalarin
termoelastik deformasyonlarinin sonuglarini kiyaslayarak genellikle iki boyutlu plaka teorileri tarafindan yapilan
sabit kalinlik boyunca sapma varsayiminin termal yiik durumu igin gegersiz oldugu, ancak mekanik yiik durumu
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i¢in iyi bir yaklasim oldugu sonucuna ulagmislardir. Reddy JN [12] Navier'in dikdértgen plaka ¢oziimleri ve
iciincli dereceden kayma deformasyonu plaka teorisine dayanan, kalinlikk boyunca fonksiyonel olarak
derecelendirilmis plakalarin analizi i¢in sonlu elemanlar modelline dayanan teorik bir formiilasyon iizerinde
calismistir. Nicholas Fantuzzi vd. [13] Genellestirilmis Diferansiyel Dortli Sonlu Elemanlar Yontemi (GDQFEM)
kullanarak geometrik siireksizliklere ve keyfi kavisli siirlara sahip orta kalinlikta FD plakalarin dinamik
davranisini arastirmiglardir. Apalak vd. [14] tarafindan fonksiyonel olarak derecelendirilmis plakalarin malzeme
ozelliklerinin, plaka kalinlig1 yonii boyunca degil, diizlem i¢i yon boyunca kuvvet yasasina gore degistigi
varsayilarak farkli kenar 1s1 akislari i¢in yapistirilarak birlestirilmis fonksiyonel derecelendirilmis kenetlenmis
plakalarin termal artik gerilme analizleri yapilmigtir. Bagcei vd. [15], iki boyutlu termoelastik 1s1 iletimi ve Navier
denklemlerini sonlu farklar yontemini kullanilarak ayriklastirmis ve elde edilen dogrusal denklem sistemini pseudo
tekil deger yontemi kullanarak ¢dzmiislerdir. Caligmalarinda, farkli diizlem i¢i malzeme bilesimleri ve diizlem ici
1s1 akislari i¢in fonksiyonel derecelendirilmis kenetlenmis plakalarin gegici termal artik gerilme analizlerini
yapmiglardir. Apalak vd. [16] malzeme bilesiminin, levha kalinlig1 yonii boyunca degil, diizlem i¢i y6n boyunca
kuvvet yasasma gore degisecegi varsayilarak yapistiriciyla birlestirilmis fonksiyonel derecelendirilmis
kenetlenmis dairesel plakalarda diizlem igi bilesimsel gradyan iissiiniin ve yoniiniin termal artik gerilim ve
deformasyonlar tizerindeki etkilerini aragtirmiglardir. Apalak vd. [17] fonksiyonel olarak derecelendirilmis
plakalarin malzeme 6zelliklerinin, plaka kalinlig1 yonii boyunca degil, diizlem i¢i yon boyunca kuvvet yasasina
gore degistigi varsayilarak diizlem i¢i sabit i¢ ve dis kenar 1s1 akilar1 igin fonksiyonel derecelendirilmig kenetlenmis
ici bos dairesel plakalarin termal artik gerilme analizlerini yapmiglardir. Sadowski vd. [18] termal soka maruz
kalan FDM silindirik plakalarda sicaklik alani problemine ve 1s1 transfer katsayisinin degerlendirilmesine
calismislardir. Alibeigloo A [19] termo-mekanik yiiklere maruz kalan basit destekli kenarlar1 olan fonksiyonel
derecelendirilmis dikdortgen plakalarin ti¢ boyutlu termo-elastik analizini gerceklestirmistir. Sicaklik degisiminin,
uygulanan mekanik yiikiin, gradyan indeksinin, en boy oraninin ve kalinlik/uzunluk oraninin plakanin davranisi
iizerindeki etkilerini incelemistir. Apalak vd. [20] iki seramik kenar1 boyunca sabit diizlem i¢i 1s1 akisina maruz
kalan cift yonlii fonksiyonel derecelendirilmis kenetlenmis plakalarin termal gerilme ve deformasyon durumlarini
aragtirmislardir. Apalak vd. [21] farkli kenar 1s1 akilart i¢in yapistirilarak birlestirilmis fonksiyonel
derecelendirilmis kenetlenmis plakalarin termal artik gerilme analizini yapmiglardir. Apalak vd. [22] bir bagka
calismalarinda, farkli diizlem i¢i malzeme bilesimleri ve diizlem ig¢i 1s1 akilar1 igin fonksiyonel olarak
derecelendirilmis kenetlenmis plakalarin gegici termal artik gerilme analizlerini ger¢eklestirmislerdir. Boggarapu
vd. [23] islevsel olarak derecelendirilmis malzeme arastirmalarindaki son gelismelere genel bir bakis sunmaktadir.
Demirbas vd. [24] diizlem boyunca iki yonde fonksiyonel derecelendirilmis dikdoértgen plakalarin termo-mekanik
davranisini, ii¢ boyutlu elastiklik denklemleri ile incelemislerdir. Demirbag vd. [25], kenetlenmis fonksiyonel
dereceli dikdortgen plakalarin iki boyutlu termoelastik analizlerini, malzeme &zelliklerinin sicaklifa bagh
oldugunu goz 6niinde bulundurarak sonlu farklar ve elemanlar yontemleri ile ¢cdzmiislerdir. Ghatage vd. [26] ¢ok
yonlii kademeli (kiris/plaka/kabuk) yapilarin modellenmesi ve analizi tizerine kapsamli bir inceleme sunmuslardir.
Golbahar vd. [27] tarafindan belirli bir 1sitma zaman araliginda istenen alan sicaklik dagilimlarina ulagmak i¢in
fonksiyonel olarak derecelendirilmis kalin plakalarin siirlarindaki 1s1 akiglarini tahmin etmek igin optimal bir
kontrol prosediirii sunulmaktadir. Leetsch vd. [28] yapmis olduklari ¢aligmada, enine termal yiiklere maruz kalan
fonksiyonel dereceli plakalarin {i¢ boyutlu termomekanik davranisini, bir dizi iki boyutlu sonlu plaka elemani ile
incelemislerdir. Marchuk [29] tarafindan {i¢ boyutlu formiilasyonda katmanli, fonksiyonel olarak
derecelendirilmis plakalarin termal olarak gerilimli durumunu incelemek icin iki yaklasim gelistirilmistir. lk
yaklasimda, Reissner varyasyon ilkesini kullanarak, bir integral diferansiyel denge denklemleri sistemi ve karsilik
gelen sinir kosullari, bir varsayim getirilmeden elde edilmistir. ikinci yaklasimda, {i¢ boyutlu termoelastik
dengenin diferansiyel denklemlerini olugturmak icin yap1 kalinligt boyunca aranan fonksiyonlarin polinom
yaklagimi kullanilmigtir. Matysiak vd. [30], fonksiyonel dereceli tabakanin ve kompozit malzemenin 1s1 iletkenligi
ve geometrik 6zelliklerinin, cisimlerdeki sicaklik ve 1s1 akis1 dagilimlari iizerindeki etkisini arastirmiglardir. Pala
vd. [31] sabit hizla hareket eden 1s1 kaynagi tarafindan isitilan dikdortgensel plaka tizerindeki sicaklik dagiliminin
analitik ¢6ziimiint, ¢ift katli Fourier serisi kullanarak ¢ozmiislerdir. Tek dogrultuda dogrusal ve dairesel hareketli
1s1 kaynaklari i¢in inceleme yapmislardir. Yarimpabug vd. [32], homojen olmayan genel sinir kosullarina sahip iki
boyutlu anizotropik bir plakanin 1s1 iletim analizini, sonlu eleman tabanli ANSYS-Fluent ile ele almiglardir.
Malzemenin 1s1l iletkenligi ile 1s1 iiretim parametrelerinin iki uzay degiskenine gore keyfi olarak degistigi
varsayilmistir. Baytak vd. [33], fonksiyonel dereceli veya lamine kompozit plakalarda termal gerilim dagilimi i¢in
analitik bir formiil 6nermislerdir. Farkli elastik modiillere sahip deneysel modellerin iiretimindeki deneysel
sorunlar1 tartismislardir. Yarimpabug vd. [34], heterojen bir ortamda iki boyutlu kararli durumdaki 1s1 transferi
problemini, iki boyutlu pseudospektral Chebyshev yontemi ile analiz etmislerdir. I¢ 1s1 {iretiminin iki yonde keyfi
olarak degistigi varsayilirken, malzemenin 1s1l iletkenlik katsayisint Mori-Tanaka modeli ile iki yonli (kalinlik-
uzunluk) olarak derecelendirildigi varsayilmustir.
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Bu ¢alismada, kararli durumda oldugu diisiiniilen fonksiyonel derecelendirilmis iki boyutlu plakanin 1s1
iletim analizi ele alinmistir. Plakanin 1s1l iletkenliginin iki yonde iistel olarak fonksiyonel derecelendirildigi
varsayilmistir. Bu kosullar altinda sabit katsayili homojen kismi diferansiyel denklem elde edilmistir. Literatiirden
farkl1 olarak 1s1 iletim katsayisinin iki yonde degistigi durumun analitik ¢6ziimii, degiskenlerine ayirma yontemi
ile ilk defa bu c¢alismada ele alinmistir. Coziimiin dogrulugunu test etmek igin sinir kosullarinda verilen keyfi

fonksiyonlar kullanilmistir. Farkli 1s1 aki degerleri i¢in elde edilen sonuglar grafikler iizerinde tartigilmistir.
II. MATERYAL VE YONTEM

Bu caligmada, dikdortgen bir bolgede fonksiyonel derecelendirilmis plakanin 1sil iletim katsayisinin iki
uzay degiskenine gore keyfi olarak degistigi iki boyutlu bir 1s1 iletimi problemi ele alinmistir. Bu kosullar altinda
homojen dogrusal kismi diferansiyel denklem

0 00 5] a0
s (kO3 + (K DFg) =0, (L<n<l-w<E<w) 1)

seklinde elde edilir. Bu plaka i¢in sinir kosullart

00 v _
o (L =—1T=s 0L =6() (2a)

G -W)=F@m);  ZaW)=0 (2b)

seklinde alinmustir. Burada sirasiyla 6(n,€), k(n,§), qg, 0 ; sicaklik, 1s1 iletim katsayisi, sabit yiizey 1s1 akist
ve sabit ortam sicakhigidir. F(n) ve G(&) rastgele fonksiyonlari temsil etmektedir. Biitiin degiskenleri ayni
mertebeye getirmek ve daha etkili bir ¢cdzliim elde edebilmek i¢in asagidaki boyutsuz parametreler kullanilmigtir:

B Omax—beo

Bu calismada 1s1l iletkenlik katsayisinin iki degiskene gore degistigi

Kk, ) = koe“De (), 4

varsayilmistir. Boyutsuzlastirma parametreleri (3) ve 1s1 iletim katsayisi (4) sistemi modelleyen kismi diferansiyel
denklem (1) ve smur kosullarinda yerine yazilirsa, 1s1 iletim probleminin boyutsuz denklemi ve sinir kosullar
asagidaki gibi elde edilir:

°T | (0T _ 2,00 | 29T _ o _

o T g~ e ayz—O,(1<x<1, 1<y<1) )
T (1y) = —ae%e?;  T(Ly) = G6O) (6
T(x,—1) = F(x); %@J)=a (6b)

Burada ¢ = L/W sabit, a = qoL/ko(Bimax — 8c) boyutsuz 1s1 akisini gostermektedir. Bu denklemin
degiskenlerine ayirma yontemi ile analitik olarak ¢oziilebilmesi i¢in kismi diferansiyel denklemin homojen
olmasinin yaninda en az bir yonde sinir kosullarinin da homojen olmasi gerekir. Sinir kosullarinin bir yonde
homojen olmasini saglamak igin sicaklik fonksiyonu

T(x,y) =Ti(x,y) + To(x,y) ()
olacak sekilde ayrilsin. T; (x,y) i¢in x yoniindeki sinir kosullari (6a)

o1 (=1y) _

ox _ae(xe}/y’ T1(1'J’) = G(y) (8)

seklinde segilirse, T,(x,y) i¢gin x yoniindeki sinir kogullart

T, (-1,
TED =0, T,(L,y) =0 ©
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olur. T; (x, y) igin belirlenen sinir kogullarini (8) saglayacak sekilde ikinci dereceden bir ifade,

T,(x,y) = —ae?” *%x + (x+1) [ae?*® x + G(y)] (10)
yazilabilir. Benzer sekilde T, (x, y) i¢in y yoniindeki sinir kogullari ise

Lo, —1)=F)~Ti(o-1;  F2ED=-3(x1) an

seklinde elde edilir. T(x,y) = T;(x,y) + T, (x,y) bagintis1 kismi diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,
T,(x,y) ye bagh kismi diferansiyel denklemin

92T, (x,y) 0L (xy) 2 0T(x%y) 202 (xy) _
22 +a o cy 2y +c 32 = filx,y) (12)

x yOniindeki homojen sinir kosullar1 (9) ve y yoniindeki simir kosullar1 (11) kullanilarak degiskenlerine ayirma
yontemi ile ¢oziimii yapilabilir. Buradaki sag taraf fonksiyonu ise asagidaki gibidir.

82Ty (x,) aT1(x%y) aT1 (%) %1 (xy)
fl(x' Y) = - alxz - 1ax + CZ 13_‘)/ - Cz alyz (13)

T, (x, ¥) nin x yoniindeki homojen sinir kogullari (9) kullanilarak ¢oziimii, Fourier kosiniis serisi

T,(x,y) = Xn-o fj((?) cos(Ax+ 1), 1=02n+ 1)— (14)

formunda elde edilir. T, (x,y) nin y yoniindeki sinir kogullari (11) kullanilarak C,(y) fonksiyonu bulunabilir.
T, (x,y) i¢in onerilen Fourier kosiniis serisi kismi diferansiyel denklemde (12) yerine yazilirsa;

c c' 2 Acn ()
Fito [ Cn 0D = s €' a(9) = s Ca )] o5 x + D) = @ Zitco [229 sin(ax + 2) = f,(x,7)

(15)

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafi cos (Ax + A) ile ¢arpilip [—1,1] araliginda x degiskenine gore integrali
alinirsa;

") = 7€) = (239) €y = $:7) (16)

seklinde C,,(y) fonksiyonuna bagl sabit katsayili homojen olmayan ikici mertebeden adi diferansiyel denklem
elde edilir. Burada,

cos (1)

S =

f_ll fi(x)cos(Ax + V)dx

a7
integrali ile bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii
C() =G +CL G (18)

bigiminde olup burada C(y) homojen ¢oziimii, C¥(y) 6zel ¢oziimii ifade etmektedir. Homojen diferansiyel
denklemin karakteristik denkleminin kokleri

P12 y+y2+4P p= 2A%+a

n 2 ! 2c?

olmak iizere homojen ¢6ziim
Ch(y) = die™ + de™ (19)
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seklinde elde edilir. CP(y) 6zel ¢oziimii, sag taraf fonksiyonu S;(y) sonlu sayida tiireve sahip ise belirsiz
katsayilar metodu ile, sonlu sayida tiireve sahip degilse parametrelerin degisimi metodu ile ¢dziilebilir. Buradaki
6zel ¢oziim metodu sinir kosullarindaki F(x) ve G(y) fonksiyonlarmin se¢imine baglidir. Bu fonksiyonlar 6zel
olarak

F(x) =1-3x, G(y)=sin(2y) (20)

seklinde sonlu tiireve sahip birer fonksiyon olarak secilirse 6zel ¢oziim belirsiz katsayilar metodu ile

CP(y) = Aje?” + Aycos(2y) + Assin(2y) (1)
seklinde bulunur. F(x) ve G(y) fonksiyonlarinin sonlu tiireve sahip olmayan se¢imlerinde ise ¢oziim
parametrelerin degisimi yontemi ile bulunabilir. Buradaki 4,, A, ve A; katsayilari, 6zel ¢oziimiin denklemde
yerine yazilmasi ile kolayca bulunabilir. Nihayetinde C,,(y) denklemin genel ¢dziimii

C,(y) = die™ + d,e™ + CP(y) (22)
seklinde elde edilir. Buradaki d; ve d, integral sabitleri y yoniindeki sinir kosullari (11) kullanilarak bulunur.

Oncelikle T, (x, —1) = f,(x) smir kosulu (14) denkleminde yerine yazilip denklemin her iki tarafi cos (Ax + 1)
ile garpilip [—1,1] araliginda x degiskenine gore integrali alinirsa;

C,(—=1) = cos (1) f_ll fo(x)cos(Ax + )dx (23)
bulunur. Bu kosul kullanilarak d; ve d, integral sabitlerine bagl ilk denklem

die Tt +de2=M (24)
seklinde elde edilir. Burada

M = cos (1) f_ll fo(x)cos(Ax + )dx — (A e + A,cos (2) — Azsin (2)) (25)

ile bulunur. Benzer sekilde, 0T,/ dy(x,1) = —aT,/ dy(x,1) smir kosulu (14) denkleminde yerine yazilip
denklemin her iki tarafi cos (Ax + A) ile garpilip [—1,1] araliginda x degiskenine gére integrallenirse;

1 aT1(x 1)

C'h(1) =—cos (D) [, cos(Ax + )dx (26)

bulunur. Bu kosul kullanilarak d; ve d, integral sabitlerine bagli ikinci denklem
Tlerldl +T26T2d2 =N (27)

seklinde elde edilir. Burada

1 0Ty (x 1)

= —cos (/l)f cos(Ax + A)dx — (A;ye? — 2A,sin (2) + 245cos (2)) (28)

ile elde edilir. d; ve d, ye bagl bu lineer denklem sistemi (24) ve (27) ¢oziiliirse, integral sabitleri kolayca
bulunur. Buna goére denklemin analitik ¢6ziimii

T(x,y) =Ti(x,y) + To(x,y) (29)
olup

T(x,y) = —ae?”*%x + (xH) [ae?? e x + G(y)] + X5, C"(z;)) cos(Ax + 1) (30)
seklinde elde edilir.
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ITII. BULGULAR

Bu ¢aligmada, dikdortgen bir bolgede fonksiyonel derecelendirilmis plakanin 1sil iletim katsayisinin iki
uzay degiskenine gore keyfi olarak degistigi iki boyutlu bir 1s1 iletimi probleminin kapali form ¢oziimii ele
alinmigtir. Malzeme 6zelliklerin eksenel yonlerdeki degisimi i¢in &« = —0.4 ve y = 0.5 olarak secilmistir. Bu
malzeme gradyani parametrelerinin sifir alinmasi (@ = y = 0) durumunda, homojen metal malzemenin elde
edilecegi agiktir. Calismada elde edilen sonuglarin dogrulugunu test etmek icin, (20) denklemi ile verilmis keyfi
olarak secilen F (x) ve G(y) fonksiyonlarina karsilik gelen sinir kosullari Sekil 1°de karsilagtirilmis ve sonuglarin
Ortlistiigli gorillmiistiir.

4 T T T T T T T
— = =Ty o )
1 (200 “,
» e
ﬂf‘ 3 =
- "
‘v/ 2 s\s
» %o,
» =,
- o » - %,
s "
M 0 ®a
05 # “‘\,
e %
v g "
. o
.1“°"‘Nx-:aa-°‘a "%\‘
2
-1 08 06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1 -1 08 06 -04 -02 0 0.2 04 0.6 0.8 1
y X
(a) x = 1 noktasinda (b) y = —1 noktasinda

Sekil 1. Keyfi olarak secilen G (y) ve F(x) fonksiyonlarina karsilik gelen sinir kosullarinda sicaklik dagilimlarinin karsilastirilmas: (a =
1.5).

Sekil 2°de farkli boyutsuz 1s1 akilar1 (a = 0.5,1,1.5) i¢in plakalardaki sicaklik dagilimimin iki boyutlu
grafigi verilmistir. Izdiisiim grafiklerinde, rengin koyudan ag13a dogru degisimi sicakligin arttigin1 gdstermektedir.
Plakanin sol tarafina (x = —1) etki eden boyutsuz 1s1 aki degerinin artmasi ve plakanin alt ucundaki (y = —1)
sinir kogulunun etkisi ile sicakligin sol alt ucundan yukar1 dogu arttig1 gézlemlenmistir.

10 20 30 40 l:) 227 3;) 4:7 1:1 227 3:) 4(')
(@ a=0 b) a=1 (¢) a=15
Sekil 2. Farkli boyutsuz 1s1 aki degerleri igin iki boyutlu sicaklik dagilimlari.

Sekil 3’te plakanin iist kenar1 (y = 1) ile sol kenarinda (x = —1) farkli boyutsuz 1s1 aki degerlerinde
(a=0.5,1,1.5) swrasiyla x ve y yoOniindeki sicaklik dagilim grafikleri verilmistir. Sekil 3(a) da y =1
noktasinda 1s1 aki degeri arttikga sicakligin arttig1 ve i¢ cidar ile dis cidar arasindaki sicaklik farkinin arttig
gozlemlenmistir. Ayrica x = 1 ekseninde sinir kosulunun saglandigi da goriilmiistiir. Sekil 3(b) de 1s1 akisinin
plakaya uygulandigi bolgede (x = —1 ) 1s1 aki degeri arttik¢a sicaklik artmis ve y = —1 noktasinda siir kosulu
zorlamasindan dolay1 i¢ cidar ile dis cidar arasindaki sicaklik farkinin azaldigi goriilmiistiir.

230



BSEU Fen Bilimleri Dergisi / BSEU Journal of Science, 2025, 12(1): 224-232
O. Demirel, D. Yarimpabug

(a) y = 1noktasinda (b) x = —1 noktasinda

Sekil 3. Eksenlerin orta noktalarinda farkli boyutsuz 1s1 akilari igin sicaklik dagilimlari.
IV. SONUCLAR

Bu calismada, 1s1 iiretimi olmadig1 diisliniilen fonksiyonel derecelendirilmis iki boyutlu plakanin 1sil
analizi ele alinmistir. Plakanimn 1s1l iletkenliginin iki yonde fonksiyonel derecelendirildigi varsayilmigtir. Bu
kosullar altinda elde edilen kism1 diferansiyel denklemin kapali form ¢6ziimii degiskenlerine ayirma yontemi ile
elde edilmistir. Sonuglar, farkli 1s1 aki degerlerine gore elde edilen grafikler {izerinde tartigtlmigtir. Is1 akisinin
arttirilmasi ile sicakligin arttigi gézlemlenmistir. Bu calismada elde edilen kapali form ¢o6ziimii, literatiirde
yapilacak olan sayisal ¢oziimlemeler icin bir kryaslama ¢6ziimii olacaktir.
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