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ÖZ 

 

Kararlı durumdaki iki boyutlu heterojen bir plakanın ısı transferi probleminin kapalı form çözümü ele alınmıştır. 

Kararlı durumda olduğu düşünülen bu plakanın ısıl iletkenliğinin, iki yönde üstel olarak değiştiği varsayılmıştır. 

Bu koşullar altında elde edilen kısmi diferansiyel denklemin analitik çözümü, değişkenlerine ayırma yöntemi 

kullanılarak elde edilmiştir. Çözümün doğruluğunu test etmek için sınır koşullarında verilen keyfi fonksiyonlar 

kullanılmıştır. Farklı ısı akı değerleri için elde edilen sonuçlar grafikler üzerinde tartışılmıştır. 

Anahtar Kelimeler- Heterojen Plaka, Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzeme, Değişkenlerine Ayırma 

Yöntemi 

 

ABSTRACT 

 

A closed form solution of the heat transfer problem of a two-dimensional heterogeneous plate under steady state 

condition is discussed. It is assumed that the thermal conductivity of this plate, which is in steady state, varies 

exponentially in two directions. The analytical solution of the partial differential equation obtained under these 

conditions is obtained using the separation of variables method. Arbitrary functions given in boundary conditions 

are used to test the accuracy of the solution. The results obtained for different heat flux values are discussed on 

graphs. 
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I. GİRİŞ 

Birbirine paralel iki yüzeyin sınırlandırdığı ve kalınlığı diğer boyutlara göre oldukça küçük olan düz 

yapılar ince plakalar olarak tanımlanır.  Yapısal olarak daha hafif mühendislik elemanları oluşturması nedeniyle 

köprüler, hidrolik yapılar, konteynırlar, uçaklar, depolar, tanklar, basınçlı kaplar gibi mühendisliğin birçok 

alanında yaygın olarak kullanılmaktadır. Farklı çevre koşullarına uygun malzeme ihtiyacından ortaya çıkan 

kompozit malzemeler başlangıçta hem sıcaklığa hem de deformasyona dayanıklı olması için üretilmişlerdir. 

İlerleyen süreçlerde daha yüksek sıcaklık ve dayanım süreleri için fonksiyonel dereceli malzeme ihtiyacı ortaya 

çıkmıştır. Kompozit bir malzeme türü olarak da nitelendirilen bu malzemeler, Fonksiyonel Derecelendirilmiş 

Malzemeler (FDM) olarak literatüre geçmiştir. İlk olarak Japon malzeme bilimcilerinin farklı malzemelerin üstün 

özelliklerinin birleştirilmesi fikrinden doğmuş olan bu fonksiyonel dereceli malzemelerin, bu alandaki hızlı 

gelişmelere paralel olarak çok geniş kullanım alanları ortaya çıkmıştır. FDM uygulamaları ilk zamanlarda genel 

olarak metal ile seramik malzemenin kompozit olarak birleştirilmesiyle elde edilirken, günümüzde homojen ya da 

heterojen dağılım gösterecek şekilde bu malzemeler iç içe geçirilerek elde edilmektedir. FDM’lerde metal-seramik 

malzeme özellikleri bir yüzeyden diğer yüzeye geçerken bir konum fonksiyonuna bağlı olarak malzeme 

bileşenlerinin dağılımına göre sürekli ya da kademeli olarak değişim gösterir. Dereceli yapısı sayesinde çok yüksek 

sıcaklıklara dayanabilme kapasitesi, sağlamlığı, iletkenliği, düşük özgül ağırlığa sahip olması gibi daha pek çok 

özelliğinden dolayı uzay ve havacılık, endüstriyel malzemeler, tıp, savunma sanayi, enerji, optoelektrik vb. gibi 

birçok alanda kullanılmaktadır. Isı iletimi olgusuna, kaynaktan son kullanıcıya ısıl enerji aktaran borulama gibi 

yüksek hızlarda ısı transferinin gerçekleştiği uygulamalarda yaygın olarak karşılaşılmaktadır.  
 

Literatüre bakıldığında iki boyutlu levhaların ısı iletimi probleminin sayısal yöntemlerle çözümünün zor olduğu 

görülmektedir. Karmaşık tipteki problemler için ısı iletimi problemlerinin analitik çözümü mevcut değildir. 

Literatürde bu alanda yapılmış bazı çalışmalar sırasıyla şu şekilde verilebilir. Tornabene vd. [1] çift kavisli lamine 

kompozit kabukların ve panellerin statik davranışını araştırmışlardır. Yine Tornabene vd. bir başka çalışmalarında 

[2] ince ve kalın çift kavisli lamine kompozit kabukların ve farklı eğriliklere sahip panellerin serbest titreşimleri 

için 2 boyutlu yüksek dereceli eşdeğer tek katman teorisinin genel bir formülasyonunu sunmuşlardır. Kullikov vd. 

[3] örnekleme yüzeyleri (SaS) tekniğini kullanarak hibrit-karışık bir ANS dört düğümlü kabuk elemanı 

geliştirmişlerdir. Lei vd. [4] birinci dereceden kayma deformasyonu plaka teorisine dayanan lamine FD-CNT 

takviyeli kompozit plakaların serbest titreşim analizi için elemansız kp-Ritz yöntemini kullanmışlardır. Katman 

sayısını ve laminasyon açısının etkilerini de detaylı olarak incelemişlerdir. Lie vd. [5] bir başka çalışmalarında 

karbon nanotüp (CNT) ile güçlendirilmiş fonksiyonel derecelendirilmiş dönen silindirik panellerin serbest titreşimi 

üzerinde çalışmışlardır. Çalışmalarında elementsiz çekirdek parçacıklı Ritz yöntemini (kp-Ritz) kullanmışlardır. 

Dönen silindirik panelleri, panellerin kalınlık yönü boyunca farklı dağılımlara sahip tek duvarlı karbon nanotüpler 

(SWCNT) ile güçlendirerek elde ettikleri dönen panellerin etkin malzeme özelliklerini tahmin etmek için 

genişletilmiş karışım kuralını kullanmışlardır. Yine Lie vd. [6] bir başka çalışmalarında IMLS-Ritz yöntemini 

kullanarak Pasternak temellerine dayanan fonksiyonel derecelendirilmiş karbon nanotüp (FD-CNT) takviyeli 

kompozit kalın düz kenarlı dörtgen plakaların serbest titreşim davranışlarını ele almışlardır. FD-CNT takviyeli 

kompozit plakalar, kalınlık yönünde derecelendirilmiş malzeme özellikleri ile eksenel yönde tek eksenli olarak 

hizalanmış CNT takviyeli yapıya sahiptir. Geliştirilmiş hareketli en küçük kareler Ritz (IMLS-Ritz) yönteminin 

sayısal kararlılığını göstermek için örnek problemler ele alıp yakınsama durumlarını incelemişlerdir. Lie vd. [7] 

bir çalışmalarında mükemmel şekilde bağlanmış karbon nanotüp takviyeli fonksiyonel derecelendirilmiş (CNTR-

FD) katmanlardan oluşan, karbon nanotüp takviyeli fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kompozit lamine 

plakaların bükülme tepkilerini incelemişlerdir. Song Z vd. [8] yüksek dereceli CNT takviyeli fonksiyonel 

derecelendirilmiş plakaların titreşim özelliklerini, bu plakaların titreşim davranışları üzerindeki CNT dağılımlarını 

ve piezoelektrik yama yerleşimlerinin titreşim kontrol etkileri üzerindeki etkilerini analiz ettikleri çalışmalarında 

ana plakanın üst ve alt yüzeylerine bağlanan piezoelektrik aktüatör ve sensör çiftleri kullanmışlardır. Shaw LL [9] 

çok katmanlı ve bileşimsel olarak derecelendirilmiş plakalar ve kaplamalardaki termal artık gerilimlerin analizini 

yaparken çok katmanlı malzemelerde bileşim gradyanı, elastik modül, termal genleşme katsayısı ve katman sayısı 

dahil olmak üzere farklı malzeme bileşenlerinin artık gerilimlerin büyüklüğü ve dağılımı üzerindeki etkileri 

üzerine sistematik çalışmalar yapmıştır. Artık gerilimlere bağlı olarak plakaların ve kaplamaların şekilsel 

değişikliklerini de araştırmıştır. Reddy vd. [10]  fonksiyonel derecelendirilmiş silindirlerin ve plakaların dinamik 

termoelastik tepkisini incelemek için termal yüklemeye maruz kalan fonksiyonel derecelendirilmiş eksenel 

simetrik bir silindir problemi ve yanı sıra fonksiyonel olarak derecelendirilmiş bir plaka için, üç boyutlu bir ısı 

iletim denklemi ile birleştirilmiş enine kayma şekil değiştirmelerini ve dönmeleri hesaba katan birinci dereceden 

kayma deformasyonu plaka teorisini (FSDT) kullanan bir termoelastik sınır değeri problemi formüle etmişlerdir. 

Reddy vd. [11] fonksiyonel derecelendirilmiş dikdörtgen plakaların üç boyutlu termomekanik deformasyonlarını 

asimptotik bir yöntem kullanarak incelenmişlerdir. Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş dikdörtgen plakaların 

termoelastik deformasyonlarının sonuçlarını kıyaslayarak genellikle iki boyutlu plaka teorileri tarafından yapılan 

sabit kalınlık boyunca sapma varsayımının termal yük durumu için geçersiz olduğu, ancak mekanik yük durumu 
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için iyi bir yaklaşım olduğu sonucuna ulaşmışlardır. Reddy JN [12] Navier'in dikdörtgen plaka çözümleri ve 

üçüncü dereceden kayma deformasyonu plaka teorisine dayanan, kalınlık boyunca fonksiyonel olarak 

derecelendirilmiş plakaların analizi için sonlu elemanlar modelline dayanan teorik bir formülasyon üzerinde 

çalışmıştır. Nicholas Fantuzzi vd. [13] Genelleştirilmiş Diferansiyel Dörtlü Sonlu Elemanlar Yöntemi (GDQFEM) 

kullanarak geometrik süreksizliklere ve keyfi kavisli sınırlara sahip orta kalınlıkta FD plakaların dinamik 

davranışını araştırmışlardır. Apalak vd. [14] tarafından fonksiyonel olarak derecelendirilmiş plakaların malzeme 

özelliklerinin, plaka kalınlığı yönü boyunca değil, düzlem içi yön boyunca kuvvet yasasına göre değiştiği 

varsayılarak farklı kenar ısı akışları için yapıştırılarak birleştirilmiş fonksiyonel derecelendirilmiş kenetlenmiş 

plakaların termal artık gerilme analizleri yapılmıştır. Bağcı vd. [15], iki boyutlu termoelastik ısı iletimi ve Navier 

denklemlerini sonlu farklar yöntemini kullanılarak ayrıklaştırmış ve elde edilen doğrusal denklem sistemini pseudo 

tekil değer yöntemi kullanarak çözmüşlerdir. Çalışmalarında, farklı düzlem içi malzeme bileşimleri ve düzlem içi 

ısı akışları için fonksiyonel derecelendirilmiş kenetlenmiş plakaların geçici termal artık gerilme analizlerini 

yapmışlardır. Apalak vd. [16] malzeme bileşiminin, levha kalınlığı yönü boyunca değil, düzlem içi yön boyunca 

kuvvet yasasına göre değişeceği varsayılarak yapıştırıcıyla birleştirilmiş fonksiyonel derecelendirilmiş 

kenetlenmiş dairesel plakalarda düzlem içi bileşimsel gradyan üssünün ve yönünün termal artık gerilim ve 

deformasyonlar üzerindeki etkilerini araştırmışlardır. Apalak vd. [17] fonksiyonel olarak derecelendirilmiş 

plakaların malzeme özelliklerinin, plaka kalınlığı yönü boyunca değil, düzlem içi yön boyunca kuvvet yasasına 

göre değiştiği varsayılarak düzlem içi sabit iç ve dış kenar ısı akıları için fonksiyonel derecelendirilmiş kenetlenmiş 

içi boş dairesel plakaların termal artık gerilme analizlerini yapmışlardır. Sadowski vd. [18] termal şoka maruz 

kalan FDM silindirik plakalarda sıcaklık alanı problemine ve ısı transfer katsayısının değerlendirilmesine 

çalışmışlardır. Alibeigloo A [19] termo-mekanik yüklere maruz kalan basit destekli kenarları olan fonksiyonel 

derecelendirilmiş dikdörtgen plakaların üç boyutlu termo-elastik analizini gerçekleştirmiştir. Sıcaklık değişiminin, 

uygulanan mekanik yükün, gradyan indeksinin, en boy oranının ve kalınlık/uzunluk oranının plakanın davranışı 

üzerindeki etkilerini incelemiştir. Apalak vd. [20] iki seramik kenarı boyunca sabit düzlem içi ısı akısına maruz 

kalan çift yönlü fonksiyonel derecelendirilmiş kenetlenmiş plakaların termal gerilme ve deformasyon durumlarını 

araştırmışlardır. Apalak vd. [21] farklı kenar ısı akıları için yapıştırılarak birleştirilmiş fonksiyonel 

derecelendirilmiş kenetlenmiş plakaların termal artık gerilme analizini yapmışlardır. Apalak vd. [22] bir başka 

çalışmalarında, farklı düzlem içi malzeme bileşimleri ve düzlem içi ısı akıları için fonksiyonel olarak 

derecelendirilmiş kenetlenmiş plakaların geçici termal artık gerilme analizlerini gerçekleştirmişlerdir. Boggarapu 

vd. [23] işlevsel olarak derecelendirilmiş malzeme araştırmalarındaki son gelişmelere genel bir bakış sunmaktadır. 

Demirbaş vd. [24] düzlem boyunca iki yönde fonksiyonel derecelendirilmiş dikdörtgen plakaların termo-mekanik 

davranışını, üç boyutlu elastiklik denklemleri ile incelemişlerdir. Demirbaş vd. [25], kenetlenmiş fonksiyonel 

dereceli dikdörtgen plakaların iki boyutlu termoelastik analizlerini, malzeme özelliklerinin sıcaklığa bağlı 

olduğunu göz önünde bulundurarak sonlu farklar ve elemanlar yöntemleri ile çözmüşlerdir. Ghatage vd. [26] çok 

yönlü kademeli (kiriş/plaka/kabuk) yapıların modellenmesi ve analizi üzerine kapsamlı bir inceleme sunmuşlardır. 

Golbahar vd. [27] tarafından belirli bir ısıtma zaman aralığında istenen alan sıcaklık dağılımlarına ulaşmak için 

fonksiyonel olarak derecelendirilmiş kalın plakaların sınırlarındaki ısı akışlarını tahmin etmek için optimal bir 

kontrol prosedürü sunulmaktadır. Leetsch vd. [28] yapmış oldukları çalışmada, enine termal yüklere maruz kalan 

fonksiyonel dereceli plakaların üç boyutlu termomekanik davranışını, bir dizi iki boyutlu sonlu plaka elemanı ile 

incelemişlerdir. Marchuk [29] tarafından üç boyutlu formülasyonda katmanlı, fonksiyonel olarak 

derecelendirilmiş plakaların termal olarak gerilimli durumunu incelemek için iki yaklaşım geliştirilmiştir. İlk 

yaklaşımda, Reissner varyasyon ilkesini kullanarak, bir integral diferansiyel denge denklemleri sistemi ve karşılık 

gelen sınır koşulları, bir varsayım getirilmeden elde edilmiştir. İkinci yaklaşımda, üç boyutlu termoelastik 

dengenin diferansiyel denklemlerini oluşturmak için yapı kalınlığı boyunca aranan fonksiyonların polinom 

yaklaşımı kullanılmıştır. Matysiak vd. [30], fonksiyonel dereceli tabakanın ve kompozit malzemenin ısı iletkenliği 

ve geometrik özelliklerinin, cisimlerdeki sıcaklık ve ısı akısı dağılımları üzerindeki etkisini araştırmışlardır. Pala 

vd. [31] sabit hızla hareket eden ısı kaynağı tarafından ısıtılan dikdörtgensel plaka üzerindeki sıcaklık dağılımının 

analitik çözümünü, çift katlı Fourier serisi kullanarak çözmüşlerdir. Tek doğrultuda doğrusal ve dairesel hareketli 

ısı kaynakları için inceleme yapmışlardır. Yarımpabuç vd. [32], homojen olmayan genel sınır koşullarına sahip iki 

boyutlu anizotropik bir plakanın ısı iletim analizini, sonlu eleman tabanlı ANSYS-Fluent ile ele almışlardır. 

Malzemenin ısıl iletkenliği ile ısı üretim parametrelerinin iki uzay değişkenine göre keyfi olarak değiştiği 

varsayılmıştır. Baytak vd. [33], fonksiyonel dereceli veya lamine kompozit plakalarda termal gerilim dağılımı için 

analitik bir formül önermişlerdir. Farklı elastik modüllere sahip deneysel modellerin üretimindeki deneysel 

sorunları tartışmışlardır. Yarımpabuç vd. [34], heterojen bir ortamda iki boyutlu kararlı durumdaki ısı transferi 

problemini, iki boyutlu pseudospektral Chebyshev yöntemi ile analiz etmişlerdir.  İç ısı üretiminin iki yönde keyfi 

olarak değiştiği varsayılırken, malzemenin ısıl iletkenlik katsayısını Mori-Tanaka modeli ile iki yönlü (kalınlık-

uzunluk) olarak derecelendirildiği varsayılmıştır. 
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Bu çalışmada, kararlı durumda olduğu düşünülen fonksiyonel derecelendirilmiş iki boyutlu plakanın ısı 

iletim analizi ele alınmıştır.  Plakanın ısıl iletkenliğinin iki yönde üstel olarak fonksiyonel derecelendirildiği 

varsayılmıştır. Bu koşullar altında sabit katsayılı homojen kısmi diferansiyel denklem elde edilmiştir. Literatürden 

farklı olarak ısı iletim katsayısının iki yönde değiştiği durumun analitik çözümü, değişkenlerine ayırma yöntemi 

ile ilk defa bu çalışmada ele alınmıştır. Çözümün doğruluğunu test etmek için sınır koşullarında verilen keyfi 

fonksiyonlar kullanılmıştır. Farklı ısı akı değerleri için elde edilen sonuçlar grafikler üzerinde tartışılmıştır.  

II. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu çalışmada, dikdörtgen bir bölgede fonksiyonel derecelendirilmiş plakanın ısıl iletim katsayısının iki 

uzay değişkenine göre keyfi olarak değiştiği iki boyutlu bir ısı iletimi problemi ele alınmıştır. Bu koşullar altında 

homojen doğrusal kısmi diferansiyel denklem 

𝜕

𝜕𝜂
(𝑘(𝜂, 𝜉)

𝜕𝜃

𝜕𝜂
) +

𝜕

𝜕𝜉
(𝑘(𝜂, 𝜉)

𝜕𝜃

𝜕𝜉
) = 0 ,         (−𝐿 < 𝜂 < 𝐿 , −𝑊 < 𝜉 < 𝑊)  (1) 

şeklinde elde edilir. Bu plaka için sınır koşulları  

𝜕𝜃

𝜕𝜂
(−𝐿, 𝜉) = −

𝑞0
′′

𝑘(−𝐿,𝜉)
 ;        𝜃(𝐿, 𝜉) = 𝐺(𝜉)                                                                                             (2a) 

 𝜃(𝜂, −𝑊) = 𝐹(𝜂);            
𝜕𝜃

𝜕𝜉
(𝜂, 𝑊) = 0                                                                                               (2b) 

şeklinde alınmıştır. Burada sırasıyla 𝜃(𝜂, 𝜉), 𝑘(𝜂, 𝜉), 𝑞0
′′,  𝜃∞ ; sıcaklık, ısı iletim katsayısı, sabit yüzey ısı akısı 

ve sabit ortam sıcaklığıdır. 𝐹(𝜂) ve 𝐺(𝜉) rastgele fonksiyonları temsil etmektedir. Bütün değişkenleri aynı 

mertebeye getirmek ve daha etkili bir çözüm elde edebilmek için aşağıdaki boyutsuz parametreler kullanılmıştır: 

𝑥 =
𝜂

𝐿
 ,     𝑦 =

𝜉

𝑊
 ,     𝑇 =

𝜃−𝜃∞

𝜃𝑚𝑎𝑥−𝜃∞
                                                                                                           (3) 

                                      

Bu çalışmada ısıl iletkenlik katsayısının iki değişkene göre değiştiği 

 

𝑘(𝜂, 𝜉) = 𝑘0𝑒𝛼(
𝜂

𝐿
)𝑒−𝛾(

𝜉

𝑊
) ,                                                                                                                       (4) 

varsayılmıştır. Boyutsuzlaştırma parametreleri (3) ve ısı iletim katsayısı (4) sistemi modelleyen kısmi diferansiyel 

denklem (1) ve sınır koşullarında yerine yazılırsa, ısı iletim probleminin boyutsuz denklemi ve sınır koşulları 

aşağıdaki gibi elde edilir: 

 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝛼
𝜕𝑇

𝜕𝑥
− 𝑐2𝛾

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑐2 𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 = 0, (−1 < 𝑥 < 1 , −1 < 𝑦 < 1)                                                           (5) 

  
𝜕𝑇

 𝜕𝑥
(−1, 𝑦) = −𝑎𝑒𝛼𝑒𝛾𝑦;               𝑇(1, 𝑦) = 𝐺(𝑦)                                                                                 (6a)   

𝑇(𝑥, −1) = 𝐹(𝑥);                           
𝜕𝑇

𝜕𝑦
(𝑥, 1) = 0.                                                                                     (6b) 

 

Burada 𝑐 = 𝐿/𝑊 sabit, 𝑎 = 𝑞0
" 𝐿/𝑘0(𝜃𝑚𝑎𝑥 − 𝜃∞) boyutsuz ısı akısını göstermektedir. Bu denklemin 

değişkenlerine ayırma yöntemi ile analitik olarak çözülebilmesi için kısmi diferansiyel denklemin homojen 

olmasının yanında en az bir yönde sınır koşullarının da homojen olması gerekir.  Sınır koşullarının bir yönde 

homojen olmasını sağlamak için sıcaklık fonksiyonu 

 

T(𝑥, 𝑦) = 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦)                                                                                                                  (7) 

olacak şekilde ayrılsın. 𝑇1(𝑥, 𝑦) için 𝑥 yönündeki sınır koşulları (6a) 

               
𝜕𝑇1(−1,𝑦)

𝜕𝑥
= −𝑎𝑒𝛼𝑒𝛾𝑦 ,     𝑇1(1, 𝑦) = 𝐺(𝑦)                                                                                               (8) 

şeklinde seçilirse,  𝑇2(𝑥, 𝑦) için 𝑥 yönündeki sınır koşulları 

              
𝜕𝑇2(−1,𝑦)

𝜕𝑥
= 0,       𝑇2(1, 𝑦) = 0                                                                                                                  (9) 
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olur. 𝑇1(𝑥, 𝑦) için belirlenen sınır koşullarını (8) sağlayacak şekilde ikinci dereceden bir ifade, 

 

            𝑇1(𝑥, 𝑦) = −𝑎𝑒𝛾𝑦 +𝛼𝑥 + (
𝑥+1

2
)

2
[𝑎𝑒𝛾𝑦+𝛼 𝑥 + 𝐺(𝑦)]                                                                                (10)                   

 

yazılabilir. Benzer şekilde 𝑇2(𝑥, 𝑦) için 𝑦 yönündeki sınır koşulları ise 

 

           𝑇2(𝑥, −1) = 𝐹(𝑥) − 𝑇1(𝑥, −1);               
𝜕𝑇2

𝜕𝑦
(𝑥, 1) = −

𝜕𝑇1

𝜕𝑦
(𝑥, 1)                                                            (11)    

 

şeklinde elde edilir. T(𝑥, 𝑦) = 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦)   bağıntısı kısmi diferansiyel denklemde yerine yazılırsa, 

𝑇2(𝑥, 𝑦) ye bağlı kısmi diferansiyel denklemin 

 

          
𝜕2𝑇2(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 + 𝛼
𝜕𝑇2(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
− 𝑐2𝛾

𝜕𝑇2(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
+ 𝑐2 𝜕2𝑇2(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2 =   𝑓1(𝑥, 𝑦)                                                                    (12)  

 

𝑥 yönündeki homojen sınır koşulları (9) ve 𝑦 yönündeki sınır koşulları (11) kullanılarak değişkenlerine ayırma 

yöntemi ile çözümü yapılabilir. Buradaki sağ taraf fonksiyonu ise aşağıdaki gibidir. 

 

           𝑓1(𝑥, 𝑦) = −
𝜕2𝑇1(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2 − 𝛼
𝜕𝑇1(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑐2𝛾

𝜕𝑇1(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
− 𝑐2 𝜕2𝑇1(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2                                                                    (13) 

 

𝑇2(𝑥, 𝑦) nin 𝑥 yönündeki homojen sınır koşulları (9) kullanılarak çözümü, Fourier kosinüs serisi  

         𝑇2(𝑥, 𝑦) = ∑
𝐶𝑛(𝑦)

cos(𝜆)
∞
𝑛=0 cos(𝜆𝑥 + 𝜆) ,   𝜆 = (2𝑛 + 1)

𝜋

4
                                                                                (14) 

formunda elde edilir. 𝑇2(𝑥, 𝑦) nin 𝑦 yönündeki sınır koşulları (11) kullanılarak  𝐶𝑛(𝑦)  fonksiyonu bulunabilir. 

𝑇2(𝑥, 𝑦) için önerilen Fourier kosinüs serisi kısmi diferansiyel denklemde (12) yerine yazılırsa; 

  

∑ [
𝑐2

cos (𝜆)
𝐶′′

𝑛(𝑦) −
𝑐2𝛾

cos (𝜆)
𝐶′

𝑛(𝑦) −
𝜆2

cos (𝜆)
𝐶𝑛(𝑦)]∞

𝑛=0 cos(𝜆𝑥 + 𝜆) − 𝛼 ∑ [
𝜆𝐶𝑛(𝑦)

cos (𝜆)
] sin(𝜆𝑥 + 𝜆)∞

𝑛=0 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)     

(15)  

elde edilir. Bu denklemin her iki tarafı   cos (𝜆𝑥 + 𝜆)  ile çarpılıp  [−1,1]  aralığında  𝑥   değişkenine göre integrali 

alınırsa; 

 

         𝐶′′
𝑛(𝑦) − 𝛾𝐶′

𝑛(𝑦) − (
2𝜆2+𝛼

2𝑐2 ) 𝐶𝑛(𝑦) = 𝑆1(𝑦)                                                                                             (16) 

 

şeklinde 𝐶𝑛(𝑦)  fonksiyonuna bağlı sabit katsayılı homojen olmayan ikici mertebeden adi diferansiyel denklem 

elde edilir. Burada, 

 

         𝑆1(𝑦) =
cos (𝜆)

𝑐2 ∫ 𝑓1(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥 + 𝜆)𝑑𝑥
1

−1
                                                                                                         

(17) 

integrali ile bulunur. Bu diferansiyel denklemin çözümü 

        𝐶𝑛(𝑦) = 𝐶𝑛
ℎ(𝑦) + 𝐶𝑛

𝑝(𝑦)                                                                                                                              (18) 

biçiminde olup burada   𝐶𝑛
ℎ(𝑦) homojen çözümü,  𝐶𝑛

𝑝
(𝑦)  özel çözümü ifade etmektedir. Homojen diferansiyel 

denklemin karakteristik denkleminin kökleri  

 

        𝑟𝑛
1,2 =

𝛾±√𝛾2+4𝑃

2
,     𝑃 =

2𝜆2+𝛼

2𝑐2    

olmak üzere homojen çözüm 

           𝐶𝑛
ℎ(𝑦) = 𝑑1𝑒𝑟1𝑦 + 𝑑2𝑒𝑟2𝑦                                                                                                                          (19) 
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şeklinde elde edilir.  𝐶𝑛
𝑝(𝑦) özel çözümü, sağ taraf fonksiyonu  𝑆1(𝑦) sonlu sayıda türeve sahip ise belirsiz 

katsayılar metodu ile, sonlu sayıda türeve sahip değilse parametrelerin değişimi metodu ile çözülebilir.  Buradaki 

özel çözüm metodu sınır koşullarındaki  𝐹(𝑥) ve  𝐺(𝑦)  fonksiyonlarının seçimine bağlıdır. Bu fonksiyonlar özel 

olarak 

           𝐹(𝑥) = 1 − 3𝑥,     𝐺(𝑦) = sin(2𝑦)                                                                                                           (20) 

şeklinde sonlu türeve sahip birer fonksiyon olarak seçilirse özel çözüm belirsiz katsayılar metodu ile 

        𝐶𝑛
𝑝(𝑦) = 𝐴1𝑒𝛾𝑦 + 𝐴2𝑐𝑜𝑠(2𝑦) + 𝐴3𝑠𝑖𝑛(2𝑦)                                                                                               (21) 

şeklinde bulunur. 𝐹(𝑥) ve  𝐺(𝑦)  fonksiyonlarının sonlu türeve sahip olmayan seçimlerinde ise çözüm 

parametrelerin değişimi yöntemi ile bulunabilir. Buradaki 𝐴1, 𝐴2 ve 𝐴3 katsayıları, özel çözümün denklemde 

yerine yazılması ile kolayca bulunabilir. Nihayetinde 𝐶𝑛(𝑦) denklemin genel çözümü 

 

        𝐶𝑛(𝑦) = 𝑑1𝑒𝑟1𝑦 + 𝑑2𝑒𝑟2𝑦 + 𝐶𝑛
𝑝(𝑦)                                                                                                              (22) 

şeklinde elde edilir. Buradaki   𝑑1  ve 𝑑2 integral sabitleri 𝑦  yönündeki sınır koşulları (11) kullanılarak bulunur. 

Öncelikle 𝑇2(𝑥, −1) = 𝑓2(𝑥) sınır koşulu (14) denkleminde yerine yazılıp denklemin her iki tarafı   cos (𝜆𝑥 + 𝜆)  

ile çarpılıp  [−1,1]  aralığında  𝑥   değişkenine göre integrali alınırsa; 

 

       𝐶𝑛(−1) = cos (𝜆) ∫ 𝑓2(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥 + 𝜆)𝑑𝑥
1

−1
                                                                                                 (23) 

bulunur. Bu koşul kullanılarak 𝑑1  ve 𝑑2 integral sabitlerine bağlı ilk denklem 

        𝑑1𝑒−𝑟1 + 𝑑2𝑒−𝑟2 = 𝑀                                                                                                                                   (24) 

şeklinde elde edilir. Burada  

      𝑀 = cos (𝜆) ∫ 𝑓2(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥 + 𝜆)𝑑𝑥 −
1

−1
(𝐴1𝑒−𝛾 + 𝐴2cos (2) − 𝐴3sin (2))                                               (25) 

ile bulunur. Benzer şekilde, 𝜕𝑇2/ 𝜕𝑦(𝑥, 1) = −𝜕𝑇1/ 𝜕𝑦(𝑥, 1)  sınır koşulu (14) denkleminde yerine yazılıp 

denklemin her iki tarafı   cos (𝜆𝑥 + 𝜆)  ile çarpılıp  [−1,1]  aralığında  𝑥   değişkenine göre integrallenirse; 

 

       𝐶′𝑛(1) = −cos (𝜆) ∫  
𝜕𝑇1(𝑥,1)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥 + 𝜆)𝑑𝑥

1

−1
                                                                                            (26) 

bulunur. Bu koşul kullanılarak 𝑑1  ve 𝑑2 integral sabitlerine bağlı ikinci denklem 

      𝑟1𝑒𝑟1𝑑1 + 𝑟2𝑒𝑟2𝑑2 = 𝑁                                                                                                                                  (27) 

şeklinde elde edilir. Burada  

      𝑁 = −cos (𝜆) ∫  
𝜕𝑇1(𝑥,1)

𝜕𝑦
𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑥 + 𝜆)𝑑𝑥

1

−1
− (𝐴1𝛾𝑒𝛾 − 2𝐴2sin (2) + 2𝐴3cos (2))                                    (28) 

ile elde edilir. 𝑑1  ve 𝑑2 ye bağlı bu lineer denklem sistemi (24) ve (27) çözülürse, integral sabitleri kolayca 

bulunur. Buna göre denklemin analitik çözümü 

       

           𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑇1(𝑥, 𝑦) + 𝑇2(𝑥, 𝑦)                                                                                                                     (29) 

olup 

           𝑇(𝑥, 𝑦) = −𝑎𝑒𝛾𝑦+𝛼 𝑥 + (
𝑥+1

2
)

2
[𝑎𝑒𝛾𝑦+𝛼 𝑥 + 𝐺(𝑦)] + ∑

𝐶𝑛(𝑦)

cos (𝜆)
∞
𝑛=0 cos(𝜆𝑥 + 𝜆)                                     (30) 

şeklinde elde edilir. 
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III. BULGULAR 

Bu çalışmada, dikdörtgen bir bölgede fonksiyonel derecelendirilmiş plakanın ısıl iletim katsayısının iki 

uzay değişkenine göre keyfi olarak değiştiği iki boyutlu bir ısı iletimi probleminin kapalı form çözümü ele 

alınmıştır. Malzeme özelliklerin eksenel yönlerdeki değişimi için 𝛼 = −0.4  ve 𝛾 = 0.5 olarak seçilmiştir. Bu 

malzeme gradyanı parametrelerinin sıfır alınması (𝛼 = 𝛾 = 0) durumunda, homojen metal malzemenin elde 

edileceği açıktır. Çalışmada elde edilen sonuçların doğruluğunu test etmek için, (20) denklemi ile verilmiş keyfi 

olarak seçilen 𝐹(𝑥) ve  𝐺(𝑦)  fonksiyonlarına karşılık gelen sınır koşulları Şekil 1’de karşılaştırılmış ve sonuçların 

örtüştüğü görülmüştür.   

 

(a)   𝑥 = 1 noktasında                                                  (b)   𝑦 = −1 noktasında            

Şekil 1. Keyfi olarak seçilen 𝐺(𝑦)  ve 𝐹(𝑥) fonksiyonlarına karşılık gelen sınır koşullarında sıcaklık dağılımlarının karşılaştırılması (𝑎 =
1.5). 

Şekil 2’de farklı boyutsuz ısı akıları (𝑎 = 0.5, 1, 1.5)  için plakalardaki sıcaklık dağılımının iki boyutlu 

grafiği verilmiştir. İzdüşüm grafiklerinde, rengin koyudan açığa doğru değişimi sıcaklığın arttığını göstermektedir. 

Plakanın sol tarafına (𝑥 = −1) etki eden boyutsuz ısı akı değerinin artması ve plakanın alt ucundaki (𝑦 = −1)  

sınır koşulunun etkisi ile sıcaklığın sol alt ucundan yukarı doğu arttığı gözlemlenmiştir. 
 

     
(a) 𝑎 = 0                                                  (b)     𝑎 = 1                                                     (c)     𝑎 = 1.5 

Şekil 2. Farklı boyutsuz ısı akı değerleri için iki boyutlu sıcaklık dağılımları.  

Şekil 3’te plakanın üst kenarı (𝑦 = 1)  ile sol kenarında (𝑥 = −1) farklı boyutsuz ısı akı değerlerinde 

(𝑎 = 0.5, 1, 1.5)   sırasıyla 𝑥  ve 𝑦  yönündeki sıcaklık dağılım grafikleri verilmiştir.  Şekil 3(a) da 𝑦 = 1 

noktasında ısı akı değeri arttıkça sıcaklığın arttığı ve iç cidar ile dış cidar arasındaki sıcaklık farkının arttığı 

gözlemlenmiştir. Ayrıca 𝑥 = 1 ekseninde sınır koşulunun sağlandığı da görülmüştür.  Şekil 3(b) de ısı akısının 

plakaya uygulandığı bölgede (𝑥 = −1 ) ısı akı değeri arttıkça sıcaklık artmış ve 𝑦 = −1 noktasında sınır koşulu 

zorlamasından dolayı iç cidar ile dış cidar arasındaki sıcaklık farkının azaldığı görülmüştür.  
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   (a)     𝑦 = 1 noktasında                                                               (b)     𝑥 = −1 noktasında 

Şekil 3. Eksenlerin orta noktalarında farklı boyutsuz ısı akıları için sıcaklık dağılımları. 

IV. SONUÇLAR 

Bu çalışmada, ısı üretimi olmadığı düşünülen fonksiyonel derecelendirilmiş iki boyutlu plakanın ısıl 

analizi ele alınmıştır. Plakanın ısıl iletkenliğinin iki yönde fonksiyonel derecelendirildiği varsayılmıştır. Bu 

koşullar altında elde edilen kısmı diferansiyel denklemin kapalı form çözümü değişkenlerine ayırma yöntemi ile 

elde edilmiştir. Sonuçlar, farklı ısı akı değerlerine göre elde edilen grafikler üzerinde tartışılmıştır. Isı akısının 

arttırılması ile sıcaklığın arttığı gözlemlenmiştir. Bu çalışmada elde edilen kapalı form çözümü, literatürde 

yapılacak olan sayısal çözümlemeler için bir kıyaslama çözümü olacaktır.  
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