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Bu calismanin amaci, &gretmenin argiimantasyon siirecini akilct sorgulama destekli
ylirlitmesinin 6grencilerin f ile f' grafikleri arasindaki matematiksel baglantilar tizerine akil
yuriitmesini nasil etkiledigini aragtirmaktir. Calisma, Tiirkiye’de bir tiniversitede matematik
egitimi programinda son sinifta 6grenim gormekte olan 13 6gretmen adayz ile yiiriitiilmiistiir.
Ogrencilerden f' grafiginin sunuldugu ve buradan f grafiginin olusturulmasimin istendigi bir
gorev iizerinde bireysel ¢alismalar1 ve ardindan bireysel ¢alisma iiriinleri {izerine tartismalar1
istenmistir. Dersi veren 6gretim elemani, argiimantasyona akilci sorgulama yaparak dahil
olmus ve Ogrencilere akil yiiriitme siirecindeki performanslarini akilcilik baglaminda
denetleyici ve akilcr davranmaya tesvik edici sorular sormustur. Argiimantasyonun yapisi
Toulmin modeli, 6gretmenin 6grencileri sorgulamasi siireci Ogretmenin Akila Sorgulama
Cercevesi ve Ogrencilerin Ogretmenin sorular1 karsisindaki sdylemleri ve davranislari
Habermas Akilat Davranig Teorisi ile analiz edilmistir. Ogretmenin akilci sorgulamasi
sayesinde dgrencilerin f ve f' graflklerl arasindaki matematiksel baglantilar1 kurmada daha
akilel davranabildigi goriilmiistiir. Ogretmenin akilcl sorgulama davranisi, dgrencileri
birbirlerini akilci sorgulamaya ve akilci davranma konusunda desteklemeye yoneltmistir.
Elde edilen sonuglar, 6gretmenin matematik simiflarinda akilci sorgulama destekli 6grenme
ortamlari olusturmasinin akilcl davranma kiiltiirii olusturabilecegine isaret etmektedir.
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The aim of this study is to investigate how teachers’ rational questioning during
argumentation influences students” reasoning about the mathematical connections between
the graphs of f and f'. The study was conducted with 13 senior students in a mathematics
education program at a university in Tiirkiye. Students were requested to individually work
on a task involving the graph of f’ and subsequently asked to derive the graph of f, followed
by argumentation on their individual works. The teacher engaged in argumentation by asking
rational questions, encouraging the students to behave rationally, and monitoring their
performance within the context of rationality. The structure of argumentation was analyzed
using Toulmin’s model, the teacher’s questioning by the Teacher Rational Questioning
Framework, and students’ behaviors using Habermas’ Construct of Rationality. Through the
teacher’s rational questioning, it was observed that students were able to reason more
rationally in constructing mathematical connections between the graphs of f and f'. The
teacher’s rational manner during argumentation directed students towards rational
questioning of each other, supporting them to perform more rationally. The findings suggest
that designing learning environments supported by rational questioning could foster a culture
of rational behavior in mathematics classrooms.
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Giris
Matematiksel anlama hem “anlama” siirecini hem de bu siirecin sonunda edinilen “bilgi”yi
temsil eder (Cai ve Ding, 2015). Matematiksel anlama 6grencinin zihninde gergeklesir. Ogrencinin bir
kavrami anlamasina aracilik eden 6nceki bilgileridir. Ogrenci ulasabildigi kaynaklardan destek alarak
yeni kavrami zihnindeki o6nceki anlamalar1 ile biitiinlestirmeye ve yeni matematiksel kavramu
anlamlandirmaya ¢alisir. Bu siirecin sonunda 6grencinin zihninde kavrama iliskin inanglar olusur
(Kastberg, 2002). Bu baglamda, dgrencinin bir matematiksel kavrami anlamasi onun séz konusu

kavramla ilgili kendine 6zel inang sistemi olusturmasidir diyebiliriz.

Matematiksel baglant: kurmak, 6grencinin iki veya daha fazla kavrami, tanim, teoremi, ya da
temsili birbirleriyle, diger disiplinlerle veya gercek hayatla iliskilendirdigi biligsel bir siiregtir (Garcia-
Garcia ve Dolores-Flores, 2018). Ogrenci inang sisteminin {iriinii olarak zihninde matematiksel
baglantilar kurar (Kastberg, 2002). Ogrencinin inang sistemi, matematik kiiltiiriinde s6z konusu
kavramla ilgili kabul edilmis inanglarla uyumlu degil ise 6grenci yanlis bir anlamaya sahiptir ya da
zihninde asil kavrama alternatif kavramlar gelistirmistir (Garcia-Garcia ve Dolores-Flores, 2018). Yanlis
anlamalar ve alternatif kavramlar 6grencilerin dogru matematiksel baglantilar kurmalarini engeller

(Kastberg, 2002).

Inanglar, bireyin sdylediklerinden ve yaptiklarindan anlasilir (Rokeach, 1968). Inanglara
dogrudan ulasmaya calismak yerine inanglar ortaya ¢ikarilmalidir (Francisco, 2013). Matematiksel
baglantilar, ogrenciler matematiksel gorevleri yerine getirirken iirettikleri yazili veya sozlii
argiimanlarinda ortaya ¢ikar. Cilinkii 0grenci matematiksel etkinliklerde zihnindeki inanglarini,
dolayisiyla matematiksel anlamalarini ve kurdugu matematiksel baglantilar: disa vurarak hareket eder
(Garcia-Garcia ve Dolores-Flores, 2021). Bu baglamda, 6grencilerin matematiksel anlamalarini ve
kurduklar1 matematiksel baglantilar1 ortaya c¢ikarabilmek igin matematiksel etkinliklerdeki

davraniglarina bakmak gereklidir.

Ogrencilerden bir matematiksel gorevi yerine getirirken akilal davranmasi beklenir (Boero,
2006). Matematiksel etkinliklerde Ogrencinin akilct davranmasi, iddialarini giivenilir yollarla
gerekcelendirebilmesini, gorevi tamamlamak i¢in amaca uygun arag segebilmesini ve kullanabilmesini,
digerleri tarafindan anlasilir ve kabul edilebilir agiklamalar yapabilmesini gerektirir (Morselli ve Boero,
2009). Matematik smiflarinda bir etkinlik yiiriiten 6grenci, bu akilcilik kriterlerini saglyor ise bu
O0grencinin matematiksel etkinlikteki kavramlar1 gercekten anladigi ve bildigi sOylenir (Boero ve
Morselli, 2009). Matematiksel anlamanin akilcilik perspektifinden yorumu, 6grencilerin zihnindeki
matematiksel kavramlara iliskin inang sistemi ile birlikte diisiiniildiigiinde, 6grencilerin matematiksel
etkinliklerde basarili sayilabilmeleri icin matematik kiiltiiriinde kabul gormiis inanglar ile tutarh

inanglara sahip olmalari, bu inanglar dogrultusunda dogru ve gecerli matematiksel baglantilar
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kurmalari, matematiksel baglantilar1 amaca uygun kullanmalar1 ve performanslarini iginde
bulunduklar: simifin diger tiyeleri tarafindan anlasilir ve kabul edilebilir sekilde agiklamalar1 gerektigi

anlagilmaktadir.

Ogrencilerin matematiksel etkinliklerde akilci davranmasimi beklemek igin 6nce onlara
akilciligr 6gretmek ve akilct davranma konusunda tecriibe kazandirmak (Douek, 2014), ayn1 zamanda
da matematiksel etkinliklerdeki performanslarini analiz etmek ve akilcilik kriterlerini saglamalarindaki
gelisimi takip etmek gerekmektedir (Morselli ve Boero, 2009). Bunun i¢in matematik simiflarinda
etkinliklerde 6grencilerin iddialarini1 ve gorevi yerine getirme stratejilerini paylastil ve tartistigi
arglimantasyon siirecinin olugmasina izin verilmesi ve 6grencilerin problem ¢6zme veya kanit yapma
siirecine girmeden once argiimantasyona dahil olmalarinin saglanmasi 6nemlidir (Urhan ve Biilbiil,
2022, 2023a, 2023b). Argiimantasyon siirecinde &grenciler tartisirken matematiksel anlamalarmi ve
matematiksel baglantilarini disa vuracak (Garcia-Garcia ve Dolores-Flores, 2021) ve bu da 6grencilerin
davraniglarim1 akilcilik baglaminda analiz etmeyi miimkiin hale getirecektir. Diger yandan
argiimantasyon stirecinin O0gretmen tarafindan nasil yiriitildigii arglimantasyonun etkililigini
saglamak ve kontrol etmek agisindan énemlidir. Argiimantasyon siirecinin 6gretmen tarafindan akilct
sorgulama destekli yiiriitiilmesinin, 6grencileri iddia iiretme, veri bulma, veri ve iddiay1 giivenilir ve

uygun gerekgeler ile iliskilendirme baglaminda destekledigi belirtilmektedir (Zhuang ve Conner, 2022).

Bu calismada, akilci sorgulamanin iiniversite 6grencilerinin kalkiiliis kavramlarini anlama ve
kalkiiliis kavramlar1 arasinda baglanti kurma odakli bir argiimantasyondaki davranislarina etkisi
arastirilacaktir. Kalkiiliis dersinde ogrencilerin bireysel akil ytiriitme siirecindeki davranislarini smif
icinde akila sorgulama destekli argiimantasyon siireci ile desteklemek ve &grencilerin
davraniglarindaki degisimleri gozlemlemek amaglanmaktadir. Urhan ve Biilbiil (2023a), 6grencilerin
diferansiyel denklemler iceren bir problemi ¢dzme siirecinde davranislarini kagit tizerindeki tirtinlerini
analiz ederek degerlendirmisler, {iniversite 6grencilerinin matematik derslerindeki problem ¢6zme
etkinliklerinde davranislarini akilci olma yoniinde destekleyecek sinif i¢i tartismalarin yapilmasini ve
bu tartismalarin 6grencilerin bireysel problem ¢6zme davranislari {izerindeki etkisinin arastirilmasini
onermislerdir. Universite 6grencilerinin geometri ve cebir alaninda kamt yapma siireglerindeki
davraruslarini akilcilik baglaminda analiz eden ¢alismalarda da (Urhan ve Biilbiil, 2022, 2023b) sinif ici
argiimantasyon siireglerinin 6grencilerin davramniglari tizerindeki etkisinin akilalik perspektifinden
arastirllmas: Onerilmistir. Alanyazindaki bu Oneriler dikkate alinarak, bu ¢alismada tiniversite
ogrencilerin kalkiiliis kavramlarini anlamay1 ve bu kavramlar arasinda baglanti kurmay1 gerektiren
matematiksel bir gorevdeki davramslarina akilal sorgulama destekli argiimantasyonun etkisi

arastirilacaktir.
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Teorik Cerceve
Argiimantasyonun Yapisal Analizi: Toulmin Modeli

Arglimantasyon bir baglama iliskin iddialar tiretme, nedenler sunarak iddialar1 destekleme,
bagkalarinin iddialarina karsi ¢ikma ve sunduklari nedenleri elestirme, elestirileri cliriitme gibi
eylemlerin bir birey ya da topluluk tarafindan yiiriitildiigi stiregtir (Toulmin vd. 1984).
Argilimantasyon bir ya da mantiksal olarak baglantili daha fazla sayida argiimandan olusur. Argiiman
bir akil yiirtitme zinciri olup, bireyin bir konuya iliskin bir iddiay1 savunmak ya da ¢iiriitmek igin
iirettigi neden ya da nedenlerdir (Boero vd., 2010). Bu baglamda diisiiniildiigiinde, herhangi bir
konusma ya da soylev argiimantasyon olarak kabul edilemez. Sebep bulmay1 ve sunmaysi, tiimevarim
yapmay1, sonug ¢ikarmayi, tartismayi, bir seyi savunmayi ya da kanit yapmayi iceren yazili ya da sozlii
argiimanlardan olusan siire¢ argiimantasyon niteligindedir.

Toulmin vd. (1984), argiimantasyon siirecinin yapisini analiz etmek igin bir cerceve

olusturmustur (Sekil 1).

Ciiriiten: Gerekgenin
gecerli olmadigi
durumlar/kosullar

Niteleyen: Iddianin iddia: Olusturulan

ifade

Veri: Iddiay1 ortaya

kesinligini tanimlayan

koyan gercekler

sozciik

Gerekge: Iddia ve veri arasindaki baglanti

Destek: Tartisma baglaminda
s0z konusu gerekgenin gegerli
oldugunu savunan ifadeler,
nedenler

Sekil 1. Toulmin modeli

Argilimantasyonda yapilan ¢ikarim Toulmin modelinde iddia, bu ¢ikarimin dayandigi onctiller
veri, verileri iddiaya baglayan nedenler gerekge olarak degerlendirilir. Krummbheuer (1995), matematik
egitimi disiplinine Toulmin modelini tanitan ve matematik siniflarindaki tartismalari, argiimantasyon
niteligi tasimalar1 nedeniyle, yapisal olarak Toulmin modeli ile analiz eden arastirmacidir.

Calismasinda Toulmin modelini ¢ekirdek yapisi (veri, iddia, gerekge) ile kullanmay1 tercih etmistir.
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Inglis vd. (2007) de matematik siniflarindaki tartismalari argiimantasyon olarak ele almislar ancak
tartismalarin yapisinin daha detayli ve tam analizi i¢in Toulmin’in tiim modelini kullanmislardir.
Toulmin modelinde (Sekil 1) niteleyen, iddiaya bir zarf olarak eklenir (kesinlikle, muhtemelen, biiyiik
olasilikla vb.) ve iddianin giivenilirligini belirler. Destek, bir gerek¢enin gecerli oldugunu gosteren ve
gliciinii arttiran tanumlar, kurallar veya teoremlerdir. Ciiriiten, iddianin dogru veya gecerli olmadig:

durumlar belirtir ve iddianin giiciinii zayiflatma potansiyeline sahiptir.

Toulmin vd. (1984), bireylerin argiimantasyona katilim bic¢imlerinin akilci olup olmamasinin
onemli oldugunu belirtmektedir. Argiimantasyona katilan bireyin bir iddiay1 nasil ileri siirdtigilinii ya
da bir iddiaya nasil kars1 ¢iktigini nedenleri ile agiklama performans: akilciligini gosterir. Eger biri
argiimantasyona akilci katilim gosteriyor ise bir iddiay1 nasil tirettigini ya da ¢lirtittiigtinti digerleri i¢in
anlasilir olacak sekilde nedenleri ile birlikte agiklar ve ayni zamanda digerlerinin iddialar1 i¢in sundugu
gerekceleri degerlendirir, bu gerekgelerin giiciinii kabul eder ya da gecersiz buldugu gerekgeleri
elestirir ve bu gerekgelerin dahil oldugu argiimana Kkarsi-argiiman {iretir. Diger yandan,
argiimantasyona akilc katilim gostermiyor ise iddia iiretme, veri bulma ve kullanma, iddialarn
gerekcelendirme konusunda bilingli hareket etmez, digerleri i¢in anlasilir argiiman {iretme ve sunma
kaygis1 tasimaz ve digerlerinden iddialarini veya ciiriitenlerini giivenilir nedenlerle aciklamalarimi
beklemez. Argilimantasyondaki ezbere veya iistli kapali argiimanlari gormezden gelir, kendi
iddialarina kars: {iretilen ¢iiriitenleri goz ardi eder ve argiimantasyona dogmatik yiiriitiilen bir siireg

olarak bakar.

Conner vd. (2014) matematiksel akil yiiriitmenin sosyal boyutunu dikkate alarak tiim smif
etkilesimlerini ortaklasa argiimantasyon niteliginde degerlendirmekte ve matematiksel akil yiiriitmeyi
argiimantasyon ile esdeger gormektedir. Benzer bakis agis1 ile matematiksel akil ytiriitmeyi
arglimantasyon ile es deger goren arastirmacilarin calismalarinda sinif etkilesimlerindeki akil
ylirlitmenin yapisini Toulmin modeli ile analiz ettigi goriilmektedir (6r., Jeannotte ve Kieran, 2017). Bu
baglamda, matematiksel akil ytiirtitmenin yapisal boyutu Toulmin modelinin bilesenleri ile analiz
edilmekte ve 6grencilerin akil yiiriitiirken iddia {iretme, iddialarmna iligkin veriler bulma ve iddia ile
veriler arasindaki iligkiyi gerekgeler ile savunma performans: degerlendirilmektedir. Toulmin vd.'nin
(1984) argiimantasyon siirecine katilimda altim1 ¢izdigi akilalik kavrami, matematik siniflarinda
ogrencilerin akil yiiriitme siirecinin yapisal boyutunda akilc rol almasi, dolayisiyla argiimantasyona
akila katilm gostermesi (Boero, 2006) seklinde karsimiza ¢ikmaktadir. Ancak argiimantasyonun
yapisini ortaya koymay1 ve analiz etmeyi saglayan Toulmin modeli, 6grencilerin performansimni akilct
olup olmamasi baglaminda degerlendirmeyi saglamaz. Ogrencilerin ve gretmenin argiimantasyonun
yapisal boyutunda gosterdikleri performansin yani iddia {iretme, bu iddiay1 ortaya ¢ikaran verileri

bulma, veri(ler) ve iddia arasindaki iliskiyi gerekcelendirme, bir bagkasinin iddias1 i¢in destek ya da
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ciiriiten bulma ve sunma davranislarinin analizinin akilcilik baglaminda degerlendirilmesi icin bir
baska teorik araca ihtiya¢ vardir. Matematik egitimine adapte edilen (Morselli ve Boero, 2009)
Habermas akilc1 davrarns teorisi, 6grencilerin ve 6gretmenin argiimantasyona katilim performanslarini

akilcilik baglaminda analiz etmek i¢in kullanilabilecek teorik bir aragtir.
Habermas Akilc1 Davranis Teorisi

Habermas'in (1998) akilcilik teorisi bir etkilesim teorisi olup sosyal etkilesim sirasinda
bireylerin davranislarini akilcl olup olmamalar1 baglaminda analiz etmeye yarar. Habermas’a gore
etkilesim sirasinda birey s6z konusu baglam iginde gegerli kriterleri dikkate alarak, bu kriterleri dogru
ve amacina uygun kullanarak hareket ediyorsa ve etkilesim kurdugu bireyler ile uzlasiya varmayi
hedefliyorsa akilcr davraniyor demektir. Teorinin {i¢ ana bileseni vardir: epistemik akilcilik, teleolojik
akilalik ve iletisim akilcihigl. Epistemik akilcilik bireyin digerleri ile kurdugu etkilesimde {iirettigi
iddialar1 giivenilir gerekgeler ile savunmasi ve ezbere bilgi kullanmamasidir. Epistemik baglamda akilci
davranan birey sezgisel hareket etmez, ezbere ya da iistii ¢rtiik adimlar atmaz, her adimini giivenilir
nedenler ile gerekcelendirir. Teleolojik akilcilik bireyin etkilesim sirasinda amacina uygun hareket
edebilmesi ile ilgilidir. Bireyler etkilesim kurarken bir amaca yonelik iletisim kurarlar. Eger etkilesim
igindeki birey iletisimi ilgili amaca ulastirmaya yonelik ilerletiyor ve s6z konusu baglamda amaca
yonelik adimlar atiyor ise teleolojik acidan akilcr davramiyor demektir. Teleolojik baglamda akilc
davranan birey etkilesim boyunca neyi nasil yaptigin1 agiklayabilir ve etkilesimde bulundugu diger
bireylerin adimlarini ve sdylemlerini amaca uygun olup olmamas: baglaminda degerlendirebilir.
Tletisim akilaihigi, etkilesim kuran bireyin yazili iiriinlerinin ve sozlii performansimin diger bireyler
tarafindan anlasilir ve kabul edilebilir olmasi ile ilgilidir. ileti§im baglaminda akilci davranan birey,
adimlarinin ve sdylemlerinin bagkalar1 tarafindan kolay takip edilebilir olmasimi ve onaylanmasini

hedefler; etkilesim boyunca digerleri ile s6z konusu baglamda uzlasiya varma niyetli iletisim kurar.

Matematik smiflarinda Ogrencilerin bir matematiksel etkinligi yazili veya sozlii olarak
ylriitiirken diger 6grenciler ve 6gretmen ile etkilesim icinde olduklar diisiiniildiigiinde Habermas
akilcl davranis teorisinin dgrencilerin matematiksel etkinliklerde gosterdikleri davranislar: akilcilik
baglaminda analiz etmek ve degerlendirmek i¢in kullanilabilecegi sonucuna varilmigtir (Boero, 2006).
Bu amacla, Habermas akilci davrarus teorisi matematik egitimine adapte edilmis (Morselli ve Boero,
2009) ve matematiksel etkinliklerde 6grencilerin davranislarini akilcilik baglaminda analiz etmek igin
kullanilmigtir (6r., Boero, 2006; Boero vd., 2010; Boero ve Morselli, 2009; Boero ve Planas, 2014;
Habermas, 1998; Morselli ve Boero, 2009). Bu ¢alismalarda Habermas akilc1 davranis teorisinin akilcilik
bilesenlerinin gerektirdigi davranigslar matematik disiplinine ve smiflarina uygun sekilde

tanimlanmugtir (Tablo 1).
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Tablo 1. Akilalik Bilesenlerinin Kriterleri

Akzilcilik Bilegenleri  Kriterler

> Her argiimanin epistemik gecerligini matematiksel tanimlara, aksiyomlara,
teoremlere veya prensiplere dayandirmak

> Matematiksel etkinlik boyunca atilan her adimi, iiretilen her iddiay1 matematiksel
baglamda giivenilir gerekgeler ile dogrulamak ve savunmak

Epistemik akilcilik

> Gorevdeki amaci anlamak ve bu amaca ulasmayr saglayacak matematiksel
kavramlar1 se¢gmek ve kullanmak

> Secilen matematiksel kavramlar arasinda gorevdeki amaca ulagsmay: saglayan
matematiksel baglantilar1 kurmak

> Gorevde amaca ulagsmak i¢in kullanilmas: gereken matematiksel ¢6ziim yontemini,
kanit yapma stratejisini, teoremleri, aksiyomlar1 ve prensipleri segmek ve kullanmak

Teleolojik Akilcilik

> Her ¢ikarimy, iddiay1, adimi matematiksel olarak giivenilir gerekgeler ile aciklamak

» Matematiksel etkinliklerde ortaya konan firtinlerde (¢oziim, kanit, temsil gibi)
fletisim Akilcilig: matematiksel notasyonu ve dili dogru ve amaca uygun kullanmak

> Siftaki diger 6grenciler ve dgretmen icin anlasilir ve matematiksel baglamda

onaylanabilir yazili ve sozlii iiriinler sunmak

Bir matematiksel etkinlikte etkilesim kuran bir Ogrenci iddialarmi ve attigi adimlar
matematiksel tamimlar, teoremler, aksiyomlar ve prensipler ile giivenilir sekilde gerekcelendiriyor ve
savunuyor ise epistemik akilciligin kriterlerini saghyor demektir. Eger 6grenci bir matematiksel
etkinlikte kendisine verilen gorevi yerine getirmek ve gorevi tamamlamak ic¢in amacina uygun
matematiksel araclar1 segebiliyor ve kullanabiliyorsa teleolojik akilcilik gerekliliklerini sagliyor
demektir. Ornegin problem c¢ozme siirecinde &grenci, problemi c¢ozmesi icin kendisine gereken
matematiksel stratejiyi ya da teoremi, aract ya da tanumi zihnindeki diger tiim bilgiler ve stratejiler
arasindan ayirt ederek secgebiliyor ve problem ¢ozme siirecinde amacina yonelik kullanabiliyorsa
teleolojik baglamda akilci davraniyor demektir. fletisim akilciligi bir matematiksel etkinligi yazili veya
sOzlii olarak yiiriiten 6grencinin simuftaki diger 6grenciler ve 6gretmen ile anlasilir ve kabul edilebilir
sekilde matematiksel iletisim kurma cabas: ile ilgilidir. Eger 6grenci, bir matematiksel gorevi yerine
getirirken, diger 6grenciler ve dgretmen tarafindan anlasilir olmak, onaylanmak istiyorsa ve siirecte
bunun igin tiim adimlarini agikliyor, hangi adimi neden ve nasil attigin ifade ediyor ve kolay takip
edilebilir iiriinler ortaya koyuyor ise iletisim akilciligi kriterlerini sagliyor demektir. Iletisim
baglaminda akilci davranan bir 6grenci matematiksel kanit yaparken veya problem ¢ozerken attig1 her
adimi kagit tizerindeki kanitina veya ¢oziimiine yansitir, iddialarini agiklar, bir bagkas1 kanitini ya da
¢Oziimiinii takip ederken siireci anlamakta zorlanmasin ister ve buna gore davranir. Habermas akilc
davramns teorisi, matematik egitimi arastirmalarinda farkli sif diizeylerinde ve farkli matematik
konular1 kapsaminda ogrencilerin matematiksel etkinliklerdeki yazili ve sozlii performanslari
akilcilik bilesenlerinin gereklilikleri baglaminda analiz etmek igin kullanilmistir (6r., Boero, 2006; Boero

ve Morselli, 2009; Morselli ve Boero, 2009, 2011; Urhan ve Biilbiil, 2022, 2023a, 2023b).

Matematik sinufi, bilginin etkilesimli sekilde insa edildigi ve arglimantasyon kiiltiiriiniin hakim

oldugu sosyal bir ortamdir (Boero ve Planas, 2014). Bu baglamda, arastirmacilar 6gretmenlere
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Habermas’in akilcilik teorisini dikkate alarak matematiksel etkinlikler planlamalarini (Boero vd., 2010),
akilcr sorular entegre edilmis matematiksel gorevler hazirlamalarini ve bu yolla matematiksel
etkinliklerde Ogrencilerin akilat  davranuslarinin - gelisimini  desteklemelerini  (Douek, 2014)
Onermektedirler. Ancak Ogretmenlerin argiimantasyon siirecini iyi segilmis ve etkili sorular ile
destekleyebilmesi i¢in bir teorik gerceveye ihtiyaci vardir (McCarthy vd., 2016). Zhuang ve Conner
(2022), Habermas'in akilcilik teorisini temel alarak ogretmenlerin 6grencileri argiimantasyona akilc
katilm gostermeleri yoniinde desteklemeleri icin “Ogretmenin Akiler Sorgulama Cergevesi”’ni
olusturmuslardir. Bu gergeveyi temel alarak bir matematiksel etkinligi tasarlayan ve yiiriiten 6gretmen,
etkinlikte akilci sorular araciligiyla ogrenciler ile etkilesim kurarak onlari epistemik, teleolojik ve

iletisim baglaminda akilct davranmalar1 yoniinde destekleyebilir.
C)gretmenin Akilc Sorgulama Cergevesi

Zhuang ve Conner (2022) alanyazinda akilci sorgulamanin argiimantasyonu destekleme
potansiyeli {izerine yapilan vurgular1 (Douek, 2014) dikkate almis ve 6gretmenlerin 6grencilerin farkl
akilcalik tiirleri kapsaminda argiimantasyona katilimini nasil saglayabilecegini anlamak icin
Ogretmenin akilct sorgulama cergevesini gelistirmislerdir. Bu cerceveye gore 0gretmenler, 6gretim
hedeflerine ulasmak icin didaktik araglara iliskin stratejik se¢imleri yapabilen akilct 6gretim aracilaridir.
Alala soru, en az bir akilcilik bileseni iceren ve tetikleyen soru olarak tanimlanmaktadir. Bir soru
epistemik akilcilig1 igeriyor ve tetikliyor ise bu soruya epistemik akilcilik sorusu denir. Bu tiirden bir
soru Ogrenciyi iddialarim1 ve adimlarini matematiksel baglamda giivenilir gerekgeler ile savunmaya
yoneltir. Bir soru teleolojik akilcilig1 igeriyor ve tetikliyor ise bu soruya teleolojik akilcilik sorusu denir.
Bu tiirden bir soru 6grencinin bir matematiksel etkinlikte nasil performans gosterdigini, problemi nasil
¢6zdiigiinii, hangi stratejiyi nasil kullandigini agiga ¢ikarmaya yoneliktir. Ogrencinin ¢dziimiinii ya da
kanitin1 gozden gecirmesine, olas1 hatalarini tespit etmesine veya bir bagkasinin problem ¢6zme veya
kanit yapma siirecini inceleyerek kendisininki ile karsilastirmasina yonelik sorular da Ogrencinin
amacma uygun hareket edip etmedigini denetlemeye yonelik oldugundan teleolojik akilcilik
sorularidir. Bir soru iletisim akilcthgin igeriyor ve tetikliyor ise bu soruya iletisim akilcilig1 sorusu
denir. Tletisim akilalig1 sorusu 6grencinin yazili veya sozlii iiriinlerinde siniftaki diger 6grenciler ve
Ogretmeni tarafindan anlasilir bulunmasini saglamaya yoneliktir. Bu tiirden sorular 6grencinin
adimlarini yazili veya sozlii agiklamasini; yazil iiriinlerinde matematiksel notasyon kullanimina, s6zlii
agiklamalarinda matematiksel dil kullamimina 6zen gostermesini talep eder. Ogrenciyi stratejisini
adimlarini atlamadan kullanmaya, kolay takip edilebilir nitelikte {iriinler sunmaya, sinif toplulugunun

diger {iyeleri ile uzlasiya varmaya tesvik eder.

Bir sorunun hangi akilciigi destekledigine veya tetikledigine karar verirken soruya verilen

cevabin igerigi de dikkate alinmalidir. Ornegin epistemik akilcilii desteklemek amagli sorulan “Neden
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f fonksiyonunun grafiginin parabol belirttigini diisiiniiyorsun?” sorusuna 6grencinin verdigi cevap,
epistemik akilciliga iliskin gostergeler icerdigi gibi farkli bir akilalik tiiriine iliskin gostergeler de
barindirabilir. Ogrenci cevabinda f' fonksiyonunun grafiginin dogru belirttigini, dogru
fonksiyonunun birinci dereceden bir cebirsel ifadesi oldugunu ve integral alma yoluyla f
fonksiyonunun cebirsel temsilini ikinci dereceden bir cebirsel ifade olarak elde edecegini ve bu nedenle
f fonksiyonunun grafiginin parabol belirttigini agikliyor ise hem adimlarini gerekgelendiriyor hem de f
fonksiyonunun grafigini nasil elde ettigini agikliyor demektir. Bu durum, égrencinin cevabinin hem
epistemik ve hem de teleolojik akilciliga iliskin kanitlar icerdigini gosterir. Bu nedenle, s6z konusu soru
hem epistemik hem de teleolojik akilcilik sorusu niteligindedir. Bu baglamda, akilc1 bir soru birden fazla

akilciligl ayni anda igerme ve tetikleme 6zelligine sahip olabilir.

Akila bir soru verilen cevaptan bagimsiz olarak dogas1 geregi birden fazla akilcilik bilesenini
destekler veya tetikler nitelikte olabilir. Ornegin, akilci bir soru, akil yiiriitme siirecinde kullamlan
araclarin veya yontemlerin etkililiginin gerekcelendirilmesini bekleyen bir soru olup hem epistemik
hem de teleolojik akilcilik bilegenini tetikleyen tiirde olabilir. Ornegin, “Neden burada f’
fonksiyonunun kokiinii ve isaretinin degistigi araliklar1 kontrol ettin?” sorusu Ogrenciden hem
davramisini gerekcelendirmesini talep etmekte (epistemik akilcilik) hem de f' fonksiyonunun kokiinii
ve isaretini kontrol ederken neye ulasmay1 hedefledigini (teleolojik akilcilik) denetlemektedir. Bu
baglamda, baz1 akilci sorular dogas1 geregi iki veya ti¢ akilailik bilesenini igerebilir ve tetikleyebilir.
Akl bir soru ti¢ akilcilik bileseninin tamamini igeriyorsa ve tetikliyorsa, bu soruya epistemik, teleolojik
ve iletisim akilcilig1 sorusu denir.

Matematik smiflarinda 6gretmen birden fazla akilcilik bilesenini destekleyen ve tetikleyen
tirde sorular kullanarak Ogrencilerin birden fazla akilcilik bileseni kapsaminda etkilesimde
bulunmasini saglayabilir. Zhuang ve Conner’in (2022) Ogretmenin Akilct Sorgulama Cergevesi'nde yer

verdigi akilc soru tiirlerinin aciklamalarina ve 6rneklerine Tablo 2’de yer verilmektedir.

Tablo 2. Ogretmenin Akala Sorgulama Cergevesi

Epistemik Akilcilik Sorusu Teleolojik Akilcilik Sorusu iletisim Akilcilig1 Sorusu

Ozellik

o Ogrenci {istii kapali, ezbere veya
yanlis cevap verdiginde ya da iddia
iirettiginde sorulur.

e Argiimanin ortak matematiksel
Onermelere, teoremlere,
aksiyomlara veya prensiplere gére
gegcerliligini denetler.

e Argiimanin hangi matematiksel
Onermeye, aksiyoma, teoreme veya
prensibe dayandiginin acikga ifade
edilmesini ve argiimanin
savunulmasin talep eder.

e Ogrencinin problemi nasil ¢ozd{igii
belirsiz oldugunda, problem ¢6zme
stratejisini bilingli yiiriitiip
yiiriitmedigini anlamak icin sorulur.

e Argiimanda amaca yonelik aracin
kullanilip kullanilmadigini ve bu
aracin bilingli secilip secilmedigini
denetler.

e Argiimanin nasil iiretildigini, bir
¢Oziim yonteminin, teoremin, tanimin,
prensibin ¢oziimde veya kanitta nasil
kullanildigini denetler.

e Ogrenci ¢oziim siirecini ya da
kanitin1 anlagilir bigimde
iiretmediginde ve sinif toplulugunun
tiyeleri tarafindan anlagilmadiginda ve
onaylanmadiginda sorulur.

e Ogrenciyi matematiksel dili dogru
ve tam kullanmaya tesvik eder.

e Ogrenciyi bir strateji kullarurken
adimlar1 atlamamaya, yazil ve sozlii
acgiklamalar ile kolay anlagilir olmaya
yOneltir.
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e Neden bu aralikta e  Tiirev fonksiyonunun egimini e  f fonksiyonunun konveksiliginin
2 f fonksiyonunun grafigi artan? nasil buldun? degistigi bu noktamin adi nedir?
£ ¢ Arkadasmaneden katilmadigimi e  f' fonksiyonunun grafigini nasil e f'fonksiyonun kokiinii ve
‘O agiklar misin? ¢izdin? isaretlerini bir temsil ile gosterir
misin?

Zhuang, Y. & Conner, A. (2022). Teachers’ use of rational questioning strategies to promote student participation in collective
argumentation. Educational Studies in Mathematics, 111(3), 345-365 ¢alismasindan uyarlanmusgtir.

Zhuang ve Conner (2022) Ogretmenin Akilar Sorgulama Cergevesi'ni, diger 6gretmen soru
sorma cercevelerinden (6r., Hufferd-Ackles vd., 2004; Sahin ve Kulm, 2008), 6gretmenin sorusunu
akilcilik bilegenlerine gore kategorize etmesi yoniiyle ayirmaktadir. Bu cerceve, 6gretmenlerin
sorularini seviyesine, agik veya kapali olmasina gore siniflandirmak yerine, 6gretmenlerin sorulari ile
ogrencilerin argiimantasyon boyunca davraniglarini akilclik baglaminda gelistirmeye yonelik bir siuf
ortamini nasil tasarlayacaklarini ve yoneteceklerini anlamalarina olanak tanir. Uzman matematikgilerin
tartismalarinda epistemik, teleolojik ve iletisim akilcilig1 farkindalig: dogal olarak var oldugundan ve
uzmanlarin tartisma sirasindaki davranislarinda bu farkindalik agik¢a ortaya c¢iktigindan akila
sorgulama matematiksel etkinliklerdeki arglimantasyon siireciyle dogasi geregi uyumludur (Boero vd.,
2010). Bu baglamda, 6gretmenin akilc1 sorgulamasinin matematik simiflarinda kanit yapma, problem
¢ozme, modelleme ve tartisma siireclerinin dogasi ile tutarli olmasi beklenmektedir. Ek olarak
alanyazinda 6gretmen rehberliginde didaktik araclar kullanilarak 6grencilere akilci davranmanin ne
demek oldugunun ve matematiksel etkinliklerde nasil akilc1 davranilacaginin 6gretilmesi gerektigine
iliskin yapilan vurgular (Douek, 2014) dikkat cekmektedir. Ttiim bunlar gz oniine alindiginda, akilc
sorgulamanin 6grencilere akilct davranmay1 6gretme konusundaki ihtiyaci karsilayacak bir 6gretim
metodu olabilecegi diisiiniilmektedir (Zhuang ve Conner, 2022).

Yontem

Bu arastirma nitel bir ¢alismadir (Cohen vd., 2018) ve dort asamada gerceklestirilmistir: (1)
Katilimeilar segilmistir; (2) f ve f' fonksiyonlarinin grafiklerine iliskin matematiksel gorevi yerine
getirmek icin 6grencilere bireysel caligma firsati verilmistir; (3) Ogrencilerin bireysel calisma iiriinlerini
tartistiklar: ve 6gretmenin akilci sorgulama ile destekledigi argiimantasyon stireci yiiriitiilmiistiir; (4)
Argilimantasyonun yapist Toulmin modeli; 6gretmenin argiimantasyon boyunca yiiriittii§ii sorgulama
siireci Ogretmenin Akilci Sorgulama Cergevesi; dgrencilerin argiimantasyon boyunca dgretmene
verdigi cevaplar Habermas Akilci Davranis Teorisi ile analiz edilmistir.

Calisma Grubu

Calismada matematik egitimi programinda 4. sinifta 6grenim gormekte olan ve calismaya
goniillii olarak katilan 13 tiniversite 6grencisi ile ¢alisilmistir. Ogrencilerin basarili olduklar1 matematik
derslerinin matematiksel kavramlar arasindaki baglantilar1 kurma performanslarini etkileyecegi
diistiniilerek, matematik egitimi programinda 2023-2024 akademik yili bahar dénemine kadar verilmig

olan tiim matematik derslerini almis ve basariyla tamamlamis olmalarina dikkat edilmistir. S6z konusu
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matematik derslerinin 6grenme ciktilar1 diisiiniildiigiinde, 6grencilerin temel kalkiiliis kavramlarini,
Onermelerini ve teoremlerini bilmeleri, bu kavramlar: iceren gorevlerde basarili olmak icgin gerekli
matematiksel baglantilar1 kurabilmeleri ve bu siiregte matematigin formel dilini dogru ve amaca uygun

kullanabilmeleri beklenmektedir.
Veri Toplama Araglan

Ogrencilere f' fonksiyonunun grafigi sunularak f fonksiyonunun grafigini ¢izmelerinin
istendigi bir gorev verilmistir. Bu gorevi yerine getirmek i¢in tiirev fonksiyonunun kokleri ve isareti ile
fonksiyonun ekstremum noktalari, ekstremum noktalarinin tiirii ve fonksiyonun artan veya azalan
oldugu araliklar arasindaki baglantiy1 kurmak; fonksiyonun biikiim noktalarini bulmak i¢in ikinci tiirev
fonksiyonunu kullanmak ve bunun icin ikinci tiirev fonksiyonunun kokleri ve isareti ile birinci tiirev
fonksiyonunun ekstremum noktalari, ekstremum noktalarinin tiirii ve artan veya azalan oldugu
araliklar arasindaki baglantiyr kurmak gereklidir. Genel olarak, goérevin amaci Ogrencilerin bir
fonksiyonun grafigi ile tiirev fonksiyonun grafigi arasindaki matematiksel baglantilar1 kurma

performanslarini ortaya ¢ikarmaktir.

Yukarida f' grafigi verilen f fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. iddialarimzi ve adimlarmiz aciklayimiz.

Sekil 2. Matematiksel gorev

Ogrencilere bu gorevin verilmesinin nedeni f ve f’ fonksiyonlarini igeren ve birinin grafiginden
digerinin grafiginin {iretilmesini talep eden gorevlerin ogrencilerin bu kavramlar arasinda baglant:
kurmasina firsat verir nitelikte oldugunun alanyazindaki ¢alismalar (Garcia-Garcia ve Dolores-Flores,

2021; Rodriguez-Nieto vd., 2023) tarafindan dogrulanmis olmasidir.
Veri Toplama Siireci

Veri toplama siirecini ¢alismanin yazari olan arastirmaci yiiriitmiis ve veri toplama siirecine
argiimantasyonu akilci sorgulama destekli yiiriiten Ogretmen olarak dahil olmustur. Arastirmac
arglimantasyonun yapisini Toulmin modeli ile analiz etme, 6grencilerin matematik etkinliklerindeki

davraniglarini Habermas Akila Davranis Teorisi ile analiz etme ve C)gretmenin Akila Sorgulama
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Cercevesi'ni arglimantasyonda oOgrencilerin akil yiiriitmesini desteklemek amaciyla kullanma
konusunda bilgili ve tecriibelidir. Arastirmaci, 2023-2024 akademik yili giiz doneminde c¢alisma
grubundaki 6grencilerin bazi matematik ve egitim derslerinde ders sorumlulugu yapmustir. Bu nedenle,
calisma grubundaki 6grenciler, arastirmacinin 6gretmen kimliginin farkindadir ve yiiriittiigii derslere

Ogrenci olarak katilmislardir.

Veri toplama siireci, katilimcilarin sessiz bir sinif ortaminda kendilerine verilen gorev tizerinde
bireysel olarak calismalar1 ile baglamistir. Bu asama yaklasik 20 dakika stirmiistiir. Ardindan
arastirmaci, 6gretmen kimligi ile 6grencilerin bireysel ¢alisma iiriinleri tizerine tartismalarini istemis ve
argiimantasyon siirecini baglatmistir. Arastirmacinin  kendisi de akila sorgulama yaparak
arglimantasyona dahil olmustur. Bu asama yaklasik 90 dakika siirmiis ve video kay1t altina alinmistir.

Argilimantasyonun sonunda 6grencilerden bireysel ¢alisma tiriinleri toplanmasgtir.
Verilerin Analizi
Veri analizinde su adimlar takip edilmistir:
1. Argiimantasyon siireci transkript edilmistir. Ogrenciler 01, 02, ..., O13; aragtirmaci A ile

kodlanmistir. Argiimantasyondaki her bir satir A_1, 012 A3 .. seklinde

numaralandirilmistir.

2. Ogrencilerin ve dgretmenin argiimanlarinda iddialarin alt1 gizilmis, ardindan s6z konusu

iddia ile ilgili veri ve gerekge tanimlanmustir.

3. Toulmin modelinin ($ekil 1) bilesenleri (veri, iddia ve gerekge) ile argiimanin temel yapisi
olusturulduktan sonra argiimantasyonda Toulmin modelinin yardimc bilesenlerinin
(niteleyen, cliriiten ve destek) olup olmadig: tespit edilmis ve yardimai bilesen(ler) var ise

argiimanin yapisina eklenmistir.

4. Argiimantasyonda 6gretmenin sorular1 Ogretmenin Akilcr Sorgulama Cergevesi (Tablo 2)

temel alinarak analiz edilmistir.

5. Ogrencilerin 6gretmenin akilal sorgulamasi kargisinda verdikleri cevaplar ve gosterdikleri

davramislar Habermas akilc1 davranis teorisi bilesenlerine gore (Tablo 1) analiz edilmistir.

Veriler, matematik egitimi alaninda ¢alisan ve argiimantasyonun Toulmin modeli ile yapisal
analizinde, 6grencilerin matematiksel etkinliklerdeki davranislarini Habermas akilci davranis teorisi ile
analiz etmede bilgili ve tecriibeli bir uzmana gonderilmistir. Uzmana ¢alismanin amaci agiklanarak
kendisinden verileri analiz etmesi istenmistir. Calismanin yazari olan arastirmaci ve uzman verileri
bireysel olarak analiz etmistir. Analizler tamamlandiginda, ¢alismanin yazari ve uzman bir araya
gelerek analiz sonuglarmi karsilagtirmiglar, farkli sonuglar {izerinde uzlasiya varincaya kadar

tartismislardir.
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Bulgular
Ogrenciler bireysel calismalarini tamamladiktan sonra 8gretmen argiimantasyonu baglatmustir.
A_1: Problemi tahtada ¢ozmek isteyen var mi?
(O1 parmak kaldirir ve tahtaya cikar.)
O1_2: Tiirev fonksiyonunun grafigine baktim ve egimini diisiindiim. Tiirev fonksiyonunun egimi
pozitif. Bu nedenle fonksiyon artan olmali diye diisiiniiyorum.
01, f' fonksiyonunun egiminin pozitif olmasinin f fonksiyonun artan olacagi anlamina

geldigini iddia etmektedir. Arglimantasyonun yapisal analizi asagida verilmektedir.
fddia: Fonksiyon artandur.
Veri: Tiirev fonksiyonunun grafigine gore tiirev fonksiyonunun egimi pozitif.

Gerekge: Tiirev fonksiyonunun egiminin pozitif olmasi, fonksiyonun artan olmasi anlamina
gelir.

Ol’in kullandig1 gerekge {istii kapali bir bilgi niteligindedir ve matematiksel baglamda dogru
ve gegerli degildir. Ogrenci iddiastm matematiksel baglamda giivenilir yollarla dogrulayamamus;
ogrencinin sundugu gerekge, iddia ile veri arasinda giivenilir matematiksel bir baglant1 kuramamastir.

Bu durum, 6grencinin akil yiiritmesinde epistemik baglamda akilc1 davranamadigini gostermektedir.

A_3: Tiirev fonksiyonunun egimini nasil buldun?

O1_4: Dogru saga dogru yatik, bu nedenle egimi pozitif.

Ogretmen Ol’e tiirev fonksiyonunun egimini nasil buldugunu sorarak teleolojik akilcilig:
destekleyici bir soru sormustur. O1, bu soruya verdigi yant ile tiirev fonksiyonunun egimini bulurken
iisti kapali bir bilgi kullandigini, matematiksel baglamda giivenilir bir yol kullanmadiginm
gostermektedir. Ogretmenin O1’e iddiasina nasil ulastigini denetlemeye y&nelik sordugu soru, O1’in
tirev fonksiyonunun egimine iliskin iddiasim1i matematiksel baglamda giivenilir bir sekilde
dogrulayamadigini belirlememize firsat tanidigindan 6grencinin epistemik akilcilik performans: ile
ilgili tespit yapmamaizi da saglamistir.

A_5: Tiirev fonksiyonunun egimi bize neyi verir?

O1_6: Tiirev fonksiyonunun egimi bize asil fonksiyonun artan mi azalan mi oldugunu gosterir.

Ogretmen Ol’e tiirev fonksiyonunun matematiksel islevine yonelik bir soru sormus ve
ogrenciden tiirev fonksiyonunun baglantili oldugu kavramlar: se¢mesini ve bu kavramlar: kullanarak
tiirev fonksiyonunun egimini agiklamasini istemistir. Bu baglamda, 6gretmenin sorusu tiirev ve egim
kavramlar: arasindaki iligkiyi bilmeyi gerektirmesi agisindan epistemik akilcilig, bu iligkiyi agiklamay1
gerektirmesi agisindan iletisim akilciligini; tiirev fonksiyonunun baglantili oldugu matematiksel

kavramlar1 se¢meyi ve kullanmay1 gerektirmesi bakimindan ise teleolojik akilcilig tetikleyici bir

1931



Urhan TEBD, 2024, 22(3), 1919-1953

sorudur. Bu durumda, 6gretmenin sorusunun her ii¢ akilcilig1 destekleyici nitelikte oldugu sdylenebilir.
Ol’in cevabinda tiirev fonksiyonunun egimini, fonksiyonun artan/azalan olmasi durumu ile
iliskilendirdigi goriilmektedir. Ogrenci matematiksel baglamda kabul edilebilir nitelikte bir agiklama
yapamadigindan iletisim akilcilifi, bir fonksiyonun artan/azalan olmasi durumunun iliskili oldugu
matematiksel kavramlar1 secemediginden ve kullanamadigindan teleolojik akilcilik; matematiksel
kavramlar arasinda dogru ve gecerli matematiksel baglantilar kuramadigindan epistemik akilcilik

gerekliliklerini saglayamamuistir.

A _7: Peki, siz ne diisiiniiyorsunuz, O1'e katiliyor musunuz? (diyerek stnifa doner)
O2_8: Ben katilmiyorum.
A_9: Neden?

Ogretmen smifin Ol’e katilip katilmadigini denetledigi soru ile 6grencilerin Ol’in iddiasi
lizerine diisiinerek onun basarili ya da basarisiz olma durumuna iliskin bir yargida bulunmalarimni
beklediginden teleolojik akilcilik kapsaminda bir soru sormustur. Ardindan 6gretmen “Neden?” sorusu
ile O2’den iddiasim gerekgelendirmesini ve savunmasini istemis; bdylece O2'nin epistemik akilciligint

desteklemeyi amaclamaistir.

O2_10: Ciinkii tiirev fonksiyonunun egimi artanlik azalanlik bilgisi vermez. Asil fonksiyonunun
yani f(x)’in artan azalan oldugunu tiirev fonksiyonunun isareti soyler.

(Simiftan bazilar: O2'yi onaylar.)

O2'nin yaptig1 agiklamada O1’in gerekgesine ciiriiten sundugu goriilmektedir. Diger yandan,

O2nin Ol’in gerekgesinin neden yanlis ve gecersiz oldugunu agiklamadig1 ve kendi ciiriitenini

gerekcelendirmedigi, ¢liriitenini {istii kapali bir bilgi olarak sundugu goriilmektedir.

fddia: Fonksiyon artandur.

Veri: Tiirev fonksiyonunun egimi pozitif.

Gerekge: Tiirev fonksiyonunun egiminin pozitif olmasi, fonksiyonun artan olmasi anlamina
gelir.

Ciiriiten: Fonksiyonun artan azalan oldugunu tiirev fonksiyonunun isareti sdyler.

C)gretmen bu noktada @2’ye clirtitenini agiklamasi ve savunmasi talebinde bulunarak iletisim

akilciligini destekleyici bir soru sormustur.

A_11: O2 biraz daha ayrintil agiklayabilir misin ne demek istedigini? Problemde verilenleri
kullanarak aciklayabilirsin.

O2_12: Problemde tiirev fonksiyonunun x eksenini a noktasinda kestigini goriiyoruz. Oncelikle bu
nokta f(x) in tepe noktasi olmali.

A_13: Neden?
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O2'nin sundugu ciiriiteni agiklamak yerine f fonksiyonunun grafiginin nasil ¢izilecegini
anlatmaya basladig1 goriilmektedir. Burada O2'nin giiriitenini matematiksel acidan giivenilir yollarla
aciklamamas epistemik baglamda akilci davranma egiliminde olmadigim gostermektedir. Ogretmenin

O2'nin kullandig1 stratejik adima “Neden?” sorusu ile yaklasmas: (A_13), 6grencinin iddialarimi

gerekcelendirmesini ve dolayisiyla epistemik anlamda akilc1 davranmasini istedigini gostermektedir.

O2_14: Ciinkii o noktada birinci tiirev 0 olmus. Birinci tiirevi 0 yapan x degerleri asil fonksiyonun
maksimum ya da minimum noktasi olur.

A_15: Neden?

O2_16: Yani dyle gormiistiik derste.

O2'nin iddialarini savunmak ve matematiksel baglamda giivenilir yollarla gerekgelendirmek

yerine, tistii kapali bilgi olarak sunmasi epistemik anlamda akilc1 davranmadigini gostermektedir.

O2_17: Tiirev fonksiyonunun grafigine bakti§imda a’'min saginda pozitif, a'nin solunda ise negatif.
Bu demektir ki f(x) fonksiyonu a’min saginda artan; a’nin solunda azalan olmal.

A_18: Bunun nedenini aciklayabilir misin?

O2_19: Yani yine derste dyle gormiistiik diye hatirliyorum. Tanim Syle. Yani biraz diisiineyim.
Egim ile ilgili. Fonksiyonun egimi tiirev demek. Tiirevin isareti de egimin isaretini veriyor. Tiirev
pozitif ve giderek artan degerler aliyor a’min sagimda. Ciinkii dogru yukar: dogru ¢ikiyor. O zaman
f(x) in egimi pozitif ve artan degerlere sahip. Bu egri giderek diklesecek anlamina geliyor. O zaman
a’min saginda bir egri olmali ve artan olmalr. Ustelik giderek daha hizli sekilde artan bir egri olmali.

Ogretmen O2'den iddiasinin nedenini agiklamasim istemistir. Bu baglamda, dgretmenin
O2’den iddiasin1 savunmasim (epistemik akilcilik) ve bunu yaparken sinuftaki diger dgrenciler
tarafindan anlasilir ve kabul edilebilir olmasini (iletisim akilciligl) talep etmektedir. Bu durum,
O0gretmenin bu sorusunun epistemik akilciligr ve iletisim akilciligini tetiklemeye yonelik oldugunu
gostermektedir. 02, 6gretmenin bu talebini dncelikle “tamim Syle” seklinde iistii kapali bir ifade ile
cevaplamis ancak sonrasinda egim, tiirev ve fonksiyonun artanligi/azalanligi kavramlar1 arasinda
dogru ve gegerli matematiksel baglantilar kurmus ve bu baglantilar1 anlasilir ve kabul edilebilir sekilde
aciklamaya c¢alismistir. Bu durum, O2'nin bu siirecte epistemik ve iletisim akilciliginin gerekliliklerini
karsilama egiliminde oldugunu gostermektedir.

A_20: Peki, O2'ye katilyyor musunuz?
OB_21: Evet, ben de O2 gibi diisiinerek yaptim.

O1_22: Dogru ben de simdi hatirladim. Karistirmigim ben. Birinci tiirevin isareti asil fonksiyonun
artan veya azalan oldugunu gosteriyordu.

A_23: Peki sen bu durumun nedenini nasil aciklarsin O1?
Ogretmen O1’in fikrini bilingli olarak degistirip degistirmedigini belirlemek istemektedir. Bu
amagla O1’den iddiasimin nedenini agiklamasin isteyerek dgrenciyi hem epistemik hem de iletisim

akilciligl baglaminda akilci davranmaya yonlendirmeye ¢alismaktadir.
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O1_24: O2'ye katiliyorum. Tiirev demek egim demektir. Problemde verilen grafik ashnda f(x)'in
egiminin grafidi. a’mn saginda egim pozitif ve artan degerler altyor. Egim artiyor yani. Bu demektir
ki o aralikta f(x) artan olmali. a’nin solunda da tam tersi. Egim azaliyor git gide. Bu da fonksiyonun
o aralikta azalan olmas: demek.

O1in ilk cevabinin aksine bu kez tiirev, egim, fonksiyonun artanligi/azalanligi kavramlar
arasinda dogru ve gecerli matematiksel baglantilar kurdugu, bu baglantilar1 gerekcelendirdigi ve
savunabildigi goriilmektedir. Ogrencinin aciklamalari siniftaki diger 6grenciler ve 6gretmen tarafindan
anlasilir ve kabul edilebilir niteliktedir. Bu baglamda, Ol’in epistemik ve iletisim akilcliginin
gerekliliklerini saglama egiliminde oldugu goriilmektedir. Ogrencilerin akil yiiriitmesinin yapisinin

analizine agsagida yer verilmektedir.

fddia: a'nin solunda fonksiyon azalan a’nin saginda fonksiyon artan olacak.

Veri: Problemde verilen grafik f(x)'in egiminin grafigi. a'nin saginda egim pozitif ve artan
degerler alryor. anin solunda da tam tersi.

Gerekge 1: Tiirev demek fonksiyonun egimi demektir.

Gerekge 2: Fonksiyonun artanligi/azalanligi, fonksiyonun egiminin yani fonksiyonun tiirevinin
isaretine baglidur.
Argitimantasyon asagida verildigi gibi devam etmistir.
03_25: 01, isaret tablosu yap bence. Daha net goriiliir.
O1_26: Dogru, yapayim.

(O1, f' fonksiyonunun isaret tablosunu tahtada dogru yapar ve agiklar. Ardmdan f fonksiyonunun
grafigini dogru cizer ve agiklar.)

O1_27: Bu durumda, a’nin solunda fonksiyon azalan a’nin saginda fonksiyon artan olacak. a’da ise
minimum degerini alacak bu fonksiyon.
03, O1’e tiirev fonksiyonunun isaret tablosunu yapmay1 dnermektedir. O3'iin bu dnerisi ¢oziim
stirecini digerleri i¢in daha anlasilir hale getirmeye yonelik oldugundan iletisim akilciigini destekleyici
tiirde bir dneridir. Ek olarak O3'iin &nerisi, O1’e ¢dziim siireci igin alternatif bir yol sundugundan, O1’i

teleolojik yonden de destekleyici niteliktedir.

A_28: Peki minimum noktasinin x koordinatini a ile gosterdik ama y koordinatr ile ilgili ne
diisiiniiyorsunuz?

O1_29: Hocam, onu bilmiyorum agikcast.
A_30: Fikri olan var mi1? (diyerek sinifa doner)
O4_31: Hocam ben buldum y koordinatini, gdsterebilirim nasil yaptigima.

(O1 yerine oturur. O4 tahtaya gelir ve ¢oziim siirecini tahtaya yazar ve agiklar ancak ¢oziim
siirecinin sonunda amacina ulagamadiginm fark eder.)

O4_32: Ama bir saniye buradan b’ler sadelesti. Olmadi. Ben sanki buradan paraboliin tepe
noktasini b cinsinden bir sey bulmugstum. Sonra da f(x) icin buldugum ifade de x yerine b koyarak
bir sey bulmustum.
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O5_33: Ama cyi bilmeden f(x)'in sonucunun ne giktigin tam olarak nasil bilecegiz ki?

O4_34: Suradaki c degil mi? (diyerek f(x)'in cebirsel ifadesinde yer alan c'yi isaret eder.) Evet,
dogru, haklisin. c sabit bir say1 ve degerini bilmiyoruz. Ama zaten olmuyormus, sanirim kagidimda
islem hatas1 yapmisim.

04, sectigi yolun amacina uygun olmadigim tahtada fark etmistir. Bu durum, grencinin ¢oziim
siirecini tekrar gozden gecirdiginde amacina uygun bir se¢im yapamadigini yani teleolojik anlamda

akilcr davranmadigini fark etmesini saglamistir.

A_35: Peki, buradan devam edelim O4. Sen O1den farkly bir yol tercih ettin. Tiirev fonksiyonunun
isaret tablosunu yapmak yerine tiirev fonksiyonunun cebirsel ifadesini kullanarak f fonksiyonunun
cebirsel ifadesine gectin.

O4_36: Evet. Paraboliin tepe noktastnin x koordinati a olacak.
A_37: f fonksiyonunun grafiginin parabol oldugunu nereden anladin?

O4_38: Ciinkii integral alinca f(x) fonksiyonunun cebirsel ifadesi ikinci dereceden bir ifade cikti. Bir
de paraboliin kollarmmin agagr mi yukart mi oldugunu anlamak icin x* nin isaretine bakiyorduk.

Burada x* nin isareti %. Yine tiirev fonksiyonunun grafiginden goriiyorum ki b negatif bir say.
Bu durumda % pozitif olur, ¢iinkii —b ve a pozitif. Bu durumda, paraboliin kollar1 yukar: dogru

olacak (diyerek f(x) fonksiyonunun grafigini tahtaya cizer).

Argiimantasyonun yapisal analizine asagida yer verilmektedir.

Iddia: Paraboliin tepe noktasmin x koordinati a olacak. f fonksiyonunun grafigi bir parabol

olacak.

Veri: f fonksiyonunun cebirsel ifadesi. x* nin igareti ;—Z. a tirev fonksiyonunun grafiginde
goriildiigii gibi pozitif bir say1. Tiirev fonksiyonunun grafiginden goriildiigi gibi b negatif bir say1. Bu
durumda % pozitif olur, ¢linkii —b ve a pozitif.

Gerekge: Integral alinca f fonksiyonunun cebirsel ifadesi ikinci dereceden bir ifade gikti.
Paraboliin kollarinin agag1 mi yukar: mi oldugunu anlamak igin x? nin igaretine bakilir.

Ogretmen O4’{in ¢dziim siirecini bilingli ydnetip yonetmedigini yani dgrencinin epistemik
anlamda akilc1 davranip davranmadigini tespit etmek istemektedir (A_37). O4, fonksiyonun grafiginin
neden parabol oldugunu gerekcelendirebilmis ve bu baglamda epistemik akilciligin gerekliliklerini
saglayabilmistir. Ardindan O4 parabol grafigini nasil ¢izdigini aciklamaya baslamistir. Bu baglamda,
O0gretmenin sorusunun (A_37), 6grencinin teleolojik akilcilik performansini denetlemeye yaradigi da
goriilmektedir. Ogrencinin f fonksiyonunun cebirsel ifadesini ve f’ fonksiyonunun grafigini f
fonksiyonunun grafigini ¢izmek icin amaca uygun kullanabildigi yani teleolojik akilciigin
gerekliliklerini kargilayabildigi goriilmiistiir. Diger yandan, O4 f fonksiyonunun grafigini gizerken bu
fonksiyonun cebirsel ifadesini dogmatik bir yaklasimla kullanmustir (“Bir de paraboliin kollarinin asagr mi

yukart m1 oldugunu anlamak icin x* nin igaretine bakiyorduk”). Ogrenci bu asamada epistemik akilciligin
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gerekliliklerini karsilayamazken; parabol grafigini ¢izmek i¢in attig1 diger adimlarda f' fonksiyonunun
grafigini nasil kullandigini gerekgeleri ile aciklayarak bilingli hareket ettigini yani epistemik akilciligin
gerekliliklerini saglayabildigini gostermistir.

A_39: Peki, O4’iin ¢oziim siireci hakkinda ne diisiiniiyorsunuz?

Ogretmen, 6grencilerden O4’{in ¢dziim siirecini incelemelerini ve ¢oziim siireci hakkinda ne
diisiindiiklerini sdylemelerini istemistir. Ogretmenin bu sorusu grencilerden bir bagkasinin iiriiniinii
incelemeyi ve kendi iiriinleri ile karsilastirmay talep ettiginden teleolojik akilcilig1 denetleyici tiirde bir
sorudur. Ogretmen bu sayede dgrencilerin kendilerinin veya bir bagkasinin basarisi veya basarisizligt
konusunda bilingli olarak yorum yapip yapamadiklarini, bu konularda bilingli karar alip alamadiklarin

belirlemeyi amaglamaktadir. Ancak 6gretmen 6grencilerden detayli bir cevap alamamuistir.

A_40: Peki, paraboliin minimum noktasinin y koordinat: hakkinda fikri olan var m1?

O3_41: Hocam bence verilenler minimum noktastnin y koordinatini bulmak icin yeterli degil. Bu
durumda ancak yaklagik olarak cizebiliriz f(x)'in grafigini.

A_42: Tam olarak ne demek istiyorsun?
O3_43: Yani parabol biraz daha yukarida ya da biraz daha asagida olabilir. Ciinkii minimum
noktamin 'y koordinatimi bilmiyoruz, emin olamiyoruz ama emin oldugumuz sey minimum
noktasinin x koordinatimin a oldugu ve a’mn da pozitif oldugu. Dolayistyla x ekseninin saginda
herhangi bir yerde parabolii ¢izebilirim.

Ogretmen, 6grencileri iddialarim daha anlagilir ifade etme konusunda desteklemektedir
(A_42). Bu durum, Ogretmenin Ogrencileri iletisim kurma baglaminda akila davranmaya
yonlendirmeye calistigini gdstermektedir. Ogretmen aym zamanda 6grencilerin adimlarini bilingli atip
atmadiklarini denetleyerek onlar1 epistemik anlamda daha akilci davranmaya yonlendirmektedir.
Ogrenciler f fonksiyonunun minimum noktasimin y koordinati hakkinda dogru cevap vererek ve

cevaplarini gerekgelendirerek grafigin minimum noktasinin koordinat diizlemindeki yeri konusunda

epistemik baglamda akilci davrandiklarini gostermislerdir.

A_44: O3'iin séyledikleri hakkinda ne diisiiniiyorsunuz? (Sumftaki 6grencilerden cogu ayni anda
O3'e katildiklarim belirtmislerdir.)

O6_45: Hocam, ben grafikle ilgili bir sey sormak istiyorum. Daha dogrusu aklimda bir alternatif
grafik daha var ve dogru olur mu diye sormak istiyorum.

A_46: Tabi, gelip tahtada cizebilir misin?

(06 tahtaya cikar ve (—oo, a) arali§inda azalan ve konveks; (a, o0) araliginda artan ve konkav bir
fonksiyon grafigi cizer.)

O6_47: fix)'in grafigi boyle de olamaz mi1? Sonucta biraz once konustuklarimizi saglyor. Yani
a’nin solunda azalan ve a’min saginda artan.

A_48: O6'min sorusu hakkinda ne diisiiniiyorsunuz? f(x)'in grafigi boyle de olabilir mi?

(Stmifta uultular olur ancak 6grenciler 6gretmene net bir cevap veremezler.)
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06 sorusu ile hem &gretmeninden hem de diger &grencilerden {iriiniiniin dogrulugu
konusunda fikir almak istemektedir. Bu durum, O6'mn iiriiniiniin dogrulugu ve gecerligi konusunda
epistemik akilcilik; amaca uygun bir arag secip segmedigi konusunda teleolojik akilcilik kapsaminda
simftan destek almak istedigini gostermektedir. Ogretmen &grencileri, bir bagkasinn iiriiniinii
degerlendirme ve bir baskasiin neden basarili veya basarisiz oldugunu agiklama baglaminda teleolojik
akilailik kapsaminda desteklemeye calismaktadir. Ogrencilerden cevap alamayinca gretmen sorusunu
grafikleri karsilastirma baglaminda 6zellestirmistir. Iki fonksiyon grafigi arasindaki fark: 6grencilerin
bulmasim isteyen 6gretmen aslinda 6grencilere amaca uygun arag¢ se¢me konusunda ipucu vermeye

calismakta ve 6grencileri teleolojik akilcilik baglaminda desteklemektedir.

A_49: Peki, bizim biraz once ¢izdigimiz grafik ile bunun arasmda fark var m1 sizce?

O6_50: Hocam yani gériintii olarak tabi fark var ama artanlik ve azalanhik olarak bizim
konugtuklarimizi saglyor. Yani tiirev fonksiyonunun grafigine uygun. Sadece a’nin saginda direkt
kolunu yukar: ¢ikarmadim da daha yavas arttirdim fonksiyonun degerlerini.

A_51: Siz ne diisiiniiyorsunuz? (6gretmen sinifa sorar)

O3_52: Yani tiirev fonksiyonu bir dogru olarak verilmis. Her seferinde egim ayni miktarda artiyor
demek oluyor bu. O6 min grafiginde e§im ayni miktarda artmams olacak. Evet artacak yine ama
zamanla artis miktari azalacak. Ciinkii egri birden asag1 dogru biikiilmiis.

A_53: O birden dedigin yer tam olarak neresi? Gelip gosterebilir misin?

(O3 tahtaya gelerek orijini grafik iizerinde isaretler.)

Ogretmenin sorusuna O3 dogru ve gegerli cevabi verebilmistir. Bu baglamda, &gretmenin
teleolojik akilciligr desteklemek amaciyla sordugu sorunun (A_51), 6grencinin epistemik akilciligr ile
ilgili fikir edinmemizi sagladigini sdylemek miimkiindiir. Ogretmen sonraki sorusu ile (A_53) O3'ii
daha anlasilir konusma konusunda tesvik etmeye calismakta ve 6grenciyi iletisim akilcilig1 baglaminda
desteklemektedir. Ayni zamanda 6gretmen 6grenciden grafik temsil {izerinde s6z konusu kritik noktay1
isaretlemesini talep ederek, 6grencinin iddiasim grafik temsil {izerinde savunmasini beklediginden,
temsilleri bilingli kurma ve kullanma baglaminda 6grencinin epistemik akilciligimi denetlemeye
calismaktadir. O3, 6gretmenin sorusunda dogru ve gegerli cevap vererek kritik noktay1 grafik izerinde

gosterebilmistir.

O3_54: Bu noktaya kadar yukar: dogru bakarken bu noktadan sonra asagiya bakmaya baslyor egri.
Bizim biraz once ¢izdigimiz grafik a’nin saginda hep yukar: bakiyordu.

O7_55: Bu noktanin bir adi vard: ya. Doniim noktasi!

O8_56: Yok doniim degil ya. Biikiim noktast.

O9_57: Evet, evet biikiim noktast. Fonksiyonun ikinci tiirevini 0 yapar.
O3_58: Evet, dogru!

O3'iin agiklamasi (O3_54), akil yiiriitme siirecinde, 6gretmenin 6grencileri getirmek istedigi

noktada oldugunu gostermekte ve O3'{in amaca uygun hareket ettigine isaret etmektedir. O3'{in amaca
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uygun hareket etmesi teleolojik akilcilik, dogru ve gecerli gerekgeler ile iddiasin1 savunmasi ise
epistemik akilcilik baglaminda akilcr davranma egiliminde oldugunu gostermektedir. Ayni1 zamanda
O3'tin siiftaki diger 6grenciler ve 6gretmen tarafindan anlagilmasi ve onaylanmast iletisim akilciliginin
gerekliliklerini sagladigina isaret etmektedir. Bu baglamda, Ogretmenin sorusunun (A_53)
arglimantasyonda 6grencileri her ii¢ akilcilik bileseni kapsaminda destekledigi sOylenebilir. Bu siiregte,
diger ogrencilerin O3’iin bahsettigi noktanin adini kullanmaya yonelik egilimi, matematiksel dili

kullanmaya yonelik bir ¢abalar1 oldugunu gostermektedir. Bu durum, argiimantasyon siirecinde

Ogrencilerin birbirlerini daha akilci iletisim kurma baglaminda destekledigine isaret etmektedir.
Argitimantasyonun yapisal analizinin son haline asagida yer verilmektedir.
fddia: a'nin saginda f fonksiyonunun degerlerini daha yavas arttirarak da f fonksiyonunun
grafigini ¢izebiliriz.
Veri: f' fonksiyonu a min solunda negatif degerler aliyor. f’ fonksiyonu a nin saginda pozitif

degerler aliyor.

Gerekge: f fonksiyonunun bu grafigi de artanlik ve azalanlik olarak tiirev fonksiyonunun
grafigine uygun.

Ciiriiten: Tiirev fonksiyonu bir dogru olarak verilmis. Her seferinde egim ayn1 miktarda artiyor

demek oluyor bu.

A_59: O zaman O6 sorusu ile bizi énemli bir noktaya getirmis. Bu sundugu alternatif bizim biraz
onceki verilerimiz ile eslesiyor ama fark: biikiim noktasina sahip olmasi. O zaman diisiinelim. Sizce
O6 hakly m1? Burada ¢izdigi gibi f fonksiyonun grafiginde biikiim noktast olmali m1 yoksa biraz
once ¢izdigimiz grafikteki gibi biikiim noktas: olmamalr mi1?

(Sumiftakiler konusmaya baslar ve ugultu olur.)

A_60: Bunu tespit etmek icin neye bakmaliyiz?

Ogretmen 6grencilerden O6'min {iriinii hakkinda diigiinmelerini ve onun basarili ya da
basarisiz olmasina iliskin bir saptama yapmalarini istemektedir. Bu durum, 6gretmenin 6grencileri
teleolojik baglamda daha akila davranma konusunda destekler nitelikte soru sordugunu
gostermektedir.

O10_61: Ikinci tiireve bakmaliyz.
A_62: Neden?

Ogretmen 6grencinin sectigi ve kullanmak istedigi araci bilingli olarak secip segmedigini
denetlemektedir. Ogrencinin segimini bilingli olarak yapip yapmadigini denetlemeye yonelik olan bu
soru teleolojik anlamda daha akilci davranmaya tesvik eder nitelikte bir sorudur.

O10_63: Ciinkii biikiim noktast varsa o nokta ikinci tiirevi 0 yapar.

A_64: Peki ikinci tiireve nasil gegecegiz bu problemde?
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Ogretmen 6grencilerden amaca uygun bir arag segmelerini ve kullanmalarini talep etmekte ve

ogrencileri teleolojik akilcilik baglaminda desteklemeye calismaktadir.

O11_65: Birinci tiirev fonksiyonunun grafigi elimizde. Onu kullanalim.

A_66: Nasil?

O8_67: Birinci tiirevin bir kere daha tiirevini alirsak ikinci tiirevi buluruz.
09_68: Ama elimizde tiirev alacak cebirsel bir ifade yok.

O2_69: Grafiginden yola ¢ikarak ikinci tiirev fonksiyonunun grafigini cizebiliriz.
A_70: Nasil?

O12_71: Hocam dogru grafiginin cebirsel ifadesini diisiinsek. O8'in dedigi gibi yani. Birinci
dereceden bir ifade olacak. Onun da tiirevini alinca sabit bir say1 ¢ikacak.

A_72: Peki bu ne demek?

Ogretmen “nasil?” sorular ile &grencileri sectikleri ve kullanmaya calistiklari stratejileri
aciklama konusunda yani teleolojik akilalik baglaminda desteklemistir. Ogretmen “Peki bu ne
demek?” sorusu ile 6grencileri bir fonksiyonun ikinci tiirevinin sabit bir say1 ¢tkmasinin neye isaret
ettigini aciklamalarini istemektedir. Ogretmen bu sorusu ile 6grencileri daha anlagilir olma y&niinde
tegvik ettiginden iletisim akilciligi baglaminda onlari desteklemeye calismaktadir. Ogretmenin bu
sorusu ayni zamanda Ogrencileri bir fonksiyon ile ikinci tiirev fonksiyonu arasinda dogru baglantilar
kurmaya ve bu baglantilar1 aciklarken gerekgelendirmeye tesvik ettiginden epistemik; amaca uygun
baglantilar kurma baglaminda 6grencilerin performansini denetlemek niyeti tasidigindan teleolojik
akilcilik sorusu niteligindedir.

O12_73: Yani ikinci tiirev bir say: demek. f'' (x) = 2 gibi.
A_74: Tam 2 mi ¢ikar?
O12_75: Yok, érnek olarak syledim.

A_76: Yaklasik bir sey soyleyebilir miyiz tiirev fonksiyonunun grafiginden yola ¢ikarak?

Ogretmen, 6grencileri veri toplama ve gorevde verilenleri amaca uygun kullanarak iddia
olusturma baglaminda desteklemektedir. Bu ise 6gretmenin 6grencileri teleolojik akilcilik baglaminda

akilc1 davranmaya yonlendirmeye ¢alistigini gostermektedir.

O13_77: Séyleriz. Dogru saga yatik ve egimi pozitif. Egim demek bu fonksiyonun tiirevi demek.
Dolayistyla bu birinci tiirev fonksiyonunun tiivevi, yani ikinci tiirev fonksiyonu, pozitif bir say1
olarak ¢ikacak.

(Stmftakiler O13'ii onaylar.)
A_78: Peki grafigi nasil karsimiza ¢ikar ikinci tiirev fonksiyonunun?

(Sumiftaki pek cok kisi ayni anda ikinci tiivev fonksiyonunun grafiginin yatay bir dogru olarak
cizilmesi gerektigini séyler ve O6 birinci tiirev fonksiyonunun ¢izildigi koordinat diizlemine x
ekseninin iizerindeki bolgede yatay bir dogru cizer.)

A_79: Peki bu ne demek?
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O6_80: Bu f(x) fonksiyonunun biikiim noktas: yok demek!

Ogretmen sorusu ile dgrencileri amaca uygun araclari secme ve kullanma konusunda
yonlendirmis ve teleolojik akilcilik kapsaminda davranislarim desteklemistir. Ogretmen “Peki bu ne
demek?” sorusunda 6grencilerin ulastiklar1 iddialarini gerekcelendirmelerini, savunmalarini istemekte
ve epistemik akilcilik kapsaminda bir soru sormaktadir. Bu sorusu ile Ogretmen Ogrencilerin
fonksiyonlarin grafik temsilleri arasinda amaca uygun baglantilar kurmalarinm ve dolayisiyla teleolojik

anlamda daha akilc davranmalarini saglamaya ¢alismaktadir.

A_81: Neden?
O6_82: Ciinkii bu yatay dogrunun kokii yok.
A_83: Nereden anladin?

Ogretmen “Neden?” sorusu ile &grencinin iddiasin1 gerekgelendirmesini beklemekte ve
epistemik anlamda akilaa davranmasini desteklemektedir. “Nereden anladin?” sorusunda ise
ogrenciden iddiasina nasil ulastigini agiklamasini yani teleolojik akilcilik kapsaminda amaca uygun
arag secimini bilingli yapip yapmadigini1 gostermesini beklemektedir.

O6_84: Ciinkii yatay dogru x eksenini kesmiyor. Dolayisiyla ikinci tiirev fonksiyonunun sonucunu
0 yapan bir x degeri yok.

A_85: Peki bunu f fonksiyonunun biikiim noktasina nasil bagladin?

O6_86: Az dnce O9'un da dedigi gibi biikiim noktast olsayds ikinci tiirevi 0 yapard:.

Ogretmen 6grencinin kurdugu matematiksel baglantilari bilingli kurup kurmadigim belirlemek
istemekte ve Ogrenciye teleolojik akilciigi destekleyici soru sormaya devam etmektedir (A_85).
Ogrencinin verdigi cevaplardan iddialarini gerekgelendirdigi dolayisiyla epistemik anlamda akilct
davrandig1 (O6_80, O6_82) ve siireci bilingli yiiriittiigii dolayisiyla teleolojik anlamda akilci davrandig:

(06_84, O6_86) goriilmektedir.

A_87: Son durumda grafigimiz nasil olmali? O6'nin ¢izdigi grafigi alternatif olarak kabul edelim
mi?

(Sumiftakiler hep birlikte “Hayir!” derler.)

O8_88: Olmaz, kabul edemeyiz. O6 'min ¢izdiginde biikiim noktas var ama bizim fonksiyonun ikinci
tiirevinin kékii yok. Dolayisiyla f(x) fonksiyonunun da biikiim noktas: yok.

06_89: Evet, tamamdir anladim.
Argilimantasyonun yapisal analizinin son hali asagidaki gibidir.
iddia: a'nin saginda f fonksiyonunun degerlerini daha yavas arttirarak f fonksiyonunun
grafigini cizebiliriz.
Veri: f' fonksiyonu a nin solunda negatif degerler aliyor. f' fonksiyonu a nin saginda pozitif

degerler aliyor.

1940



Urhan TEBD, 2024, 22(3), 1919-1953

Gerekge: f fonksiyonunun bu grafigi de artanlik ve azalanlik olarak tiirev fonksiyonunun
grafigine uygun.
Ciiriiten 1: Tiirev fonksiyonu bir dogru grafigi ile temsil edilmis. Her seferinde egim ayrm

miktarda artiyor.

Ciiriiten 2: f"' fonksiyonunun kokii yoktur. Bu ise f fonksiyonunun biikiim noktas: olmadig:

anlamina gelir.

Argiimantasyon sonunda O6 sundugu grafigin, f fonksiyonunun grafik temsili igin dogru ve

gecerli bir alternatif olmadigini1 anlamis ve iddiasindan vazge¢mistir.
Tartisma

Matematik siniflarinda argiimantasyon siirecinde ogrencilerin davramislarini desteklemede
dgretmenin akilcr sorgulama yapmasinin rolii biiyiiktiir (Zhuang ve Conner, 2022). Ogretmen akilct
sorular1 ile dgrencilerin iddia {iretmesine, veri bulmasina, dogru ve amaca uygun matematiksel
baglantilar kurarak verileri iddiaya baglayan gerekgeler kullanmasina destek olabilir (Boero ve Planas,
2014). Bu calismada, akilc sorgulama, argiimantasyon siirecinde 6grencilerin bireysel calismalarinda
yasadiklar1 sorunlarin ortaya ¢ikmasini saglamis ve 6gretmenin 6grencilerin yasadiklar: bu sorunlar
akilcilik bilesenleri kapsaminda degerlendirebilmesini miimkiin hale getirmistir. Calismanin sonuglari,
Zhuang ve Conner’in (2022) ¢calismasindaki sonuglara paralel olarak, Boero vd.’nin (2010) Habermas'in
akilcl davranis teorisini Toulmin modeli ile entegre etme fikrini desteklemek baglaminda deneysel
kanitlar sunmaktadir. Calisma, Habermas akilci davranis teorisi temelli akilcl sorgulama gergevesinin,
matematik smiflarinda Ogretmenler tarafindan argiimantasyon siireclerinde akila davranis:
degerlendirmek ve desteklemek amaciyla kullanulabilecek analitik bir ara¢ olduguna dair dngortileri

(Zhuang ve Conner, 2022) desteklemektedir.

Calismada ogrencilerin argiimantasyon boyunca 6gretmenin akilcr sorgulamasindan ilham
alarak birbirlerini daha akila tartisma baglaminda destekler nitelikte davraniglar gosterdigi
gorilmiistiir (03_25, 06_45,06_47,07_55,08_56, 09_57). Akila sorgulama destekli argiimantasyonda
ogrenciler birbirlerini iletisim akilcilig (O7_55, 08_56, 09_57, O3_58), epistemik akilcilik (©2_10,
02_17, 02_19, 0122, O1.24) ve teleolojik akilalik (O3_25 06_45 (6_47) baglaminda
desteklemislerdir. Bu durum, matematik siniflarinda akilci sorgulamanin, 6grencilerde siniftaki tiim
iiyelerin akil yiiriitme siirecinde akilci davranmasi gerektigine yonelik bir beklenti olusturdugunu
gostermektedir. Bu sonug, akilc sorgulama destekli argiimantasyon siireglerinin matematik siruflarinda
akilc1 davranma kiiltiirii olusmasina temel olusturacagina isaret etmektedir. Matematiksel etkinliklerde
amaca ulagmak ve basarili olmak igin 6grencinin akilcr davranmas gerektigi diistiniildiigiinde (Boero,

2006), boyle bir matematik kiiltiirtiniin olusmasi, 6grencileri matematiksel akil yiiriitme siirecinde akilct
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davranma yoniinde destekleyecek ve 6grencilerin matematiksel etkinliklerde kendilerinden beklenen
davrarnislar1 gostermelerini tetikleyecektir.

Ogretmenin teleolojik akilciligs tetikleyici tiirden sorulari (A_49, A_53, A_59, A_60, A_64, A_66,
A_70, A_76, A_85), 6grencileri grafik temsillerde kritik noktalar: tespit etme, grafik temsiller arasinda
amaca uygun baglantilar kurma, f fonksiyonunun grafigini tam ve dogru c¢izmek igin f"
fonksiyonunun davranisini dikkate alma baglaminda desteklemistir (06_50, 03_52, O3 54, O7_55,
09_57, 010_61, O11_65, 08_67, O12_71, O13_77). Ogretmenin 6grencilerin birbirlerinin iddialart
lizerine diisiinmelerini ve birbirlerine katilip katilmadiklarin1 nedenleri ile birlikte ifade etmelerini
istedigi sorular da 6grencileri teleolojik akilcilik baglaminda desteklemistir (A_7, A_20, A_39, A_48,
A 51, A_59, A_60). Bu durum, akila sorgulama siirecinde Ogretmenin, aslinda 6grencilerin akil
ylriitme siirecinde kilit rol oynayan ve 6gretmenin mutlaka denetlemesi gereken ancak geleneksel
matematik siniflarinda genellikle goz ardi edilen teleolojik akilciligi (Boero, 2006) odaga aldigin ve
ogrencileri bu akilalik baglaminda desteklemeye galisigini gostermektedir. Ogretmenin bu gabasi
ogrencilerin bireysel {iriinlerini ortaya koyarken sectikleri ve kullandiklar1 araglar1 tartismaya
acmalarina (04_31, 06_45, 06_47), bu araclar konusunda birbirlerinden fikir almalarina, bazi
durumlarda amaca uygun arag kullanmadiklarim fark etmelerine (O4_32, O4_34) ve argiimantasyon
siirecinde amaca uygun araglar1 se¢melerine (()10_61, 02_69, 013 77, O6_80, 68_88) yaramigtir.
Ogrenciler 6gretmenin bu tiirden sorularina cevap vermeye calisirken bazi durumlarda birbirlerinin
iddialarina ciiriiten sunmuslar, epistemik akilcilik baglaminda birbirlerini desteklemisler (O2_10) ve

argiimantasyon siirecine iiretken bir katiim gostermislerdir.

Ogretmenin teleolojik akilciligi destekleyici bazi sorular1 (A_3, A_51, A_85) ogrencilerin
iddialarini dogru ve gegerli yollarla gerekcelendirip gerekgelendirmedigini anlamay1 saglamistir.
Boylece teleolojik akilciligr destekleyici bazi sorularin 6grencilerin teleolojik baglamda akilc1 davranip
davranmadigini anlamay1 saglamasinin yani sira epistemik baglamda da performanslarin
degerlendirmeye firsat verdigini sdylemek miimkiindiir (O1_4, O3_52, O6_86, O8_88). Bu sonug,
alanyazinda epistemik akilalik ile teleolojik akilaligin giliclii bir etkilesim icinde olduguna ve
ogrencilerin bu akilalik tiirlerinden birindeki davranislarinin diger akilalik tiiriindeki davranislarinm
dogrudan etkiledigine iliskin saptamalar1 (Urhan ve Biilbiil, 2022, 2023a, 2023b) akilc1 soru ve bu soru

karsiliginda alinan cevap arasindaki iliski baglaminda da dogrular niteliktedir.

Ogretmenin her {ii¢ akilalik bilesenini destekleyici tiirden sorular1 (A_5, A_53, A_72)
ogrencilerin iddialarini dogru ve giivenilir yollarla destekleme, amaca uygun araci bilingli secme ve
kullanma, iddialarini ve/veya ¢dziim stratejilerini siniftaki diger 6grenciler ve 6gretmen icin anlasilir ve
kabul edilebilir sekilde agtklama performansina iliskin saptamalar yapmay1 saglamistir (O1_6, O3_54,

09_57). Bu sorulara verilen cevaplarin bazilarina gore Ogrencilerin yanlis veya ezbere bilgiler
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kullanarak hareket ettigi (O1_6) tespit edilmis; bazilari ise dgrencilerin akilci davrandiklarina iligkin

kanitlar sunmustur (03_54, O12_73, 013_77).

Ogretmen ogrencilerin iletisim akilciligini desteklemeye calistig1 bazi sorulari ile 6grencileri
iddialarin1 ve/veya cliriitenlerini agiklarken daha anlasilir olmalar1 adina gorevde verilenleri
kullanmaya ve bdylece iddialarini ve/veya ciiriitenlerini veri ile iliskilendirmeye yonlendirmistir (A_11,
A_42, A_53). Ogretmenin bu talebi Ogrencilerin iddialarmi veri ile iligskilendirerek agiklamalarim
saglamistir (O2_12, O3_43, O3_54). Ogretmenin dgrencilerin iletisim akilciligini desteklemeye calistig
bazi sorularinda 6grencilerin davranislarini epistemik akilcilik baglaminda da tetikledigi belirlenmistir
(A_42, O3_54). Ogrenciler iddialarim ve/veya kurduklari grafik temsilleri agiklamada dogru ve
giivenilir veri ve gerekge bulmak igin f ve f' fonksiyonlarinin grafiklerine odaklanmislardir. Bu sayede,
f' fonksiyonunun kokii ve isareti ile f fonksiyonun minimum noktas: arasinda baglanti kurarak f
fonksiyonunun grafiginin koordinat diizlemindeki konumunu agiklayabilmislerdir (O3_43). Bu sonug,
alanyazinda iletisim akilciligi ile epistemik akilcilik arasinda tespit edilen giiclii etkilesimin (Urhan ve
Biibiil, 2022, 2023a, 2023b) smnuf i¢i argiimantasyon siirecinde akilci sorgulama baglaminda da ortaya

ciktigini gostermektedir.

Ogretmenin epistemik akilcilig1 denetlemeye yonelik sorular1 (A_13, A_15, A_23, A_37, A_62,
A_78 A_79, A_81, A_83) Ogrencilerin f ve f' fonksiyonlarimin grafikleri arasinda kurduklar:
baglantilar: (02_14, 01_22, 04 36, O4 38, O10_63, 06_80) ezbere mi yoksa bilingli olarak mi
kurduklarimi ortaya ¢ikarmada ise yaramistir. Ogrencilerden bazilarinin f' fonksiyonunun kdkiiniin
f fonksiyonun grafigindeki roliinii belirlemede bilingli hareket edemedigi, bu iliskiyi ezbere bir bilgi
olarak kullandig1 ve sundugu belirlenmistir (O2_16). Ogrencilerden bazilarinin ise f fonksiyonunun
grafiginin bir parabol belirttigini ve bu paraboliin davraniglarini gerekgeleri ile savunabildigi (O4_38),
f" fonksiyonun kokiinii bulma ve f fonksiyonunun grafigini ¢izerken f" fonksiyonun kokiinden
yararlanma konusunda bilingli hareket ettigi anlasilmistir (66_80, 06_82, (56_84). Bu sonuglar, sinif
icinde arglimantasyon siirecinde ogretmenin akilct sorgulamasinin ve 6grencilerin bu sorgulama
karsisinda gosterdikleri davraniglarin akilcilik perspektifinden analiz edilmesinin, &grencilerin
epistemik akilcilik performanslarina iliskin 6nemli kanitlar ortaya ¢ikardigini gostermektedir. Diger
yandan 6grencilerin yalnizca kendilerine sunulan matematiksel gorevdeki tiirev fonksiyonunu dikkate
alarak, birinci ve ikinci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlarin biikiim noktasinin ikinci tiirev
fonksiyonunun kokii olmasina iliskin teoremi temel alarak hareket ettigi goriilmiistiir (C)9_57, 010_63,
06_80). Bu durum, &grencilerin argiimanlarini birinci ve ikinci mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar
Ozelinde iirettiklerini; biikiim noktast olan ancak bu noktada ikinci mertebeden tiirevlenemeyen
fonksiyonlar1 goz oniine almadiklarini gostermektedir. Ogrencilerin bu davranigi, biikiim noktasini

problem ¢6zme siirecinde kullanirken epistemik akilcilik gerekliliklerini karsilamada sorun yasadiklar:
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seklinde yorumlanabilecegi gibi, yalmizca kendilerine sunulan fonksiyon baglaminda akil
yiriitmelerinden dolay1 iletisim akilahginda smirlh performans gosterdikleri seklinde de
yorumlanabilir. C)grencilerin bu davranisinin ardindaki asil nedeni ortaya ¢ikarmak igin gelecek
calismalarda oOgrencilere biikiim noktasina sahip olan ancak bu noktada ikinci mertebeden
tiirevlenemeyen fonksiyonlara iligkin grafik temsiller sunulmali, 6grencilere bu tiirden fonksiyonlarin
biikiim noktas: ile ikinci tiirev fonksiyonu arasindaki baglanti {izerine akil yiiriitmeleri icin firsat
verilmeli; 6gretmenin bu tiirden bir argiimantasyon siirecine akilci sorgulama ile dahil olmasinin,

ogrencilerin akil yiiriitmelerini nasil etkileyecegi arastirilmalidir.

Alanyazinda matematik egitimi programinda 6grenim gérmekte olan {iniversite 6grencilerinin
matematiksel etkinliklerdeki bireysel performanslariin akilclik bilesenleri kapsaminda analizinde
ogrencilerin yazili iiriinlerinin ve goriismelerdeki bireysel sdylemlerinin dikkate alindig1 goriilmiistiir
(6r., Urhan ve Biilbiil, 2022, 2023a, 2023b; Urhan ve Yiiksel, 2019). Garcia-Garcia ve Dolores-Flores (2021)
ogrencilerin matematiksel kavramlar ve bu kavramlar arasindaki baglantilara yonelik inanglar
olusturdugunu ve bu inanglarin yansimalarinin 6grencilerin yazil {iriinlerinden ve sdylemlerinden
anlasilacagini belirtmektedir. Bu c¢alismada Ogrencilerin bir matematiksel gorevi yerine getirirken
gosterdikleri davranislar1 analiz etmek icin kullanilan akilcilik teorisi bir etkilesim teorisi oldugundan
simif ici etkilesimi Onemser (Boero ve Planas, 2014). Arastirmacilar, &grencilerin birbirleri ve
Ogretmenleri ile girdikleri etkilesim sayesinde Ogrendigini, matematiksel etkinliklerdeki
performanslarinin bu etkilesimler sirasinda daha net ortaya cikabilecegini ve davramislarinin akilcl
olma yoniinde etkilesimli ortamlarda gelisebilecegini savunur (6r., Douek, 2014). Akilcilik teorisinin
dogast ve prensipleri dikkate alinarak, alanyazinda, ogrencilerin davramglarinin sif igi
argiimantasyon siireclerinde analiz edilmesi ve bu ortamlardaki etkilesimler sonucunda 6grencilerin
davraruslarinin daha akilci olma yoniindeki gelisiminin gézlemlenmesi gerektigi belirtilmektedir (or.,
Urhan ve Biilbiil, 2022, 2023a, 2023b). Bu baglamda, bu ¢alisma, 6grencilerin davraniglarinin hem
birbirleri ile hem de 6gretmenleri ile etkilesime girdikleri argiimantasyon siirecinde analiz edilmesi ve
bu siirecte 6gretmenin akilcr sorgulamasimin 6grencilerin akil yiiriitme siirecini nasil degistirdiginin
incelenmesi baglaminda alanyazindaki beklentiyi karsilar niteliktedir. Calisma hem akilcilik teorisinin
prensiplerine uygun nitelikte bir arastirma ortami olusturulmast hem de yazili iirtin ve bireysel
goriisme analizlerinin 6tesinde etkilesimli bir sinif ortaminda 6grencilerin davranislarinin degisiminin

degerlendirilmesi bakimindan énemlidir.

Ogretmenin akilcr sorgulamasinin 6grencilerin f ve f’ fonksiyonlarimin grafikleri arasinda
matematiksel baglantilar kurmada farkli temsiller kullanmasin tetikledigi goriilmiistiir (03_25, 01_26,
06_45, A_46, A_53, 06_47, 03_54). Duval (2006, 2017), 6grencilerin kavramsal anlamasini, o kavramin

temsillerini kurmasi ve ayni temsil sistemi i¢inde ya da temsil sistemleri arasinda doniisiim yapmast ile

1944



Urhan TEBD, 2024, 22(3), 1919-1953

aciklamaktadir. Bu baglamda, ¢alismada elde edilen sonuglarin akilct sorgulama destekli
arglimantasyon siirecinin Ogrencilerin kavramsal anlamasina destek verebilecegine isaret ettigini

sOylemek miimkiindiir.

Matematiksel kavram, bir soyut nesneye odaklanan matematikgilerin uzlas1 saglayarak bu
soyut nesneye iliskin ortaya koydugu tanimdir (McDonald vd., 2000). Bir matematiksel kavramin
bireyde uyandirdig1 ¢agrisimlar ve bireyin bu kavrama iliskin zihninde olusturdugu temsiller sistemi
ise bireyin kavrayisidir (Sfard, 1991). Kavramsal anlama, matematiksel kavram ile bireyin kavrayisinin
kesismesi durumudur (Dubinsky vd. 2005). Bu calismada, akilci sorgulamanmin Ogrencilerin
kavrayislarina iligkin yansimalarin ortaya ¢ikmasini sagladigl ve 6grencilerin kavramsal anlamasina
iliskin ipuglari sundugu goriilmiistiir. Ogretmenin argiimantasyon siirecini akilci sorgulama ile
ylriitmesi, 6grencilerin kavramlara ve kavramlar arasindaki baglantilara iliskin zihnindeki ¢agrisimlari
ve temsilleri acgik hale getirdigi goriilmektedir. McDonald vd.nin (2000) taniminmi akilcilik
perspektifinden yorumlayacak olursak matematiksel kavram, bir soyut nesnenin matematikgiler
tarafindan dogru ve gerekli bilgiler, prensipler, teoremler temel alinarak insasi sonucunda diger
matematikgciler tarafindan anlasilir ve kabul edilebilir sekilde, diger bilinen gerceklerle ¢elismeyecek
sekilde ifade edilen tanimidir. Matematik camiasindan bu tanimi okuyan bir matematikci tanima itiraz
etmez ¢linkii icerdigi bilgiler 6nceden bildikleri ile uyumlu halde anlasilir ve icinde bulundugu sistem
ile tutarli sekilde ifade edilmistir. Bu durumda bu tanim tiizerinde matematikgilerin uzlagmasi
kaginilmazdir. Ancak matematik siniflarinda durum ayni degildir. Ogrenci ve 6gretmenin uzlasiya
varmasi zordur ¢iinkii aralarinda akilcr olma ve davranma baglaminda sahip olduklar1 matematik
kiiltiirti, bilgi ve tecriibe baglaminda fark vardir. Uzlagimin anlik olarak saglanamamasi 6gretim
siirecine ket vurmamali, aksine argiimantasyonu beraberinde getirmelidir (Boero ve Planas, 2014).
Argiimantasyon siirecinin akilc1 sorgulamaya dayali yiiriitiilmemesi 6gretmenin kurumsal bir otorite,
6grencinin ise durumu kabullenmek zorunda olan bir uygulayici olarak rol aldig: bir 6grenme ortami
olusmasina yol agar (Douek, 2014). Bu durumda kavram {izerinde &gretmen ve 6grenci uzlasmaz;
ogrenci sadece anlatilanlar1 kabullenir. Durum bdyle oldugunda 6grencinin kavrayislar: yani zihninde
kavramla ilgili olusan ¢agrisimlar ve i¢sel temsiller ezbere, gerekgesiz bir temelde olusur. Zaman iginde
ogrencinin kavrama iliskin kavrayisi ile matematiksel kavramin ¢akistig1 bolgenin insasi ve bu bolgede
Ogrencinin bilingli olarak kurdugu, gerektiginde gerekgelendirebilecegi ve savunabilecegi yapilarin
varli§1 garanti edilemez. Bu calismanin sonuglari temel alindiginda goriilmektedir ki, 6gretmenin
matematik siniflarinda akilci sorgulamaya dayali argiimantasyon yiiriitmesi, 6grencilerin kavramsal
anlamalarini bilingli insa etmesini, bu bolgedeki yapilarin farkinda olmasini ve gerektiginde bu yapilar:
bilingli sekilde kullanmasin1i ve matematiksel etkinliklerde akilct performans sergilemesini

desteklemeye firsat vermektedir.
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Akila sorgulamanin argiimantasyonu desteklemedeki kullanimi hem O6gretim ortamlarim
tasarlama ve yiiriitme hem de 6gretmen egitimi acgisindan 6nem tasir (Zhuang ve Conner, 2022).
Ilkokuldan {iniversite diizeyine her seviyede matematik siniflarinda &gretmenler ogrencilerine
epistemik, teleolojik ve iletisim akilciiginin gerekliliklerini saglayarak hareket etmenin Onemini
anlatmali, akilaa davranmay1 6grencilerine tanitmali, kavram 6gretimini akilcailik bilesenlerini temel
alarak yapmali ve kamit yapma, modelleme, problem ¢6zme gibi matematiksel etkinliklerde
ogrencilerinden akilci davranmalarini beklemeli, bu etkinlikleri 6grencilerinin akilci davranmasim
destekleyici nitelikte hazirlamali ve etkinlikleri akilci sorgulama destekli yiiriitmelidir. Bu baglamda,
akilci sorgulama hem bir 6gretim metodu hem de 6gretmenlerin sahip olmasi beklenen bir pedagojik
yaklasimdir (Boero ve Planas, 2014; Douek, 2014; Zhuang ve Conner, 2022). Ancak d6gretmenlerin akilc
sorgulama konusunda destege ihtiyaci oldugu bilinen bir gergektir (McCarthy vd. 2016).
Ogretmenlerin ve Ogretmen adaylarinin akilal sorgulamanin teorik gercevesi ve sinif iginde
yliriitiilmesine iliskin 6rnek uygulamalara ihtiyaci vardir. Bu baglamda, bu calisma 6gretmenler ve
O0gretmen adaylari igin {iniversite diizeyinde bir derste kalkiiliis kavramlar: arasinda baglant1 kurmay:
gerektiren bir gorev kapsaminda akilci sorgulamanin nasil yapilacagiin oérneklendirilmesi agisindan

Onemlidir.
Sonug¢

Bu calismada &grencilere f ve f' fonksiyonlarinin grafikleri arasinda dogru ve amaca uygun
matematiksel baglantilar kurmayi ve bu baglantilar: sinifta argiimantasyon siirecinde anlasilir ve kabul
edilebilir sekilde aciklamay1 gerektiren bir gorev verilmistir. Ogrencilerin bireysel galismasmin
ardindan sinif i¢inde bir argiimantasyon siireci baslatilmis ve 6grencilerden iddialarini tartismalar:
istenmistir. Bu siiregte 6grencilerin f ve f’ fonksiyonlarinin grafikleri arasinda matematiksel baglantilar
kurarken ortaya koyduklar1 performansta epistemik, teleolojik ve iletisim akilciligi baglaminda sorun
yasadiklar agiga ¢ikmistir. Ogretmenin akilci sorgulama ile iddia iiretme, veri bulma, gerekgeleri dogru
ve amaca uygun se¢me ve kullanma baglaminda 6grencilere destek olabildigi goriilmiistiir. Ogretmenin
ogrencileri daha akilct davranma yoniinde tetiklemek icin sordugu sorular amacina ulasmis ve
ogrencilerin diisiincelerini matematiksel baglamda dogru ve giivenilir yollarla gerekg¢elendirmelerine
ve savunmalarina (epistemik akilcilik), amaglarina ulasmak icin gerekli matematiksel araglar
secmelerine, kullanmalarina ve gerekli matematiksel baglantilar1 kurmalarina (teleolojik akilcilik),
iddialarini ya da ¢dziim stratejilerini siniftaki diger 6grencilere ve 6gretmene matematiksel baglamda

anlasilir ve kabul edilebilir sekilde aciklamalarina (iletisim akilcilig1) firsat vermistir.

Ogretmenin akilci sorgulamasimin yarattigi 6grenme ortami, dgrencileri birbirlerini akilct
sorgulamaya tesvik etmistir. Ogrencilerin sezgisel diizeyde ya da iistii kapali iddia veya ciiriiten

iiretenleri sorguladigl ve bu 6grencilerden iddialarini ve/veya cliriitenlerini matematiksel baglamda
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glivenilir yollarla gerekcelendirmelerini istedikleri goriilmiistiir. Kimi zaman 6grencilerin birbirlerini
gorevi tamamlamak adina alternatif yollar bulma konusunda sorguladigi, bu alternatif yolun nasil
yliriitiilecegi konusunda agiklama istedikleri, birbirlerini daha anlasilir olma yoniinde destekledikleri
goriilmiistiir. Bu durum, Ogretmenin akilal sorgulama ile yiiriittii§ii argiimantasyon siirecinin
dogasinin 6grencilerin akil yiiriitme ve birlikte tartisma siirecindeki tavirlarina ilham kaynagi oldugu
ve onlarin da argiimantasyon siirecine akilci dahil olmalarin hatta akilcr sorgulama yapma egilimine
girmelerini sagladig: goriilmiistiir.

Bu ¢alisma, kalkiiliis kavramlarini igeren ve kavramlar arasinda matematiksel baglant: kurmay1
gerektiren bir gorev sunularak iiniversite diizeyindeki Ogrenciler ile yiiriitiilmistiir. Calismada
O0gretmenin akilcr sorgulamasmin 6grencilerin matematiksel kavramlarin temsillerini kullanmasini
destekledigini gosteren sonuglar, akilci sorgulamanin temsil kurma ve kullanma baglaminda
ogrencilerin kavramsal anlamasina nasil etki ettiginin arastirilabilecegine isaret etmektedir. Farkli
matematik konularia yonelik olarak hazirlanacak gorevler odaginda dgrencilerin bireysel ¢alisma ve
smif ici arglimantasyon siireclerinin akilci sorgulama ile desteklenmesine yonelik deneysel ¢alismalar
yapilmasi, akilci sorgulamanin matematik derslerinin islenisinde &grencilerin akil yiiriitmesini
destekledigine dair sonuglarin genellenebilmesi baglaminda onemlidir. Akilcr sorgulama destekli
argiimantasyonun Ogrencilerin bireysel 6grenmeleri tizerindeki etkisini daha dogru ve net ortaya
koyabilmek adina argiimantasyon sonrasinda ogrencilerin bir kez daha ayni veya benzer bir gorev
tizerinde calismasi ve Ogrencilerin ilk ve son bireysel calisma ({irlinlerinin karsilastirilmasi

Onerilmektedir.
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Extended Summary

Argumentation is a fundamental activity for all mathematical tasks, representing the process
through which students reason. In this process, students are expected to produce claims towards
fulfilling a given mathematical task, find data supporting these claims, and use mathematical warrants
that connect the data to the claim (Krummheuer, 1995). Rational behavior is expected from students
during argumentation to successfully complete the mathematical task (Boero, 2006). This entails
justifying and defending their claims with accurate and valid mathematical connections, selecting, and
using the necessary mathematical tools, and explaining the tools, strategies, and solution paths in an
understandable, and acceptable manner for others in the mathematics classroom. A student
demonstrating such performance can be considered to behave rational during the argumentation

(Morselli and Boero, 2009).

In mathematics classrooms, evaluating students' behavior during the argumentation in terms
of rationality is crucial for fostering habits of rational behavior and establishing a culture of rationality
in the classroom. In this context, a theoretical framework is necessary for assessing students'
performance in argumentation from the perspective of rationality (Boero, 2006). Habermas construct of
rationality is a theoretical tool which is rooted in interaction theory (Habermas, 1998) and was adapted
by Morselli and Boero (2009) into mathematics education. Rationality theory consists of three
fundamental components (Habermas, 1998) and their requirements were adapted considering the
nature of mathematical reasoning (Morselli and Boero, 2009). Epistemic rationality involves the
students’ ability to justify their claims in a mathematical context with accurate and valid warrants,

engage argumentation using reliable mathematical tools and methods, and refrain from relying on
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memorization or implicit methods. Teleological rationality pertains to the students’ capability to select
and utilize appropriate mathematical tools to achieve their goals in completing the mathematical task.
Communicative rationality focuses on the students’ ability to communicate in a manner that other
students and the teacher can understand and approve. Students are expected to demonstrate their
behaviors in argumentation to meet the requirements of these rationality components (Boero, 2006).
Furthermore, it is essential for teachers to instruct students in rational behavior and to trigger and

support their behaviors in this context during mathematical activities (Douek, 2014).

During the argumentation, the teacher's rational questioning can support the students’
behaviors in rationality. For this aim, the Teacher Rational Questioning Framework developed based
on Habermas construct of rationality (Zhuang and Conner, 2022), includes questions prepared by the
teacher that consider the requirements of rationality components. This framework aims to guide
students towards behaving rational during mathematical activities. In this study, it was investigated
how the teacher's rational questioning during the argumentation supports students in making

connections between calculus concepts at university level.

The study involved senior students enrolled in a mathematics education program. These
students had completed all mathematics courses in their program successfully and had prior experience
in argumentation involving calculus concepts. The author of the study assumed the role of a teacher
supporting argumentation through rational questioning. Students were given a mathematical task
aimed at constructing connections between the graphs of f and f'. The task was presented to students
in a silent classroom environment, and they were asked to work individually on paper for
approximately 20 minutes. After completing their individual work, the teacher initiated an
argumentation supported by rational questioning and asked students to discuss their individual work
products. The argumentation, lasting approximately 90 minutes, was recorded on video and transcribed
for data analysis. Toulmin’s model was used to analyze the structural dimension of argumentation.
Teacher Rational Questioning Framework was employed to examine which components of rationality
were triggered in students' behavior by the teacher's questions during the argumentation. Students'
responses and behaviors towards the teacher's rational questions were analyzed using Habermas

construct of rationality.

The results indicate that teacher’s rational questioning supports students’ performance in the
structural dimension of reasoning within the context of rationality. Teacher’s rational questions
supported the students” behaviors in defending their claims in a mathematical context with reliable
warrants (e.g., justifying intervals where f is increasing/decreasing and the locus of its extremum point
using the root(s) of f' and intervals where f' changes sign and the absence of inflection points of the

graph of f by justifying the absence of roots of f" function and explaining the absence of roots of f"
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function by the fact that " is a constant function that takes a positive value for all x € IR). Thus, students
could behave more rational in the epistemic context. Teacher’s rational questions enabled the students
to draw the graph of f by appropriately using data from the graph of f’ (e.g., focusing on roots and
signs of f' function rather than the interval in which f’ graph is increasing to draw the graph of f,
finding extremum point(s) and intervals in which f is incerasing/decreasing using roots and signs of
f' rather than obtaining algebraic expression of f by integrating the algebraic expression of f’ derived
from its graph, determining whether there are roots of f" function from the graph of ' and searching
inflection points of f). Thus, students could behave more rational in the teleological context. Theacher’s
rational questions also supported students’ behaviors in attempting to develop their individual work
products for being understandable and acceptable in a mathematical context (e.g., making a sign table
for function f' after drawing the graph of f by following behaviors of the graph of f' and showing
intervals where f is increasing/decreasing on sign table and explaining why the root of f' is the
minimum point of the graph of f). Thus, students could behave more rational in the communicative

context.

In mathematics classrooms, reaching consensus during the argumentation between teachers
and students is possible when they adhere to rationality principles defined by mathematicians,
regarding the use of mathematical concepts and making connections between them. This can only
happen if students understand what it means to behave rational in a mathematical context and accept
behaving rational as a habit. Developing such a habit among students depends on providing continuous
support for the students in mathematics classrooms to behave rational. In this study, it was observed
that the teacher’s rational questioning during argumentation inspired students, who eventually started
rational questioning themselves. As students endeavored to construct connections between f and f'
graphs, the teacher’s rational questioning led them to view rational behavior as a necessity and
requirement, and they began to expect rational behavior from their peers with whom they interacted.
This suggests that teacher’s rational questioning can serve as both a teaching tool to support students
in behaving rational and as a mediator to instill a need for rational questioning. Consequently, rational

questioning can lay the foundation for a culture of rational behavior in mathematics classrooms.

This study focused on supporting students’ reasoning in the context of rationality components
during calculus-related argumentation at university level. Future research should examine how rational
questioning affects students’ behaviors during argumentation on different mathematical concepts
across various grade levels, and how the findings can be effectively used to foster a culture of rational

behavior in mathematics classrooms.
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