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Öne Çıkanlar 
• Bu makalede Kantorovich tipi iki değişkenli lineer pozitif operatör dizisi Sheffer polinomlarını içerecek biçimde tanımlanmıştır. 

• Bu operatörlerin sürekli fonksiyonlara yaklaşımı tam ve kısmi süreklilik modülü yardımıyla elde edilmiştir. 
• Lipschitz sınıfından fonksiyonlar için yaklaşım derecesi verilmiştir. 

• Grafikler yardımıyla yaklaşım görsel olarak sunulmuştur. 

 
Makale Bilgileri  Öz 

Bu çalışmada Bernstein-Chlodowsky operatörleri ve Sheffer polinomlarını içeren genelleştirilmiş Szász 

operatörleri kullanılarak iki değişkenli lineer pozitif operatörlerin bir dizisi tanımlandı. Bu operatörlerin 

sürekli fonksiyonlara yaklaşım derecesi tam ve kısmi süreklilik modülü yardımıyla incelendi. Ayrıca Lipschitz 
sınıfından fonksiyonlar için yaklaşım derecesi elde edildi. Son olarak tanımı yapılan operatörlerin belirli 

fonksiyonlara yaklaşımı grafikler yardımıyla gösterildi. 
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1. GİRİŞ 

 
1885 yılında Alman matematikçi Weierstrass, kapalı ve sınırlı bir aralık üzerinde, verilen bir sürekli 

fonksiyona düzgün yakınsayan bir polinom dizisinin varlığını kanıtlamıştır [1]. Teoremin çok çeşitli 

kanıtları arasında Bernstein’nın kanıtı, polinom dizisini açık bir formülle ifade ettiği için öne çıkmaktadır 

[2]. Bernstein’ın çalışmasının önemli bir genellemesi Bohman [3] ve Korovkin [4] tarafından verilmiştir. 

Bohman-Korovkin teoremleri, lineer pozitif operatörlerin bir dizisinin yakınsaklığının araştırılmasında, 

belirlenmiş sonlu fonksiyon kümelerinin incelenmesinin daha basit bir yolunu sunmaktadır (bkz. [5]). 

Yaklaşımın araştırılması gibi yaklaşımın derecesinin hesaplanması da bir diğer çalışma alanıdır. Yaklaşım 

derecesi problemlerinde bir fonksiyonun polinomlarla ne kadar iyi temsil edilebileceğini ve hatanın ne 

kadar azaltılabileceğini ölçmek için parametreler kulllanılır; bu çalışmada da kullanacağımız süreklilik 

modülü ve Lipschitz uzayları, derecenin belirlenmesinde sık kullanılan araçlardır.  

 
[0,1] aralığı üzerinde tanımlı integrallenebilir fonksiyonlara yaklaşımın incelenmesi amacıyla Kantorovich 

operatörleri 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 1) ∑ (
𝑛

𝑘
) 𝑥𝑘 

𝑛

𝑘=0

(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑘+1

𝑛+1

𝑘

𝑛+1

     (1) 

şeklinde tanımlanmıştır [6]. 

 

Bernstein-Chlodowsky polinomları olarak bilinen Bernstein polinomlarının bir genellemesi 1937’de 

Chlodowsky tarafından 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = {
∑ (

𝑛

𝑘
)(

𝑥

𝑎𝑛
)
𝑘 

𝑛

𝑘=0

(1 −
𝑥

𝑎𝑛
)
𝑛−𝑘 

𝑓 (
𝑘𝑎𝑛

𝑛
) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎𝑛 𝑖𝑠𝑒

𝑓(𝑥), 𝑥 > 𝑎𝑛 𝑖𝑠𝑒

     (2) 

şeklinde tanımlamıştır [7]. Burada (𝑎𝑛), lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = ∞ ve lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑛
= 0 olacak biçimde pozitif reel sayıların 

bir dizisi ve 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎𝑛] dir. 

 

1950’de Szász tarafından, 𝑥 ∈ [0,∞), 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) olmak üzere, Szász operatörleri, 

𝑆𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑒−𝑛𝑥 ∑
(𝑛𝑥)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

𝑓 (
𝑘

𝑛
)     (3) 

şeklinde tanımlanmıştır [8]. 

 

𝐴(𝑢) = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=0 𝑢𝑘 , (𝑎0 ≠ 0), |𝑢| < 𝑅, (𝑅 > 1) diskinde analitik bir fonksiyon ve 𝐴(1) ≠ 0 olmak üzere 

𝑝𝑘   Appell polinomları 

𝐴(𝑢)𝑒𝑢𝑥 = ∑ 𝑝𝑘(𝑥)𝑢𝑘 

∞

𝑘=0

     (4) 

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır [9]. Appell polinomları yardımıyla [10]’da Jakimovski ve Leviatan, Szász 

operatörlerinin bir genellemesini, 𝑓 ∈ 𝐸, 𝐸 ≔ {𝑓: [0,∞) → ℝ: |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑒𝑐𝑥,𝑀, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 0} olmak 

üzere 

𝑃𝑛(𝑓; 𝑥) =
𝑒−𝑛 𝑥

𝐴(1)
∑ 𝑝𝑘(𝑛𝑥)𝑓 (

𝑘

𝑛
)

∞

𝑘=0

,   𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 ∈ [0,∞) (5) 

ile tanımlamışlardır. 

 

Appell polinomlarından daha genel olan 𝑝𝑗 Sheffer polinomları ise,
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𝐴(𝑡)𝑒𝑦𝐻(𝑡) = ∑𝑝𝑗(𝑦)𝑡𝑗

∞

𝑗=0

, |𝑡| < 𝑅, (6) 

üreteç fonksiyonu ile tanımlanır [9]. 

Burada  

𝐴(𝑡) = ∑𝑎𝑗

∞

𝑗=0

𝑡𝑗 , 𝑎0 ≠ 0, 𝐻(𝑡) = ∑ℎ𝑗

∞

𝑗=1

𝑡𝑗 , ℎ1 ≠ 0, 

|𝑡| < 𝑅, (𝑅 > 1) diskinde analitik fonksiyonlardır. 

 

𝐴(1) ≠ 0,𝐻′(1) = 1, 𝑎𝑘 , ℎ𝑘 ∈ ℝ ve her 𝑦 ∈ [0,∞), 𝑗 ≥ 0 için 𝑝𝑗(𝑦) ≥ 0 koşulları altında, [11]’de Ismail, 

Sheffer polinomları yardımıyla (5) ile tanımlanan Jakimovski ve Leviatan operatörlerinin bir genellemesini 

𝑇𝑚(𝑓; 𝑦) =
𝑒−𝑚𝐻(1)𝑦

𝐴(1)
∑𝑝𝑗(𝑚𝑦)𝑓 (

𝑗

𝑚
)

∞

𝑗=0

(7) 

şeklinde tanımlamış ve her 𝑓 ∈ 𝐸 için, [0,∞) aralığının kompakt her alt aralığı üzerinde 𝑇𝑚(𝑓; . ) 

operatörlerinin 𝑓 fonksiyonuna düzgün olarak yakınsadığını göstermiştir. 

Ayrıca, Ismail (7) ile verilen 𝑇𝑚 operatörlerinin Kantorovich varyantını da 

𝑇𝑚
∗ (𝑓; 𝑦) =

𝑚𝑒−𝑚𝐻(1)𝑦

𝐴(1)
∑𝑝𝑗(𝑚𝑦)∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑗+1

𝑚

𝑗

𝑚

∞

𝑗=0

     (8) 

ile tanımlamıştır.  

𝑇𝑚 ve 𝑇𝑚
∗  operatörlerinin yaklaşım oranı, süreklilik modülü yardımıyla [12]’de verilmiştir. 

Yaklaşım teorisi alanında yukarıda bahsi geçen öncü çalışmalar esas alınarak genel veya belirli polinomları 

içeren operatörler tanımlanmakta ve yaklaşım özellikleri ve dereceleri incelenmektedir [13-19]. 

 

2. SHEFFER ÜRETEÇ POLİNOMLARI İLE 𝑳𝒏,𝒎 OPERATÖRLERİNİN ELDE EDİLİŞİ 

 

[20]’de Sheffer polinomlarını içeren genelleştirilmiş Szász operatörlerinin Kantorovich varyantı 

 

𝐾𝑚(𝑓; 𝑦) =
𝑒−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)/𝛽𝑚

𝐴(1)

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∫ 𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝛽𝑚(𝑗+1)

𝛾𝑚

𝛽𝑚𝑗

𝛾𝑚

∞

𝑗=0

     (9) 

biçiminde tanımlanmış ve süreklilik modülü, Lipschitz sınıfından fonksiyonlar ve Peetre-𝒦 fonksiyoneli 

yardımıyla yaklaşım hızı hesaplanmıştır. Aynı zamanda bu operatörler için asimptotik yaklaşım formülü 

Voronovskaja tip teorem ile verilmiştir. Burada (𝛾𝑚), (𝛽𝑚) pozitif reel sayıların sınırsız birer dizisi, 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝛽𝑚

𝛾𝑚
= 0 ve 𝛽𝑚/𝛾𝑚 ≤ 1 dir ve 𝑓 ∈ 𝐶[0,∞) dur.  

 

Yukarıda bahsedilen çalışmalardan alınan ilhamla, Bernstein-Chlodowsky operatörlerini ve Sheffer 

polinomlarını içeren genelleştirilmiş Szász operatörlerinin Kantorovich varyantını kullanarak iki değişkenli 

Chlodowsky-Szász-Sheffer-Kantorovich operatörlerini, 𝐼1 = [
𝛽𝑚𝑗

𝛾𝑚
,
𝛽𝑚(𝑗+1)

𝛾𝑚
] ve 𝐼2 = [

𝑘𝑎𝑛

𝑛
,
(𝑘+1)𝑎𝑛

𝑛
] olmak 

üzere,
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𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)

∞

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∬𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

(10) 

biçiminde tanımlıyoruz. Burada 𝑛,𝑚 ∈ ℕ için, 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
) = (𝑛

𝑘
) (

𝑥

𝑎𝑛
)
𝑘 

(1 −
𝑥

𝑎𝑛
)
𝑛−𝑘 

, 𝐴𝑎𝑛
= {(𝑥, 𝑦): 0 ≤

𝑥 ≤ 𝑎𝑛, 0 ≤ 𝑦 < ∞} ve 𝐶(𝐴𝑎𝑛
) = {𝑓: 𝐴𝑎𝑛

→ ℝ sürekli} olup 𝑓, 𝐶(𝐴𝑎𝑛
) uzayına aittir.  Ayrıca (𝑎𝑛) ve 

(𝛽𝑚), 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑛
= 0 ve 𝑙𝑖𝑚

𝑚→∞

𝛽𝑚

𝛾𝑚
= 0 olacak biçimde iki reel sayı dizisidir. 𝐶(𝐴𝑎𝑛

) uzayı ‖𝑓‖𝐶(𝐴𝑎𝑛) =

𝑠𝑢𝑝
(𝑡,𝑠)∈𝐴𝑎𝑛

|𝑓(𝑡, 𝑠)| normu ile donatılmıştır. 

3. 𝑳𝒏,𝒎 OPERATÖRLERİNİN DÜZGÜN YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölümde 𝑒𝑛,𝑚(𝑡, 𝑠) = 𝑡𝑛𝑠𝑚, (0 ≤ 𝑛 + 𝑚 ≤ 2, 𝑛,𝑚 ∈ {0,1,2}) test fonksiyonları olmak üzere, ilk 

olarak 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin test fonksiyonlarındaki değerleri ve ikinci merkezi momentleri hesaplanacak 

daha sonra bu değerler yardımı ile Volkov teoremi kullanılarak 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin düzgün yakınsaklığı 

incelenecektir. 

 

Lemma 3.1. (10) ile tanımlanan iki değişkenli (𝐿𝑛,𝑚) lineer pozitif operatör dizisinin test 

fonksiyonlarındaki değerleri şunlardır: 

 

i. 𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) = 1,  
 

ii. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑥 +
𝑎𝑛

2𝑛
,  

 

iii. 𝐿𝑛,𝑚(𝑠; 𝑥, 𝑦) = 𝑦 + (
𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

2
)

𝛽𝑚

𝛾𝑚
,  

 

iv. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2; 𝑥, 𝑦) = (1 −
1

𝑛
)𝑥2 + 2

𝑎𝑛

𝑛
𝑥 +

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2,  

 

v. 𝐿𝑛,𝑚(𝑠2; 𝑥, 𝑦) = 𝑦2 + 𝑦
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(
2𝐴′(1)

𝐴(1)
+ 𝐻′′(1) + 2) +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
). 

  

İspat. (𝐾𝑛) ve ( 𝐵𝑛) sırası ile (1) ve (2) ile verilen operatör dizileri olmak üzere, bu operatör dizilerinin test 

fonksiyonlarındaki değerlerinin ve (𝐿𝑛,𝑚) operatör dizisinin lineelik özelliğinin kullanılmasıyla aşağıdaki 

eşitlikler elde edilir: 

  

i. 𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                              = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
)∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0   

                               = 1, 

 

ii. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ 𝑡𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                             = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
) (𝑘 +

1

2
)

𝑎𝑛

𝑛
∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0   

                             = 𝑥 +
𝑎𝑛

2𝑛
, 
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iii. 𝐿𝑛,𝑚(𝑠; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ 𝑠𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                             = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
)∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 (𝑗 +

1

2
)

𝛽𝑚

𝛾𝑚
  

                             = 𝑦 + (
𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

2
)

𝛽𝑚

𝛾𝑚
,  

 

iv. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ 𝑡2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                             = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
) (𝑘2 + 𝑘 +

1

3
)

𝑎𝑛
2

𝑛2
∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0   

                             = (1 −
1

𝑛
) 𝑥2 + 2

𝑎𝑛

𝑛
𝑥 +

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2,  

 

v. 𝐿𝑛,𝑚(𝑠2; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ 𝑠2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                             = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
)∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 (𝑗2 + 𝑗 +

1

3
)

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2   

                             = 𝑦2 + 𝑦
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(
2𝐴′(1)

𝐴(1)
+ 𝐻′′(1) + 2) +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
). 

 

Lemma 3.1’in bir sonucu olarak aşağıdaki ifadeleri verebiliriz: 

 

Lemma 3.2. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴𝑎𝑛
, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝐿𝑛,𝑚 operatörleri için 

                

i. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦) = (1 −
1

𝑛
)𝑥2 + 2

𝑎𝑛

𝑛
𝑥 +

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 

                                                                    +𝑦2 + 𝑦
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(
2𝐴′(1)

𝐴(1)
+ 𝐻′′(1) + 2) +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
), 

ii. 𝐿𝑛,𝑚((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) =
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 , 

ve   

iii. 𝐿𝑛,𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) =
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
)  

olur. 

 

İspat. (𝐿𝑛,𝑚) operatör dizisinin lineerlik özelliği ve Lemma 3.1’den,  

 

i. 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2 + 𝑠2; 𝑥, 𝑦) =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∬ (𝑡2 + 𝑠2)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                                          = ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
) (𝑘2 + 𝑘 +

1

3
)

𝑎𝑛
2

𝑛2
∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0  

                                                               +∑ 𝑏𝑛,𝑘 (
𝑥

𝑎𝑛
)∑

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)
𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 (𝑗2 + 𝑗 +

1

3
)

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2    

                                     = (1 −
1

𝑛
)𝑥2 + 2

𝑎𝑛

𝑛
𝑥 +

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2  

                                                               +𝑦2 + 𝑦
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(
2𝐴′(1)

𝐴(1)
+ 𝐻′′(1) + 2) +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
),  

ve 

ii. 𝐿𝑛,𝑚((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) = 𝐿𝑛,𝑚(𝑡2; 𝑥, 𝑦) − 2𝑥𝐿𝑛,𝑚(𝑡; 𝑥, 𝑦) + 𝑥2𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) 

                                      = (1 −
1

𝑛
) 𝑥2 + 2

𝑎𝑛

𝑛
𝑥 +

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 − 2𝑥 (𝑥 +
𝑎𝑛

2𝑛
) + 𝑥2 
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                                      =
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 bulunur. 

iii. (ii) durumuna benzer şekilde istenilen sonuç elde edilir. 

 

Teorem 3.3. [21] 𝐾 ⊂ ℝ2 kompakt bir küme olmak üzere 𝐶(𝐾) uzayı üzerinde tanımlı, iki değişkenli lineer 

pozitif operatörlerin bir (𝑉𝑛,𝑚) dizisi için, 𝐾 üzerinde, 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝑉𝑛,𝑚(𝑒0,0) − 𝑒0,0‖𝐶(𝐾)
= 0,  

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝑉𝑛,𝑚(𝑒1,0) − 𝑒1,0‖𝐶(𝐾)
= 0, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝑉𝑛,𝑚(𝑒0,1) − 𝑒0,1‖𝐶(𝐾)
= 0, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝑉𝑛,𝑚(𝑒2,0 + 𝑒0,2) − (𝑒2,0 + 𝑒0,2)‖𝐶(𝐾)
= 0 

 

düzgün yaklaşımları gerçeklenir ise her bir 𝑓 ∈ 𝐶(𝐾) için 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓) − 𝑓‖
𝐶(𝐾)

= 0 düzgün yaklaşımı 

gerçeklenir. 

 

Şimdi, Volkov’un teoremine [21] dayanarak, (10) denkleminde tanımlanan 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin 𝑓 

fonksiyonuna düzgün yakınsak olduğu gösterilecektir: 

 

Teorem 3.4. 𝐼𝑐𝑑 ≔ [0, 𝑐] × [0, 𝑑] ⊂ 𝐴𝑎𝑛
 olsun. (10) ile tanımlanan iki değişkenli (𝐿𝑛,𝑚) lineer pozitif 

operatör dizisi için 𝑛,𝑚 → ∞ iken her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑐𝑑) için 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

‖𝐿𝑛,𝑚(𝑓) − 𝑓‖
𝐶(𝐼𝑐𝑑)

= 0 sağlanır. 

İspat. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den Teorem 3.3’ün koşullarının sağlandığı görülür. Dolayısıyla her bir 

𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑐𝑑) için 𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦),  𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar. 

 

4. 𝑳𝒏,𝒎 OPERATÖRLERİNİN YAKLAŞIM DERECESİ 

 

Bu bölümde 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin kompakt 𝐼𝑐𝑑 ≔ [0, 𝑐] × [0, 𝑑] ⊂ 𝐴𝑎𝑛
 kümesi üzerinde tanımlı sürekli 

fonksiyonlar uzayındaki yaklaşım derecesi elde edilecektir. 

 

Tanım 3.5. [22] 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑐𝑑) için, iki değişkenli operatörler için tam süreklilik modülü her (𝑡, 𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈
𝐼𝑐𝑑 için 

 

𝜔(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| : √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ≤ 𝛿} 

 

ile, 𝑥 ve 𝑦 ye göre kısmi süreklilik modülleri 

 

𝜔1(𝑓; 𝛿) = 𝑠𝑢𝑝{ |𝑓(𝑥1, 𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)|: 𝑦 ∈ [0, 𝑑] 𝑣𝑒 |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝛿 

 

ve 

 

𝜔2(𝑓; 𝛿) =  sup {|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)|: 𝑥 ∈ [ 0, 𝑐] 𝑣𝑒 |𝑦1 − 𝑦2| ≤ 𝛿} 
 

olarak tanımlıdır.  

 

Teorem 3.6. 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑐𝑑) olsun. Her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑐𝑑 için, 

 

i. |𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔( 𝑓; 𝛿𝑛,𝑚) olup  

   

burada 𝛿𝑛,𝑚 = (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 +
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

1

2

 dir.
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ii. |𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2 (𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 (𝑥)) + 𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 (𝑦))) olup 

burada 𝛿𝑛 (𝑥) = (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2)

1

2
 ve 𝛿𝑚 (𝑦) = (

𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

1

2

 dir.  

İspat. (10) ile verilen 𝐿𝑛,𝑚 operatörleri lineerdir. Ayrıca 𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) = 1 olması ve Lemma 3.2 dikkate 

alınırsa, 

 

i. |𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

= |
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
− 𝑓(𝑥, 𝑦)|  

≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (1 +

1

𝛿
√(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2)𝜔(𝑓; 𝛿)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) [
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠 +

𝐼1𝐼2

                                                 
1

𝛿

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
] 

elde edilir. Şimdi, önce eşitsizliğin sağ tarafındaki integral üzerine, daha sonra toplam üzerine Cauchy-

Schwarz eşitsizliği uygulanırsa, 

 

𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
) (∬ (𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0   

                      × (∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠
𝐼1𝐼2

)

1

2
]  

≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) [1 +
1

𝛿
(

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ ((𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

  

                    × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

]  

 

 = 𝜔(𝑓; 𝛿) (1 +
1

𝛿
(𝐿𝑛,𝑚((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) + 𝐿𝑛,𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦))

1

2
) 

elde edilir. 𝛿 = 𝛿𝑛,𝑚 = (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 +
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

1

2

 olarak seçilirse 

istenilen sonuca ulaşılır. 

 

ii.  |𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

=
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠) + 𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
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≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (1 +

1

𝛿
√(𝑡 − 𝑥)2)𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 )𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

     +
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (1 +

1

𝛿
√(𝑠 − 𝑦)2)𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 )𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

≤ 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 ) [
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

                        +
1

𝛿𝑛 

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ √(𝑡 − 𝑥)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
]  

 

  +𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 ) [
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

                        +
1

𝛿𝑚 

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ √(𝑠 − 𝑦)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
]  

 

=𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 ) [1 +
1

𝛿𝑛 

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑡 − 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
] 

  +𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 ) [1 +
1

𝛿𝑚 

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑠 − 𝑦)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
]  

 

elde edilir. Önce eşitsizliğin sağ tarafındaki integraller üzerine, daha sonra toplamlar üzerine Cauchy-

Schwarz eşitsizliği uygulanırsa, 

 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

≤ 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 ) [1 +
1

𝛿𝑛 
(

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑡 − 𝑥)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

   

                           × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

]  

+𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 ) [1 +
1

𝛿𝑚
(

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑠 − 𝑦)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

   

                           × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

1

2

]  

= 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛 ) [1 +
1

𝛿𝑛 
𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)

1

2] + 𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚 ) [1 +
1

𝛿𝑚 
𝐿𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑦)

1

2] 

bulunur. 𝛿𝑛 (𝑥) = (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2)

1

2
 ve 𝛿𝑚 (𝑦) = (

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

1

2

olarak seçilirse istenilen sonuç 

elde edilir. 

 

Bu kısımda, iki değişkenli fonksiyonlar sınıfı için Lipschitz sınıfı kavramı verilecek ve Lipschitz sınıfındaki 

fonksiyonlar için yaklaşım derecesi incelenecektir. 



Şule Yüksel Güngör  / GÜFFD, 5(2): 181-193 (2024) 
 

 

189 

 

Tanım 3.7. [22] 𝑓 fonksiyonu [0, 𝑐] × [0, 𝑑] bölgesinde tanımlı ve (𝑥1, 𝑦) ve (𝑥2, 𝑦) bu bölgenin keyfi 

noktaları olmak üzere, |𝑓(𝑥1, 𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)| ≤ 𝐶|𝑥1 − 𝑥2|
𝜇 , 0 < 𝜇 ≤ 1 koşulunu sağlarsa, o zaman 𝑓 

fonksiyonu 𝐷 bölgesinde 𝑥 değişkenine göre Lipschitz koşulunu sağlar veya 𝑥 değişkenine göre 𝐿𝑖𝑝𝜇 

sınıfındandır denir ve bu 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑥 biçiminde gösterilir. 

 

Benzer şekilde (𝑥, 𝑦1) ve (𝑥, 𝑦2) 𝐷 bölgesinin keyfi noktaları olmak üzere, |𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤
𝐶|𝑦1 − 𝑦2|

𝜇 , 0 < 𝜇 ≤ 1 koşulunu sağlarsa, o zaman 𝑓 fonksiyonu 𝐷 bölgesinde 𝑦 değişkenine göre 

Lipschitz koşulunu sağlar veya 𝑦 değişkenine göre 𝐿𝑖𝑝𝜇 sınıfındandır denir ve bu 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦 biçiminde 

gösterilir. 

 

𝑓, 𝐷 bölgesinde tanımlı bir fonksiyon, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑡 = (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐷 ve  |𝑥| = √𝑥1
2 + 𝑥2

2 olmak üzere 

|𝑓(𝑥1, 𝑥2) − 𝑓(𝑡1, 𝑡2)| ≤ 𝐶|𝑥 − 𝑡|𝜇 , 0 < 𝜇 ≤ 1 ise 𝑓, 𝐷 bölgesinde 𝐶 sabitine göre 𝜇. mertebeden 

Lipschitz sınıfındandır denir ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝐶  biçiminde gösterilir. 

 

Teorem 3.8. (𝐿𝑛,𝑚), (10) ile tanımlanan iki değişkenli lineer pozitif operatör dizisi olsun. Bu durumda, 

 

i. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑥𝜇 ∩ 𝐿𝑖𝑝𝑦𝜂 için 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶1(𝛿𝑛)
𝜇

2 + 𝐶2(𝛿𝑚)
𝜂

2 , 0 < 𝜇, 𝜂 ≤ 1 

 

ii. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝐶 için 

|𝐿𝑛,𝑚(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶(𝛿𝑛 + 𝛿𝑚)
𝜇

2 , 0 < 𝜇 ≤ 1 

 

olup burada, 𝛿𝑛 (𝑥) =
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 ve 𝛿𝑚 (𝑦) =
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
) dir. 

İspat. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑥𝜇 ∩ 𝐿𝑖𝑝𝑦𝜂 olsun. 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin lineerlik özelliği, 𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) = 1 olması, Lemma 

3.2 ve Tanım 3.7 dikkate alınırsa, 

 

i. |𝐿𝑛,𝑚𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|  

       ≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

      =
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠) + 𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
   

 

      ≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

      +
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
)𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

       ≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝐶1|𝑡 − 𝑥|𝜇𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

       +
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝐶2|𝑠 − 𝑦|𝜂𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

 

elde edilir. Burada sırasıyla  𝑝 =
2

𝜇
 ve 𝑞 =

2

2−𝜇
  ve 𝑝 =

2

𝜂
 ve 𝑞 =

2

2−𝜂
 seçilerek önce eşitsizliğin sağ 

tarafındaki integrallere, sonra toplamlara Hölder eşitsizliği uygulanırsa,
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|𝐿𝑛,𝑚𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|  

 ≤ 𝐶1

[
 
 
 
(

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ (𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

𝜇

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

𝜇
∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑥 − 𝑡)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

𝜇

2

  

       × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ (𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

2−𝜇

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

2−𝜇
∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

2−𝜇

2

]
 
 
 

  

    +𝐶2

[
 
 
 
(

𝑒
−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ (𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

𝜂

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

𝜂
∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 ∬ (𝑦 − 𝑠)2𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

𝜂

2

  

     × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ (𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

2−𝜂

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

2−𝜂
∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

2−𝜂

2

]
 
 
 

  

  = 𝐶1(𝐿𝑛(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)
𝜇

2+𝐶2(𝐿𝑚(𝑠 − 𝑦)2; 𝑦)
𝜂

2 

  = 𝐶1 (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2)

𝜇

2
+𝐶2 (

𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

𝜂

2

 bulunur.  

𝛿𝑛 (𝑥) = (
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2)

𝜇

2
 ve 𝛿𝑚 (𝑦) = (

𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
+

1

3
))

𝜂

2

 olarak seçilirse 

istenilen sonuç elde edilir. 

 

ii. 𝑓 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝐶 olsun. 𝐿𝑛,𝑚 operatörlerinin lineerliği, 𝐿𝑛,𝑚(1; 𝑥, 𝑦) = 1 olduğu ve Tanım 3.7 göz önüne 

alınırsa, 

 

|𝐿𝑛,𝑚𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 
          

 ≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
  

 ≤
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 ∬ 𝐶((𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑠)2)

𝜇

2𝑑𝑡𝑑𝑠
𝐼1𝐼2

  

 

elde edilir. Burada 𝑝 =
2

𝜇
 ve 𝑞 =

2

2−𝜇
 seçilerek önce eşitsizliğin sağ tarafındaki integrale, sonra toplama 

Hölder eşitsizliği uygulanırsa, 

 

|𝐿𝑛,𝑚𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 
 

  ≤ 𝐶
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ 𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
) 𝑝𝑗 (

𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
)∞

𝑗=0
𝑛
𝑘=0 (∬ ((𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑠)2)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

𝜇

2
(∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

2−𝜇

2
  

                                                                                                      

 

  ≤ 𝐶

[
 
 
 
 

(
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)

𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑(𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

𝜇

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

𝜇
∞

𝑗=0

𝑛

𝑘=0

∬((𝑥 − 𝑡)2 + (𝑦 − 𝑠)2)𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2

)

𝜇

2
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     × (
𝑒

−𝛾𝑚𝑦𝐻(1)
𝛽𝑚

𝐴(1)

𝑛

𝑎𝑛

𝛾𝑚

𝛽𝑚
∑ ∑ (𝑏𝑛,𝑘 (

𝑥

𝑎𝑛
))

2

2−𝜇

(𝑝𝑗 (
𝛾𝑚𝑦

𝛽𝑚
))

2

2−𝜇
∞
𝑗=0

𝑛
𝑘=0 ∬ 𝑑𝑡𝑑𝑠

𝐼1𝐼2
)

2−𝜇

2

]
 
 
 

 

  ≤ 𝐶((𝐿𝑛(𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) + (𝐿𝑚(𝑠 − 𝑦)2; 𝑦))
𝜇

2   elde edilir.  

𝛿𝑛 (𝑥) =
𝑥(𝑎𝑛−𝑥)

𝑛
+

1

3

𝑎𝑛
2

𝑛2 ve 𝛿𝑚 (𝑦) =
𝛽𝑚

𝛾𝑚
(𝐻′′(1) + 1)𝑦 +

𝛽𝑚
2

𝛾𝑚
2 (

𝐴′′(1)+2𝐴′(1)

𝐴(1)
) seçimleri ile istenilen sonuç 

elde edilir. 

                                                                                                    

5. GRAFİK SONUÇLAR 

 

Bu bölümde grafikler yardımı ile 𝐿𝑚,𝑛 operatörlerinin belirli 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonlarına yaklaşımı 

gösterilecektir. 𝑓, 𝐴, 𝐻 fonksiyonları ve 𝑎𝑛, 𝛽𝑚 ve 𝛾𝑚 dizilerinin seçimleri ile algoritma oluşturulup 

grafikler çizilmiştir. 

 

Örnek 4.1. 𝐴(𝑡) = 𝑒𝑡, 𝐻(𝑡) = 𝑡 ve  𝑎𝑛 = √𝑛,  𝛽𝑚 = √𝑚, 𝛾𝑚 = 𝑚2 olsun.  𝑛 = 𝑚 = 5  (11ari) ve  𝑛 =
𝑚 = 10 (kırmızı) için, 𝐿𝑚,𝑛 operatörlerinin 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦3 + 𝑥2𝑦 (mavi) ve 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦3𝑐𝑜𝑠(𝜋𝑥2) (mavi) 

fonksiyonlarına yaklaşım oranları sırasıyla Şekil 1 ve Şekil 2’de gösterilmiştir. Grafiklerden görüldüğü gibi 

𝐿𝑚,𝑛 operatörlerinin farklı fonksiyonlara yaklaşımı incelenmiştir ve bu yaklaşım 𝑛 ve 𝑚 değerlerinin 

artmasıyla iyileşmektedir. 

 
     Şekil 1 

 
    Şekil 2
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Örnek 4.2. 𝐴(𝑡) = 𝑡, 𝐻(𝑡) = 𝑡 ve 𝑎𝑛 = √𝑛,  𝛽𝑚 = √𝑚, 𝛾𝑚 = 𝑚2 olsun.  𝑛 = 𝑚 = 5 (12ari) ve  𝑛 = 𝑚 =

10 (kırmızı) için,  𝐿𝑚,𝑛 operatörlerinin 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑠𝑖𝑛 (
1

2
𝜋𝑥) (mavi) fonksiyonuna yaklaşım oranları Şekil 

3’te gösterilmiştir. Bu örnekte farklı bir 𝐴 fonksiyonu seçimi için belirli bir 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna yaklaşım 

incelenmiştir. 

 

 

 
 Şekil 3 

6. SONUÇ VE TARTIŞMA 

 

Sürekli ya da integrallenebilen fonksiyonlara yaklaşım amacıyla lineer pozitif operatör dizileri inşa 

edilirken kullanılan araçlardan biri de ortogonal polinomlardır. Bu çalışmada ℝ2 uzayının kompakt bir alt 

kümesi üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonlara yaklaşım için Sheffer polinomlarını içeren genelleştirilmiş 

Szász operatörleri ve Bernstein-Chlodowsky operatörleri kullanılarak Kantorovich-tipi bir genelleme ele 

alınmıştır. Yaklaşımın varlığı Volkov teoremi yardımıyla, yaklaşımın derecesi ise tam ve kısmi süreklilik 

modülü ile verilmiştir.  

 

Farklı çalışmalarda özel polinomlar kullanılarak benzer şekilde iki değişkenli operatörler ve bu 

operatörlerin King tipi gibi genellemeleri tanımlanıp yaklaşım özellikleri incelenebilir. 
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