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One Cikanlar

» Bu makalede Kantorovich tipi iki degiskenli lineer pozitif operator dizisi Sheffer polinomlarimi igerecek bigimde tanimlanmistir.
* Bu operatorlerin siirekli fonksiyonlara yaklasimi tam ve kismi siireklilik modiilii yardimiyla elde edilmistir.

* Lipschitz simifindan fonksiyonlar i¢in yaklasim derecesi verilmistir.

* Grafikler yardimiyla yaklasim gorsel olarak sunulmustur.
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Makale Bilgileri Oz
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Bu ¢alismada Bernstein-Chlodowsky operatirleri ve Sheffer polinomlarint iceren genellestirilmis Szdsz
Gelis: 19/07/2024 operatorleri kullamilarak iki degiskenli lineer pozitif operatorlerin bir dizisi tammlandi. Bu operatorlerin
Kabul: 08/10/2024 stirekli fonksiyonlara yaklasim derecesi tam ve kismi siireklilik modiilii yardimiyla incelendi. Ayrica Lipschitz
swifindan fonksiyonlar i¢in yaklagim derecesi elde edildi. Son olarak tanimi yapilan operatorlerin belirli
fonksiyonlara yaklasim: grafikler yardimiyla gosterildi.
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Approximation Properties of Bivariate Kantorovich type Chlodowsky-Sheffer Operators

Highlights
« In this paper, a sequence of bivariate positive linear operators of Kantorovich type is defined to include Sheffer polynomials.
» The approximation of these operators to continuous functions is obtained with the help of the full and partial modulus of continuity.
« The degree of approximation is given for functions from the Lipschitz class.
» The convergence is presented visually with the help of graphics.
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In this study, a sequence of bivariate positive linear operators is defined using Bernstein-Chlodowsky
operators and generalized Szdsz operators including Sheffer polynomials. The degree of approximation of
these operators to continuous functions is examined with the help of the full and partial modulus of continuity.
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1. GIRIS

1885 yilinda Alman matematik¢i Weierstrass, kapali ve sinirli bir aralik iizerinde, verilen bir siirekli
fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinom dizisinin varhigin1 kanitlamistir [1]. Teoremin ¢ok cesitli
kanitlar1 arasinda Bernstein’nin kaniti, polinom dizisini agik bir formiille ifade ettigi icin 6ne ¢ikmaktadir
[2]. Bernstein’in ¢alismasinin 6nemli bir genellemesi Bohman [3] ve Korovkin [4] tarafindan verilmistir.
Bohman-Korovkin teoremleri, lineer pozitif operatdrlerin bir dizisinin yakinsakliginin arastirilmasinda,
belirlenmis sonlu fonksiyon kiimelerinin incelenmesinin daha basit bir yolunu sunmaktadir (bkz. [5]).
Yaklasimin aragtirilmasi gibi yaklasimin derecesinin hesaplanmasi da bir diger ¢aligma alanidir. Yaklasim
derecesi problemlerinde bir fonksiyonun polinomlarla ne kadar iyi temsil edilebilecegini ve hatanin ne
kadar azaltilabilecegini 6lgmek icin parametreler kulllanilir; bu c¢alismada da kullanacagimiz siireklilik
modiilii ve Lipschitz uzaylari, derecenin belirlenmesinde sik kullanilan araglardir.

[0,1] aralig1 {izerinde tanimli integrallenebilir fonksiyonlara yaklagimin incelenmesi amaciyla Kantorovich

operatorleri
k+1

Ka(fi) = ot D) Y (1) xk (1= f " Fx)dx (1)
k=0 n+1

n+1

seklinde tanimlanmustir [6].

Bernstein-Chlodowsky polinomlar: olarak bilinen Bernstein polinomlarinin bir genellemesi 1937°de
Chlodowsky tarafindan

B, (f;x) = kZ_O (Z) (ain)k (1 _ain)n_k f(kn&) 0=x<anise @)

f(x), x> a, ise

seklinde tammlamistir [7]. Burada (a,,), lim a, = o ve lim %n = 0 olacak bi¢cimde pozitif reel sayilarin
n—-oo n—oo
bir dizisi ve f € C[0, a,] dir.

1950’de Szasz tarafindan, x € [0, ), f € C[0, ) olmak lizere, Szasz operatorleri,

i =y 0 () ©

k! n
k=0
seklinde tanimlanmustir [8].

A(u) = Yoo ar uk, (ag # 0), |u|l < R, (R > 1) diskinde analitik bir fonksiyon ve A(1) # 0 olmak iizere
pr Appell polinomlari

AWe = ) p Gk &
k=0

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanir [9]. Appell polinomlar1 yardimiyla [10]’da Jakimovski ve Leviatan, Szasz
operatorlerinin bir genellemesini, f € E, E = {f:[0,0) - R:|f(x)| < Me“*,M,c € R,x > 0} olmak
uzere
e ¥ k
Py (f5x) =mz Pk(nx)f(a). n € N,x € [0, ) (5)
k=0
ile tanimlamiglardir.

Appell polinomlarindan daha genel olan p; Sheffer polinomlar ise,

182



Sule Yiiksel Giingor / GUFFD, 5(2): 181-193 (2024)

A0 =3 ()t el <R, ©)
j=o0

tireteg fonksiyonu ile tanimlanir [9].
Burada

A(t) :z tha, # 0, H(t):Zhjtf,hlth,
j=1

j=
[t]| <R, (R > 1) diskinde analltlkf nksiyonlardir.

A1) #0,H'(1) =1, ay, hy € Rvehery € [0,),j = 0icinp;(y) = 0 kosullar altinda, [11]*de Ismail,
Sheffer polinomlar1 yardimiyla (5) ile tanimlanan Jakimovski ve Leviatan operatdrlerinin bir genellemesini

e~ mH(1)y

Tn(Fi3) = 35 ZP,(my)f( ) @

seklinde tanimlamig ve her f € E igin, [0,00) araliginin kompakt her alt araligi tizerinde T, (f;.)
operatorlerinin f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsadigini gostermistir.

Ayrica, Ismail (7) ile verilen T, operatorlerinin Kantorovich varyantini da
e—MH(DY & o
Talfiy) = s Zp,(my) f Fs)ds ®)
ile tanimlamustir.
Ty Ve Ty, operatorlerinin yaklagim orani, siireklilik modiilii yardimiyla [12]’de verilmistir.

Yaklasim teorisi alaninda yukarida bahsi gecen oncii ¢alismalar esas alinarak genel veya belirli polinomlari
igeren operatrler tanimlanmakta ve yaklasim 6zellikleri ve dereceleri incelenmektedir [13-19].

2. SHEFFER URETEC POLINOMLARI iLE L, ,, OPERATORLERININ ELDE EDILiSi

[20]’de Sheftfer polinomlarini igeren genellestirilmis Szasz operatorlerinin Kantorovich varyanti

] _ e YmYH(1)/Bm Yim © VoY ﬁn;/(rj:l)
K (f3¥) —TE;P,- <E) fm F(s)ds ©

bigiminde tanimlanmus ve siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindan fonksiyonlar ve Peetre-K fonksiyoneli
yardimiyla yaklagim hizi hesaplanmistir. Ayni zamanda bu operatorler igin asimptotik yaklagim formiili
Voronovskaja tip teorem ile verilmistir. Burada (4,), (Bm) pozitif reel sayilarin siirsiz birer dizisi,

lim Zm = 0 ve Bm/¥m < 1dirve f € C[0, ) dur.

m—o Ym

Yukarida bahsedilen g¢aligmalardan alinan ilhamla, Bernstein-Chlodowsky operatorlerini ve Sheffer

polinomlarini i¢eren genellestirilmis Szasz operatdrlerinin Kantorovich varyantini kullanarak iki degiskenli

Chlodowsky-Szasz-Sheffer-Kantorovich operatorlerini, I; = [ﬁ m M] ve I, = [RZ"M] olmak

Ym
lizere,
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M

nm(f x,y) = A(D) a_nﬁ_kz

||M8

me £(t,s)dtds (10)
we(3)p () |

111

n—k
biciminde tanimliyoruz. Burada n,m € N igin, bnk( ) (”) (a ) (1 — ai) y A, = {(x,y):0 <
x<a, 0<y<ow}ve C(A ) = {f.Aan - Rsurekh} olup f,C(Aan) uzaymna aittir. Ayrica (a,) ve
(Bm), llm =0 ve limEm

m—oo Ym

sup | f (t, s)| normu ile donatilmustir.
(t,s)eAan

= 0 olacak bigimde iki reel say1 dizisidir. C (Aan) uzayt ||f]| (Aay)

3. L, OPERATORLERININ DUZGUN YAKINSAKLIGI

Bu bolimde e, (t,s) =t"s™, (0 <n+m<2,nm € {0,1,2}) test fonksiyonlar: olmak iizere, ilk
olarak L, ,, operatorlerinin test fonksiyonlarindaki degerleri ve ikinci merkezi momentleri hesaplanacak
daha sonra bu degerler yardim ile Volkov teoremi kullanilarak L., ,,, operatérlerinin diizgiin yakinsaklig
incelenecektir.

Lemma 3.1. (10) ile tammlanan iki degiskenli (L,,,) lineer pozitif operatér dizisinin test
fonksiyonlarindaki degerleri sunlardir:

Ln,m(l;x:y) =1,
an
Ln,m(t; x'y) =x+ o

A" 1
iii. Ly (s;x,y) =y + (A(l) +5)ﬁ—7’:,

1a3

2. —(1_1),2 an lan
Ln,m(t,x,y)—(l n)x +2nx+3n2,

2. — 2 Bm (24" | i 4 B (AT ()+24°(1)
Lym(s%x,y) =y +yy (A(l) +H (1)+2) Ym( e )
ispat. (K,)) ve ( B,) sirastile (1) ve (2) ile verilen operator dizileri olmak iizere, bu operator dizilerinin test
fonksiyonlarindaki degerlerinin ve (Ln’m) operator dizisinin lineelik 6zelliginin kullanilmasiyla asagidaki
esitlikler elde edilir:

_y"!li’yH(l)
Lym(Lx,y) = %:_n;_z k=0 Z;io b,k (;_n) pj (%) ﬂlllz dtds
Lﬂl(ﬂ
= Yk= Obnk( )Z, oe A(:; pj (YB"::)
=1,
—Y%}’H(l)
Ln,m(t; X, Y) = % ;:1 ;m Z =0 Z;‘;O bn,k (; ) (me) ff tdtdS
—meH(l)
= Z;cl=0 bn,k (ain) ( )an Z] =0 : A(;”) bj (Yﬁm1:’)
=x+ Z—Z,
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“YmyH(1)

Bm m . m
i L (5320,9) = *—5— 2 Teo B0 b (5) i (57) M, sdeds
—meH(l)

=Xk-= obnk( Z] 06 A(;n) bj (y[;:lny)(]-l_%)f_:
=Y +(i1((11)) E)ﬁ_:

“YmYH()
m

B m [ee] m.
Ln,m(tzix:}’) = eAT = Ym Z on:o bn,k (ai) pj (u) fflllz t2dtds

an B
mem —YmYH(1)

= Zheobue (0) (444 ) B8 5 (32)

(1——)x +25 x+§a—§,
~YmyHQ)
2. _gyﬁ}rlnlnym ® P x YmY 24¢td
Lo (32,9 = =5 G ko X b () (57) B, 57t

“YmYH(Q)
= Zheo b (52) B0 2 (2) (2 45 +3) 2

_ Bm (24’1 " ﬂm A'W+24'W) 1
y y ( A(1) +H"(1) + 2) ( A1) + 3)'

Lemma 3.1’in bir sonucu olarak asagidaki ifadeleri verebiliriz:
Lemma3.2. (x,y) € Aan, m,n € N olmak iizere Ly, ,,, operatorleri i¢in

1‘1121

1
Ln,m(tz +52}X,y) = (1 —Z)xz + Za—n

24'(1) " B (A ()+24"(1)
+y + y ( A(1) +H'(D) + 2) v& ( A1) + 3)’

x(ap—x) , 1d3

Lym((t —x)%x,y) = — T3z
ve
N2, _ Bm g % A (1)+24" (1) 1
ii: L ((5 = )% %,) = 22 (1" (1) + Dy + 22 (FH2E2 4 5)
olur.

ispat. (Ln_m) operator dizisinin lineerlik 6zelligi ve Lemma 3.1°den,

“YmYH(1)
Bm
L (6% + 8%32,9) = =2 B0 B0 b (57) 1y () [, + 57)deds
—meH(l)
2 an YmY
= SRoobni (Z) (k2 + ke + 2) Sy o2y ()
“YmyH@)

+ k= Obnk( )Z] o —— A[::; Pj(%)(ﬂ*‘f"‘%)%
=(1-2)x? +27"x+lﬁ

3n2

2 Bm (24'(1) " Bm A" (D)+24"(1)
ty +yy (A(1)+H (1)+2) ym( A1) +3)’

ve
Ly ((t = X)%%,Y) = Ly (t%2,¥) = 2XLy (£ %, Y) + %Ly (15 %, )
— (1,249,  1ai an 2
—(1 n)x + 2 nx+3n2 2x(x+2n)+x
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— 1 a?
= 2@ 4 18 bylgnar,
n 3n

iii. (if) durumuna benzer sekilde istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.3. [21] K © R? kompakt bir kiime olmak iizere C (K) uzay1 iizerinde tamimls, iki degiskenli lineer
pozitif operatorlerin bir (Vh,m) dizisi i¢in, K tizerinde,

n,%rfoo“VHM(eo,o) - eO'OHC(K) =0

Jlim_WVam(e10) = evoll ey = 0
Tl,%rfoo”‘/n'm(eo,l) - eOJ“C(K) =0
n,lrflzloo”Vn,m(ez,o +€02) = (€20 + eOJ)”c(K) =0

diizgiin yaklagimlar1 ger¢eklenir ise her bir f € C(K) i¢in lim ||Ln,m H—-f || = 0 diizglin yaklagimi
n,m—oo

c(K)
gerceklenir.

Simdi, Volkov’un teoremine [21] dayanarak, (10) denkleminde tanimlanan L, operatdrlerinin f
fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu gosterilecektir:

Teorem 3.4. I.q == [0,c] X [0,d] € A, olsun. (10) ile tanimlanan iki degiskenli (Lym) lineer pozitif

operatdr dizisi i¢in n,m — oo iken her f € C(I.q) i¢in _lim ||L,m(f) — f]| = 0 saglanir.
n,m—>oo

CUca)
ispat. Lemma 3.1 ve Lemma 3.2’den Teorem 3.3’{in kosullarimin saglandig1 goriiliir. Dolayistyla her bir
f € C(lq) igin Ly 1 (f; x,¥), f(x,y) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

4. Ly ;m OPERATORLERININ YAKLASIM DERECESI

Bu boliimde Ly, , operatdrlerinin kompakt I, := [0,c] x [0,d] c A, kiimesi {izerinde tanimli siirekli
fonksiyonlar uzayindaki yaklasim derecesi elde edilecektir.

Tamm 3.5. [22] f € C(I.4) igin, iki degiskenli operatorler igin tam siireklilik modiilii her (t,s), (x,y) €
I.q4 icin

w(f;8) = sup{lf(t,s) — fFx, )| :/(E—x)? + (s —)? < 6}

ile, x ve y ye gore kismi siireklilik modiilleri

w'(f;8) = sup{|f (x1,¥) — f(x2, Y)|:y € [0,d] ve |x; — x| < &
ve

w?(f;8) = sup{|f(x,y1) — f(x,y)|:x € [ 0,c] ve |y, — y,| < 6}
olarak tanimlidir.

Teorem 3.6. f € C(I.4) olsun. Her (x,y) € I.4 igin,

I. |Ln,m(f; xY)— oY) < 2w(f; 6n,m) 0|Up

NP

(an=x) | 1a8 | Bm cpyrr (AT (W+24'1) | 1 .
burada 8, ,, = (%ﬁ%{—m(ﬁ (1) + Dy +%(T+E)> dir.
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i (L (f2,7) = £ (6, )] SZ(wl(f;d () + w2 (f3 6 (¥))) olup

1
n ! E
burada 8,, (x) = (X22=2 + %“—;) ve 8, (y) = <ﬁm (H"(1) + Dy + fn (% t §)> dir.

Ispat. (10) ile verilen L, ,, operatérleri lineerdir. Ayrica Ly, (1; x, y) = 1 olmas1 ve Lemma 3.2 dikkate
alinirsa,

L L (f5 %, y) = f (3, Y)

—YmyH(1)
Pm m . "
= eATaln;_m k=0 2j=0 bn e (ax—n) pj (%) ﬂ1112f(t' s)dtds — f(x,y)
—ynéyH(l)
<ty 3o bax (5) ) (B2 [, (65) = FGry)ldeds
—ynz?yH(l)
m m oo m 1
S T an i k=0 0 bk (ax_n) Pj (%) I, (1+35VE =07+ G —2) o(f; )dtds
—meH(l)
Fm n ¥Ym oo X YmY
< w(f;6) [ A1) anﬂzgﬂ’ Xj=o bn (Z) bj (ﬁ) ff1112 dtds +
—YmYH(1)
1 Pm m "
g—e A0 %;—m =0 2j=0bnk (x)p, (V y) I, J(t—x)2 + (s — y)2dtds

elde edilir. Simdi, once esitsizligin sag tarafindaki integral iizerine, daha sonra toplam iizerine Cauchy-
Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

Ln,m(f; x'.V) _f(x'y)l

“YmyYH@) 1

Bm . m 5

<w(f;8)|1+:— Dlmyn —0 2720 bn =) p; (22 I, @ =x)?+ (s — y)?dtds )’
§ A1)  apPm an Bm 112

1
2
X ( 1., dtds) ]
“YmYH@) 2

1 B m o] m.
<w(f;6) |1+ 3<eAT;_n;_m =0 2j=0 Dn i (;—n) pj (%) N, (=) + (s - y)Z)dtdS>

1

-ynéyH(l) >
¢ ™ nVm o x YmY
X ( A1) anBm X =0 2j=0bnk (Z) bj (m) fflllz dtds)

= w(f;5) (1 + 5 (L (¢ = 00%,9) + Ly (s = )%, y))E)

1

- _ _(xan=x) , 1a} | Bm 1 Ba (A" (D)+24'(1) | 1 2 o
elde edilir. 6 =6, = <—n tizt . H'(D)+ Dy + ") (—A(l) + 3)) olarak segilirse

istenilen sonuca ulasilir.

|Lnm (F5 %, ¥) = f(x, )]

“YmyH@)
Pm m © m
< e YR X0 bk () 1y () 11,1 (8.5 — £ Cx, ) deds
“YmyH@)
Pm m © m
= e TR0 Do buk () Py (52) 1,1 (0:9) = f(6.) + £ () = f () deds
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“YmyHQ1)
e ™ Fm n Ym o X YmY 1 .
S TAD g B 20270 P (a) ( )fflﬂz( V(€= 2) 01 (f; 6, )deds
—“YmyH(1)
Bm m - 1
+5 A :;yz Yk=02j=0 nk( ) (y y)flelz( 5 (S—Y)z)wz(f:5m)dtds
—meH(l)
Swl(f;5n) %: ;ZZ 02] Obnk( )p] (ymy)ff] IzdtdS
—“YmyH(1)
b I 5 b () 1y (22) [, = ) 2deds
Bn  AQD)  ay B =0 217=0 0k G JPi g ") 11,
—ymyH1)
+w (f; m) A1) a Bom Z onzo nk a pj 11, S
“YmyH(1)

1 e Pm

+§T: ;’"Z —02j= Obnk( )P](ymy)ff” (s— )Zdtds‘

—YymyH(1)
1 ﬁm m [oe) m.
:a)l(f; 6n) + EeAT: ]B/ Z OZ]':() bn,k (ain) pj (%) fflﬂz(t — X)dtdS‘
—Yn;;yH(l)
1 m m [ole] m
FO2(f38) |14 5= e i B X0 bk (o) i (2) 1, y)dtds]

elde edilir. Once esitsizligin sag tarafindaki integraller {izerine, daha sonra toplamlar iizerine Cauchy-
Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

|Lnm (F5 %, ¥) = £ (%, ¥)

1

“YmyH@)

2
1 Bm m o0 m
<wl(f;8,) |1+ 5(—6 oy : ; P02 0 b (;—n) p; (%) G x)zdtds>

—yn;ng(l) 5
€ T nYm o x Yy
X < A(1) gaﬂéo Yizobnik (Z) pj (E) fflllz dtds)

1
“YmyH@) >
Bm

1 'm ) m
+0?(f; ) 1+E<6AT:; 2k=02j=0Dnk (%)pj (%)fflllz(s—y)zdtds>

—yn;ng(l) 5
€ ™ TVm o x Yy
X < A1)  apBm Xk =0 2j=0bnk (Z) pj (E) fflllz dtds)

1 1 1 s
=0l (fién) [1 g, (- x)z;x)z] + 0 (f; 6m) [1 L (s y)z;y)z]
n m

1

_ n E
bulunur. 6,, (x) = (@ + ;a’;) ve 6, (¥) = <ﬁ: (% + 3)) olarak segilirse istenilen sonug

elde edilir.

Bu kisimda, iki degiskenli fonksiyonlar sinifi i¢in Lipschitz sinifi kavram verilecek ve Lipschitz simifindaki
fonksiyonlar i¢in yaklasim derecesi incelenecektir.
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Tamm 3.7. [22] f fonksiyonu [0, ¢] X [0, d] bolgesinde tanimli ve (x1,y) ve (x,,y) bu bolgenin keyfi
noktalar1 olmak tzere, |f(x1,y) — f(x2,¥)| < Clx; — x3|*, 0 < u < 1 kosulunu saglarsa, o zaman f
fonksiyonu D bolgesinde x degiskenine gore Lipschitz kosulunu saglar veya x degiskenine gore Lipu
sinifindandir denir ve bu f € Lip, bi¢ciminde gosterilir.

Benzer sekilde (x,y;) ve (x,y,) D bolgesinin keyfi noktalari olmak tizere, |f(x,y1) — f(x,y2)| <
Cly; — y,|*,0 < u < 1 kosulunu saglarsa, o zaman f fonksiyonu D bolgesinde y degiskenine gore
Lipschitz kosulunu saglar veya y degiskenine gore Lipu sinifindandir denir ve bu f € Lip, bigiminde
gosterilir.

f, D bolgesinde taniml1 bir fonksiyon, x = (x1,x,), t = (t1,t,) € D Ve |x| =+/x? + x5 olmak {izere
If(x1, %) — f(tq, )| < Clx —t|*, 0 <u<1lise f, D bolgesinde C sabitine gbére u. mertebeden
Lipschitz sinifindandir denir ve f € Lip. bi¢ciminde gosterilir.

Teorem 3.8. (Ln_m), (10) ile tanimlanan iki degiskenli lineer pozitif operator dizisi olsun. Bu durumda,

I.f € Lipyp N Lipy7 icin
13 n
|Lpm (F;,9) = F G0, y)| < €1(80)7 + Co(8,)2,0 < pn < 1

ii. f € Lipc igin
I
|Ln,m(f;x:y) _f(er)| <C(6, t6p)2,0<pu<1

OIUp burada’ 671 (.X') = @ 4z 1an e 6 (y) — Bm (H”(l) + 1)y + Bm (A (1:-(}-12)14 (1) ) dir.

Ispat. f € Lip,u N Lipyn olsun. L nm operatorlerlnln lineerlik 6zelligi, Ln,m(l; x,y) = 1 olmasi, Lemma
3.2 ve Tanim 3.7 dikkate alinirsa,

i |Lymf (6,3) = f(0,9)]
—YT%yH(l)
e m

< e Y0 o bk () 1y (B2 I, 1 (69 = £ (x, ) ldeds

—YmYH()
e Bm

= e TR X0 bu () s (B2) 1, , ) (6:9) = £ (.9) + (. 9) = () deds

“YmyH@)
e Bm n ‘ym

ST an g Zk=0Xjzobnk (ain)p (BL) If,,)f(&,8) = fCx,9)ldeds

“YmyH@W)
e Pm

+ Iy 3 obaie () g (B2) [, I G 9) — £ ) deds

“YmyH@)

e Bm n -y © x ym
STAD b k=0 Xj=0 bk (a_n) (B_) ff, , Cilt — x|#dtds
—Vrr;;yH(l)
e m

+T: ;mz Ozﬁobn,k (ain) (Bl)ﬂll C2|s— |ndtds

. 2 2 2 2 . ) T <
elde edilir. Burada sirasiyla p = " ve g = P ve p =5 ve g = ﬂsegllerek Once esitsizligin sag

tarafindaki integrallere, sonra toplamlara Holder esitsizligi uygulanirsa,
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|Ln,mf(xIJ’) _f(x'}’)l

“YymyH@)

e FPm N ¥Ymyn [e9) X
< G| A g iy 2R=0 250 <bn"< (an)>

=N
/N
=
~.
/N
“?
‘<

2—

“YmYH(1) 2

)); ffI L (x — t)zdtds>
¥ g =
e A(;n) ;1 ;m Yi=02i%0 <bn'k (;‘_n)> ( me ) If,,,, dtds J|

“YmyYH®) 2

2
e Pm  nyp o x K %my K
‘|'Cz|l A a2 b ZcL:OZj:O(bn,k( ) < ) ff,llz(y—s)zdtds

2—
—Ynllng(l) 2% % 211]
e m n Ym 0 X YmY

A ZEZQ:O Zj:o <bn,k (E)) (Pj (E)> fflllz dtds Jl

= €y (Ln(t — )% )24 Cy (Lin(s — ¥)% )2

n
x(ap—x) , 1a S Ba (A" (D+24' (D) | 1))?
= (K222 ) +cz< (H"(1) + Dy + 22 (T+§)) bulunur.

B " 2
5 ( ) — (X(an JC) + la_n)z ve 6 (y) _ (ﬁm (Hll(l) + 1)y + Bm (% + 3)) Olarak Segilirse

istenilen sonug elde edilir.

ii. f € Lipc olsun. L, ,, operatorlerinin lineerligi, L, ,(1;x,¥) =1 oldugu ve Tanim 3.7 goz oniine
almirsa,

|Ln,mf(x'.V) - f(x'}’)l

“YmyH(1)
Bm 'm 'm
o S0 bk () py (B2) [, |F (65) = F(x,p)ldeds
“YmyH@
e Pm  noym

AQ)  an Bm k=0 2j= Obnk( )PJ (ymy)ff,, C(x—t)*+(y—s)? )zdtds

elde edilir. Burada p = % ve g = ﬁ secilerek Once esitsizligin sag tarafindaki integrale, sonra toplama
Holder esitsizligi uygulanirsa,

|Ln,mf(x'J’) - f(x'}’)l

“YmyYHQ@) 2-p
e Bm 2-

=C Tfn;—z k=02 =0 bnk (f—n) pj (%) (ff,l,z((x -0+ (y - s)z)dtds)% ( M1, dtds) 2

N=

[/ —ymys@

sof Somie Yy (b (2))

k=0j=0

®IN

<] ymy) ﬂ((x—t)2+(y—s) Ydtds

111,
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2-p
~YmyH(1) 2 2 2 ]

e Pm nyy, o x\\*~ Yo\ 2 ¥
— a_mZ$=02j:0<bn,k (a)) (Pj (ﬁ)) ff,llzdtds |

®
< C(Ln(t = 0% %) + (Lm(s —¥)%7))? elde edilir.
— ; 2 " ’
671 (x) = W*‘ lay ve 6m (y) — ]B/—:(H”(l) + 1)y +ﬁ_m(w

= i ) e ) secimleri ile istenilen sonug
elde edilir.

5. GRAFIK SONUCLAR

Bu boélimde grafikler yardim ile L,,, operatorlerinin belirli f(x,y) fonksiyonlarina yaklasimi
gosterilecektir. f, A, H fonksiyonlar1 ve a,,f; Ve ¥m dizilerinin se¢imleri ile algoritma olusturulup
grafikler ¢izilmistir.

Ornek 4.1. A(t) = et , H(t) =t ve a, =vVn, B =Vm, ¥, =m?olsun. n=m =75 (llari)ve n =
m = 10 (kirmuz1) igin, Ly, ,, operatdrlerinin £ (x,y) = xy* + x2y (mavi) ve f (x,y) = y3cos(mx?) (mavi)
fonksiyonlarina yaklasim oranlari sirastyla Sekil 1 ve Sekil 2°de gosterilmistir. Grafiklerden goriildiigii gibi
Ly, 5 operatorlerinin farkl fonksiyonlara yaklasimi incelenmistir ve bu yaklasim n ve m degerlerinin
artmasiyla iyilegsmektedir.
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Ornek 4.2. A(t) = t,H(t) = tve a, = Vn, By = Vm, ¥, = m?olsun. n =m =5 (12ari)ve n=m =
10 (kirmuz1) igin, L., ,, operatdrlerinin f(x,y) = ysin G nx) (mavi) fonksiyonuna yaklagim oranlar1 Sekil

3’te gosterilmistir. Bu 6rnekte farkli bir A fonksiyonu se¢imi i¢in belirli bir f(x, y) fonksiyonuna yaklagim
incelenmistir.

6. SONUC VE TARTISMA

Siirekli ya da integrallenebilen fonksiyonlara yaklagim amaciyla lineer pozitif operatdr dizileri insa
edilirken kullanilan araglardan biri de ortogonal polinomlardir. Bu ¢alismada R? uzaymnin kompakt bir alt
kiimesi iizerinde tanimli siirekli fonksiyonlara yaklagim ig¢in Sheffer polinomlarini igeren genellestirilmis
Szasz operatorleri ve Bernstein-Chlodowsky operatorleri kullanilarak Kantorovich-tipi bir genelleme ele
almmustir. Yaklagimin varligi Volkov teoremi yardimiyla, yaklagimin derecesi ise tam ve kismi siireklilik
modiili ile verilmistir.

Farkli calismalarda 6zel polinomlar kullanilarak benzer sekilde iki degiskenli operatorler ve bu
operatdrlerin King tipi gibi genellemeleri tanimlanip yaklasim 6zellikleri incelenebilir.
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