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Oz

X, A (Z, Zy veya Q) iizerinde sonlu kohomolojik boyuta sahip bir
parakompakt uzay ve GG, X iizerine sonlu sayida orbit tipi ile etki eden
kompakt bir Lie grubu olsun. R. Oliver tarafindan kanitland: ki eger X,
A iizerinde asiklik bir uzay ise X/G orbit uzay1 da A iizerinde asiklik bir
uzaydir. Bu calismada, sonlu sayida baglantili orbit tipli, sonlu boyutlu
ekivaryant CW kompleksler iizerine sonlu boyutlu kompakt grup (Lie
grubu olmayabilir) etkileri i¢in bu sonu¢ kanitlanacaktir. Ayrica, bazi
kosullar altinda parakompakt uzaylar tizerine etki eden kompakt baglantil
grup (Lie grubu olmayabilir) etkileri icin rasyonel sayilar iizerinde bir
asiklik uzayn sabit nokta uzayinin asiklik oldugu gosterilecektir.
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Abstract

Let X be a paracompact space of finite cohomological dimension over
A (Z, Z, or Q) and G be a compact Lie group acting on X with finite
many orbit types. It has been proven by R. Oliver that if X is acyclic
over A, then the orbit space X/G is also acyclic over A. In this study,
for rational coefficients, this result will be proven for finite-dimensional
compact (non-Lie) group actions on finite dimensional equivariant CW
complexes with finitely many connective orbit types. Furthermore, it will
be showen that the fixed point space of an acyclic space over rationals is
acyclic for compact connected (non-Lie) group actions on paracompact
spaces under certain conditions.

Keywords: Conner conjecture, Acyclic spaces, Compact group actions

Giris

G, bir X topolojik uzay: iizerine siirekli bir sekilde etki eden bir topolojik grup olsun. Kompakt doniistiim

gruplarinin ¢alismasinda ilging ve 6nemli bir problem X uzayinin kohomolojik yapist ile X sabit nokta

kiimesi veya X /G orbit uzaymnin kohomolojik yapisi arasindaki iliskileri incelemektir. Bu sekilde bir ¢ok

sonug literatiirde bulunabilir (Allday ve Puppe [1], Borel [2], Bredon [3], Bredon [4], Conner [5], Conner
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[6], Deo [7], Deo ve ark. [8], Ku [9], Ku [10], Oliver [11]). Bu bicimdeki bazi sonuglar1 hatirlayarak ise

baglayalim.
H* bir kohomoloji teorisi olmak iizere eger H (X;A) = A ve n > 1 iken H" (X;A) = 0 ise X

topolojik uzayina asiklik (acyclic) uzay veya A-asiklik uzay denir.

Teorem 1. (Conner’in Sanis1) G kompakt bir Lie grup ve X sonlu sayida orbit tipli, sonlu boyutlu bir
G-CW kompleks olsun. O zaman eger X bir A-asiklik uzay ise X /G orbit uzay1 da A-asiklik uzaydur,
burada A herhangi bir abelyen gruptur.

Teoremde X’in sonlu boyutlu olmasi gerekli bir kosuldur. Evrensel serbest (free) G-uzay E¢, sonsuz
boyutlu bir G-CW komplekstir (G asikar degilse) ve asiklik bir uzaydir fakat B = E¢/G orbit uzay1
stfirdan farkli kohomoloji cebirine sahiptir.
Bu teoremin Conner’in sanisinin 6zel bir durumu oldugunu not edelim. Teorem bazi kosullar altinda
Conner [6] tarafindan kanitlandi. Daha sonra Oliver [11] gosterdi ki eger G, sonlu sayida orbit tipi
ile sonlu kohomolojik boyutlu, parakompakt bir X uzay1 veya kompakt bir X uzay1 iizerine etki eden
kompakt bir Lie grubu ise A-asiklik (A = Z, Z,, veya Q) X uzaymmn X/G orbit uzayr da A-asiklik
bir uzaydir. X uzayinin kompakt olmasi durumunda sonlu sayida orbit tipi hipotezine gerek yoktur. Bu
sonuclar ayni1 zamanda Bredon’un kitabinda bulunabilir [4, IV, §14].
Bununla birlikte Deo ve ark. [8] gosterdi ki eger GG, sonlu sayida orbit tipi ile finitistik (her zaman
parakompakt) bir X uzay iizerine etki eden kompakt bir Lie grubu ise A-asiklik bir uzaym X /G orbit
uzayi da A-asiklik bir uzaydir.
Simdi Euler karakteristiginin tanim1 hatirlansin. x (X)) Euler karakteristigi herhangi bir katsay1 halkasi
icin

00
X(X) = 3 (-1 dim B (X)

i=0
biciminde tanimlanir. Asagidaki teorem Borel-Hsiang-Quillen lokalizasyon teoreminin énemli bir sonu-

cudur.

Teorem 2. G bir torus (kompakt, baglantili, abelyen Lie grubu, yani G = S' x --- x S!) ve X
sonlu sayida baglantili orbit tipli ve sonlu kohomolojik boyutlu parakompakt bir G-uzay olsun. Eger
SisoTkH (X;Q) < ocise Y juorkH! (X9 Q) < 00 ve x (X) = x (X%) olur. Ozellikle eger
X (X) # 0ise XC # 0 olur. Ayrica, X bir Q-asiklik uzay ise XC sabit nokta kiimesi de Q-asiklik

uzaydir.
Kanit. Allday ve Puppe [1, Corollary 3.1.13 ve Remark 3.10.5]’de bulunabilir.

Bundan sonra A katsayisina gére X uzayimin kohomolojik boyutu dimp X ile gosterilecektir, tanim icin
bkz. Bredon [4] veya Quillen [12].

Teorem 3. (Borel [2, p. 60], Conner [5]) G kompakt bir Lie grup ve X, kompakt bir G-uzay olsun. Eger
dimy X < oo ve her z ¢ X% igin H* (Bg,;A) = 0 ve heri > N igin H? (X;A) = 0 ise o zaman
asagidakiler saglanir.

a. Heri > N igin H' (X/G;A) = 0’du.
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b. Eger G sonsuz ise her i > N igin H' (XG; A) = 0’dir.

Asagidaki kosul kisaca ([) olarak adlandirilacaktir.

G izotropi alt grubunun birim baglantili bileseni G, verilen etki altinda sabit olmayan her x € X
noktast i¢in G”nin merkezi Z (G')’de igerilir, yani her € X \ X ¢ i¢in GY C Z (G)’dir.

Asagidaki sonu¢ Hofmann ve Mostert [13] tarafindan kanitlandi.

Teorem 4. GG, kompakt, Q-asiklik bir X uzay1 tizerine etki eden kompakt, baglantili bir grup olsun. Eger
(Io) kosulu saglantyorsa X @ sabit nokta kiimesi bostan farklidir ve Q-asiklik uzaydir.

Asagidaki sonuglar Ku [10] tarafindan kanitlandi.

Teorem 5. GG, kompakt, Q-asiklik bir X uzay1 tizerine etki eden kompakt, baglantili bir grup olsun. Eger
(Ip) kosulu saglamyor ve her i > N icin H* (X;Q) = O ise her i > N igin H' (XG; Q) = O olur.

Teorem 6. G, kompakt, Q-asiklik bir X uzay: iizerine etki eden kompakt bir grup olsun ve () kosulu
saglansm. Eger Gnin birim bileseni G, Z (G)’de igerilmiyor ve her i > N i¢in H' (X; Q) = 0 ise her
i > Nigin H (X“;,Q) = 0 olur.

Teorem 7. G, kompakt bir X uzay: iizerine etki eden sonlu boyutlu kompakt bir grup olsun ve (I)
kosulu saglansm. Eger her i > N i¢in H* (X;Q) = 0ise her i > N i¢in H* (X/G;Q) = 0 olur. Ozel
olarak X, Q-asiklik bir uzay ise X /G orbit uzay1 da Q-asiklik uzaydir.

Teorem 8. X kompakt bir uzay ve (G, X tlizerine etki eden abelyen ve sonlu boyutlu kompakt bir grup
olsun. Eger her i > N igin H* (X;Q) = Oise heri > N i¢in H' (X/G;Q) = 0 olur.

Deo [7] uzayin (Ip) kosulunu saglamasi ile sonlu sayida orbit tipine sahip olmasi kogulunu yer degistirdi

ve sonraki teoremi kanitladi. Bu iki kosulun birbirinden bagimsiz oldugunu not edelim.

Teorem 9. G, Q iizerinde sonlu kohomolojik boyuta sahip yerel kompakt Hausdorff bir X uzayi tizerine
etki eden sonlu boyutlu, kompakt bir grup olsun. Eger X sonlu sayida orbit tipine sahip ve her i > N
icin H! (X;Q) = 0ise her i > N i¢in H! (X/G;Q) = 0 olur. Burada H}, kompakt destekli sheaf
kohomolojiyi gosterir ve X kompakt uzay ise alisilmis H* kohomolojisine esit olur.

G-CW kompleksler ile ilgili agagidaki sonug Allday ve Puppe [1, Corollary 3.10.12] de bulunabilir.

Teorem 10. G bir torus ve X, sonlu sayida baglantili orbit tipli, sonlu boyutlu bir G-CW kompleks
olsun. Eger her i > N i¢in H* (X;Q) = Oise heri > N i¢in H* (X/G;Q) = 0 ve H' (X“;Q) =0

olur.

Yukaridaki teoremlerde G kompakt grubunun etki ettigi topolojik uzaylar kompakt ya da yerel kompakt
uzaylardir.

Bu makalede bu uzaylarin sonlu boyutlu G-CW kompleksler (parakompakt uzaylarin bir alt sinifidir) ile
yer degistirilebilecegi gosterilecektir.

Daha acik yazilacak olursa asagidaki teoremler ve sonlu boyutlu G-CW kompleksler iizerine etki eden
sonlu boyutlu kompakt gruplar icin lokalizasyon teoreminin dogru oldugu kanitlanacaktir.

Bu sonuglarin 6nemi topolojik grup etkileri teorisinde Hilbert-Smith sanis1 olarak bilinen hala cevaplana-
mamisg bir problemin var olmasidir. Bu sani, bir sonlu boyutlu manifold iizerine efektif olarak etki eden

bir kompakt topolojik grubun bir Lie grubu olmasi gerektigini iddia eder.
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Teorem 11. G, sonlu boyuta sahip kompakt bir grup ve X sonlu boyutlu G-CW kompleks olsun. Eger

X, Q-asiklik bir uzay ise X /G orbit uzay1 da Q-asiklik uzaydur.

Teorem 12. G, sonlu boyutlu baglantili, kompakt, abelyen bir grup ve X sonlu boyutlu bir G-CW
kompleks olsun. Eger X, Q-asiklik bir uzay ve X sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip ise X sabit
nokta kiimesi de Q-asiklik uzaydir.

Teorem 13. G, kompakt, baglantili bir grup ve X, Q-asiklik, parakompakt bir uzay olsun. Eger (1)
kosulu saglaniyorsa X @ sabit nokta kiimesi bos degildir ve Q-asiklik uzaydur.

On Bilgiler

Bu boliimde bazi temel kavram ve sonuglar ifade edilecektir. Topolojik gruplar da dahil tiim topolojik
uzaylarin Hausdorff oldugu kabul edilecektir.

Aciklanmamig notasyon ve kavramlart okuyucuyu Allday ve Puppe [1], Borel [2], Bredon [3], Hofmann
ve Morris [14], veya Onat [19] kaynaklarinda bulabilir.

Simdi X herhangi bir topolojik uzay ve GG herhangi bir topolojik grup olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan

O : G x X — X siirekli doniisiimiine G’nin X {izerine bir etkisi ve X uzayina da G-uzay denir.

a. Herz € X ve g,h € G igin (gh) x = g (hz)’dir.

b. Her x € X icin ex = «x’dir, burada e , G’nin birimidir.

Bir € X noktasinin izotropi alt grubu G’nin G, = {g € G : gx = z} (kapal) alt grubudur. Bir z € X
noktasinin orbiti X’in G () = {gz € X : g € G} alt uzayidir. Daha genel olarak bir H C G alt grubu
ve Y C X altuzayiigin H (Y) = {hy : h € H,y € Y} olarak tanimlanir. Eger G (Y) =Y ise Y C X
alt uzayimna G-invaryant alt uzay denir.

G-etkiler ile uyumlu (yani her g € G ve z € X i¢in f (gz) = gf (x)) G-uzaylar arasinda siirekli bir
f : X — Y doniisiimiine G-ekivaryant bir doniisiim denir. Eger X Hausdorff bir uzay ve G kompakt
bir grup ise G (z), G/G, homojen uzayma G-izomorfiktir.

Eger G, = G (veya denk olarak G (x) = {z}) ise z € X noktasina G-etkisinin sabit noktas1 (fixed or
stationary point) denir. Etkinin sabit noktalarmin kiimesi X veya I’ (G, X) ile gosterilecektir.

Her bir x € X noktasim G (z) orbiti ile 6zdeslestirerek elde edilen boliim uzay1 X ’in orbit uzayi olarak
adlandirtlir ve X /G ile gosterilir. Boylece X /G = {G (z) : x € X} olur ve boliim topoloji ile verilir.
G, bir X uzay: iizerine etki eden bir topolojik grup olsun. Eger {[G;] : € X'} sonlu bir kiime ise X
sonlu sayida orbit tipine sahiptir (finitely many orbit types) veya GG, X iizerine sonlu sayida orbit tipi ile
etki eder denir, burada [G,], G izotropi alt grubunun G’de konjuge snifini gosterir. Eger { [G] : z € X }
sonlu bir kiime ise X sonlu sayida baglantili orbit tipine sahiptir (finitely many connective orbit types)
veya (i, X iizerine sonlu sayida baglantili orbit tipi ile etki eder denir, burada GY, G izotropi alt
grubunun birim baglantili bilesenidir. Asagidaki lokalizasyon teoreminde eger katsayilar halkasi karakte-
ristigi sifir olan bir cisim ise sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip olmasi varsayimi yeterlidir (Allday
ve Puppe [1, p.131]). Sonlu sayida orbit tipine sahip olma, sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip olma
ozelligini gerektirir. Eger G = S! ise herhangi bir G-uzayinin sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip

oldugu agiktir.
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G kompakt bir grup ve X herhangi bir G-uzay olsun. Eger H, G’nin kapali ve normal bir alt grubu

ise G/H boliim grubunun X/ H orbit uzay: iizerine etkisi (gH ) x (Hz) = H (gx) ile verilir ve H nin
X tizerine etkisi G’nin kisitlanmus etkisidir. Ayrica ¢ (Gx) = (G/H) * (Hz) = Gz /H ile tamimlanan
i: X/G — (X/H)/(G/H) déniigiimii bir homeomorfizmdir (Bredon [3] veya Hofmann ve Morris
[14D).

Iyi bilinen bagka bir gercek sudur:

Lemma 14. (Bredon ve ark. [15], Ku [10]) Eger G, bir X uzay: iizerine etki eden baglantili bir grup ve
N tamamen baglantisiz (totally disconnected) bir alt grup ise o zaman (X /N )G/ N~ XG olur.

Bu gercgekler gosterir ki kompakt grup etkileri ile ilgili problemler Lie grubu etkilerine indirgenebilirler.
Yukaridaki verilen grup etkisi ile boliim grubu etkisinin izotropi alt gruplar1 ve baglantili bilesenleri

arasinda agagidaki iligkiler vardir.

Not 15. G, bir X uzayi iizerine etki eden kompakt bir grup ve N, G nin kapali ve normal bir alt grubu
olsun. Her z € X i¢in

(G/N)xe = NGa/N

(Hofmann ve Morris [14, Proposition 10.31] veya Conner [6]) ve
0

(G/N)y@) = (NGT) /N

(Hofmann ve Morris [14, Lemma 9.18]) oldugundan kolayca goriilebilir ki eger G, X {izerine sonlu
sayida (sirastyla baglantil) orbit tipi ile etki ediyorsa G /N, X /N iizerine sonlu sayida (sirasiyla baglantili)
orbit tipi ile etki eder.

Eger G bir torus ve X sonlu sayida baglantil1 orbit tipli herhagi bir G-uzay ise X& = X S olacak sekilde
bir S' C G alt ¢ember grubu vardir (Allday ve Puppe [1, Lemma 4.2.1]). Bu gercek gosterir ki sonlu
sayida baglantili orbit tipine sahip bir uzay iizerine etki eden torus etkilerinin sabit noktalar ile ilgili
sonuclar1 yalnizca gember grubu etkisi i¢cin kanitlamak yeterlidir.

Simdi kompakt gruplar ile ilgili baz1 gercekler ifade edilecektir.

Oncelikle bir normal uzayin boyutunu hatirlayalim. X bir kiime ve .4, X’in alt kiimelerinin sonlu bir
ailesi olsun. Her 2 € X i¢in x noktasini igeren .A’nin elemanlarinin sayisim r (x) ile gosterelim. X
tizerinde tanimlanan 7 (x) fonksiyonunun maksimumu .4’nin derecesi (order) olarak adlandirilir.

A ve B, bir X uzayinin ortiileri olsun. Eger her B € Bigin B C A olacak gekilde bir A € A varsa B’ye
A’nin bir incelmisi (refinement) denir.

Simdi X # () normal bir uzay olsun. X in 6rtii boyutu negatif olmayan bir tamsay1 ya da oo olarak

asagidaki sekilde tanimlanir ve dim X ile gosterilir.

1. Eger X uzayimn her sonlu acik ortiisii, derecesi n’den kiiciik ya da esit olan bir sonlu agik

incelmige sahip ise dim X < n’dir, buradan = 0,1, - - - seklindedir.
2. Egerdim X < nvedimX >n — lisedim X = n’dir.

3. Egern =0,1,--- icindim X > nise dim X = oo’dur.
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Bir kompakt grubun sifir boyutlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart tamamen baglantisiz olmasidir.

Iyi bilinir ki her kompakt gruba Lie gruplan ile yaklasilabilir, yani her kompakt grup kompakt Lie
gruplarinin ters (projektif) limitidir. G kompakt bir grup ve N, G’nin normal, kapali ve tamamen baglantisiz
alt gruplarinin bir filtre bazi olsun dyle ki her N € N i¢in G/N sonlu boyuta sahip kompakt bir
Lie gruptur ve (N = {1}’dir. O zaman G, ImyenG /N ters limitine homeomorfiktir. Eger G sonlu
boyutlu, kompakt bir grup ise her N € A i¢in dim G = dim G/N oldugu kabul edilebilir.

Eger G, n-boyutlu toruslarin bir ters limiti ise G sonlu boyutlu pro-torus olarak adlandirilir, yani G sonlu
boyutlu kompakt, baglantili, abelyen bir gruptur. 1-boyutlu pro-torus solenoid olarak adlandirilir. Daha
fazla detay, Montgomery ve Zippin [16], Pontryagin [17] veya Hofmann ve Morris [18] kaynaklarinda

bulunabilir.

Teorem 16. [17, Theorem 69] Eger G sonlu boyutlu kompakt bir grup ise G/N bir Lie grubu olacak

sekilde G’nin tamamen baglantisiz kapali bir [V alt grubu vardir.

(GG-uzaylarin kohomolojini ¢alismak i¢cin Borel [2] tarafindan bir metod ortaya kondu. Bu metod, topolojik
doniigiim gruplar teorisinin temel araci haline gelmistir. Bu yap1 asagidaki sekilde tanimlanir.

Her G topolojik grubu i¢in G’nin serbest etki ettigi bir (biiziilebilir, parakompakt) Eg uzay1 vardir
ve G — Eg — DBg bir esas demet uzay1 (principal bundle) olup evrensel esas demet uzay1 olarak
adlandirilir, burada B = E¢ /G orbit uzayr G nin sinif uzay1 olarak adlandirihir. (Milnor [20]). Simdi
X herhangi bir G-uzayi ise G'nin X x Eg carpim uzayi iizerine g (z,e) = (gz,ge) ile tanimlanan
bir (serbest) etkisi vardir. Bu etkinin orbit uzayr X¢ = X xXg Eg = (X x Eg) /G ile gosterilir ve
X’in Borel yapisi olarak adlandirilir. X5 uzayi tizerinde diigiiniilmesi gereken iki dogal doniisiim vardr.
X X Eq — Eg, 2. izdiisiim doniisiimii, lifi (fiber) X olan bir w2 : X — Bg demetimsi (fibration)
belirler. Bu demetimsi Borel demetimsi olarak adlandirilir (Borel [2]).

Ayrica X x Eg — X, 1. izdiigiim doniigiimii, bir m; : Xg — X/G doniisiimii belirler (genelde
bir demetimsi degildir) 6yle ki bu doniisiimiin lifleri 7; *(2*) = G (z) x¢ Eq = (G/G.) xg Eq =
(G x¢ Eg) /Gy = Eg/Ggolur,buradaz* € X/G vex € *’dir. Eger G — G/ G, bir esas G-demet
ise (6rnegin G kompakt Lie grubu ya da G sonlu boyutlu, kompakt bir grup iken bu saglanir) bu durumda
E¢ — E¢ /G, bir evrensel esas G,-demet olur ve E = F¢, almabilir ve Eg /G, bolim uzay1 B,
sinif uzay1 olarak segilebilir.

HE (X5 A) := H* (X@; A) (burada sagdaki kohomoloji alisilmig kohomoloji teorisidir) ile tanimlanan
genellestirilmis kohomoloji teorisi A katsayili Borel kohomoloji ya da ekivaryant kohomoloji olarak
adlandirilir. H, (X; A) kohomoloji halkas1 H* (Bg; A) iizerinde 75 : H* (Bg; A) — Hf (X; A) halka
homomorfizmi ile belirlenen kanonik bir cebir yapisina sahiptir. Carpma islemi a € H* (Bg;A) ve
x € HE (X;A)igin ax = 73 (a) Uz ile verilir, burada U, H (X; A)’deki cup carpmadir. Bu cebir X’in
ekivaryant dereceli kohomoloji cebiri olarak adlandirilir.

Simdi G ve G’ iki topolojik grup ve X ile X', sirasiyla G ve G'-uzaylar olsun. u : G — G’ siirekli bir
doniisiim ve f : X — X', u-ekivaryant bir doniigiim (yani her g € G,z € X i¢in f (gz) = u (g) f (x))
ise 0 zaman (u, f) ikilisi H, (X') — H¢ (X)) homomorfizmini belirler (Quillen [12]).

Bu makalede rasyonel katsayili, kapali destekli sheaf kohomoloji ile calisilacaktir. Fakat sonuglar karakteristigi
sifir olan bir cisim durumunda da saglanir.

Son olarak bu makalenin temel konusu olan sonlu boyutlu G-CW komplekslerin tanimi ve bazi énemli

ozellikleri verilecektir.
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Tamim 17. A/G, Hausdorff bir uzay olmak iizere (X, A), G-uzaylarn bir ¢ifti olsun. (X, A) lizerinde

bir relatif G-CW kompleks yapisi agagidakilerden olugur.
a. X={," XpuzaymmA=X_; CXoCX;CXyp---
seklinde bir filtrasyonu vardir.

b. Her n > 0 i¢in agagidaki 6zelliklere sahip X,,’in e C X,,, G-alt uzaylarmm bir {e} : i € I,,}

koleksiyonu vardir.

i. X, {X, :n > —1} filtrasyonuna goére zayif topolojiye sahiptir, yani herhangi bir n > —1 i¢in B C
X’in kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart B N X,, C X, nin kapali olmasidir.

ii. Hern > 0i¢in, el = Q7 (G/H; x Int D™) olacak sekilde bir G-pushout diyagrami vardur.

Hieln qa;
- >

[Lic;, G/Hi x sn—t xn-t

[lic;, G/Hix D" X"

i€ln Qz
Eger A = () ise 0 zaman X uzay1 bir G-CW kompleks olarak adlandirilir.

X, alt uzaylar1 (X, A)’nin n. iskeleti olarak adlandirilir ve e]’, G-alt uzaylari agik n-hiicreler olarak
adlandirilir. Eger X = X, ve X # X,,_; saglanmyorsa bir (X, A) relatif G-CW komplekse n-boyutlu
denir. Eger bir n icin bu kompleks n-boyutlu ise bu kompleks sonlu boyutlu olarak adlandirilir. Eger
G kompakt bir grup ise herhangi bir sonlu boyutlu G-CW kompleks hem sonlu kohomolojik boyuta
sahip parakompakt uzaydir hem de finitistik bir uzaydir. Agagidaki lemmanin kanit1 Liick [21, p. 7]’da

bulunabilir.

Lemma 18. (X, A) ¢ifti A/G, Hausdorff bir uzay olacak sekilde bir relatif G-CW kompleks olsun. Eger
H, G’nin bir normal alt grubu ve asagidaki kosullardan biri saglaniyor ise (X/H, A/H) bir kanonik
G/ H-CW kompleks yapisina sahiptir.

a. H kompakttir.
b. Her z € X \ A i¢in G, kompakttir.

c¢. G/H ayriktr.

Eger X,,, X’in n. iskeleti ve {e]' : i € I,}, X in agik n-hiicreleri ise o zaman X,,/H, X/H nin n.
iskeletidir ve {e]'/H : i € I,,}, X/H ’nin ag¢ik n-hiicreleridir.

Ana teoremlerin kanitlanmasi i¢in asagidaki iyi bilinen lemmalara ihtiyag vardir.

Lemma 19. [10] Bir kompakt, tamamen baglantisiz grubun sinif uzay1 Q-asiklik uzaydir, yani
H*(Bg; Q) = Q'dur.

Kanit. Ku [10] veya Onat [22]’da bulunabilir.
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Lemma 20. (Vietoris-Begle doniisiim teoremi) X ve Y parakompakt Hausdorff uzaylar, G bir abelyen

grup ve f : X — Y oOrten, siirekli ve kapali bir doniigtim olsun. Her y € Y ve ¢ < n i¢gin
H4 ( ty); G) = 0 olacak sekilde bir n > 0 dogal sayisinin var oldugunu kabul edelim. O zaman

f9 HI(Y:G) — H(X;G)

homomorfizmi g < n i¢in bir izomorfizm ve ¢ = n i¢in bir monomorfizmdir.

Kanit. Spanier [23, p. 344]’de bulunabilir.

Asiklik Uzaylari Orbit Uzay:1 ve Sabit Nokta Kiimesi

Tamamen baglantisiz, kompakt gruplarin etkileri sonlu boyuta sahip kompakt gruplarin etkilerinde 6nemli
bir yere sahiptir. ilk olarak kompakt, tamamen baglantisiz grup etkilerinin orbit uzaymin kohomolojisi
ile ilgili bir sonug¢ kanitlanacaktir. Asagidaki 6nermenin X kompakt uzayi i¢in dogru oldugu yukaridaki

ifade edilmisti. Simdi bu sonucun parakompakt uzaylar icin genellemesi kanitlanacaktur.

Onerme 21. G, parakompakt bir X uzayi iizerine etki eden kompakt, tamamen baglantisiz bir grup
olsun. Eger X, Q-asiklik bir uzay ise X /G orbit uzay1 da Q-asiklik uzaydir.

Kamnit. X parakompakt bir uzay oldugundan X uzay1 da parakompakttir (Allday ve Puppe [1, p.141])
ve Bg smif uzayr da parakompakttir. Simdi X — Xg — Bg Borel demetimsisini diisiinelim. X,
Q-asiklik bir uzay ise Vietoris-Begle doniisiim teoreminden H* (Bg; Q) — H* (X; Q) homomorfizmi
bir izomorfizmdir. Ayrica Bg, Q-asiklik uzay oldugundan (Lemma 19) X uzaymnin Q-asiklik uzay
oldugu elde edilir. Diger taraftan m : X¢ — X/G siirekli bir doniigiim ve lifleri 7, ! (G (z)) = Bg,
ve Bg,, Q-asiklik uzaydir ¢iinkii G, kompakt, tamamen baglantisiz bir uzaydir. Yine Vietoris-Begle
doniisiim teoreminden ; doniisimit H* (X/G;Q) — H* (Xg; Q) izomorfizmini belirler. Boylece
X /G orbit uzay1 Q-asiklik bir uzay olur.

Simdi ana teoremlerimizi kanitlamak icin haziriz.

Teorem 22. GG sonlu boyuta sahip kompakt bir grup ve X sonlu boyutlu bir G-CW kompleks olsun. Eger
X, Q-asiklik bir uzay ise X /G uzay1 da Q-asikliktir.

Kamit. G /N kompakt bir Lie grubu olacak bigimde G’nin kapali, normal, tamamen baglantisiz bir N
alt grubu vardir (Teorem 16). X/ orbit uzay iizerinde G /N kompakt Lie grubunun dogal etkisini goz
oniine alalim. Onerme 21 geregi X /N bir Q-asiklik uzaydir. Lemma 18 geregi agiktir ki X/, sonlu
boyutlu bir G/N-CW komplekstir. Ayrica G/N, X /N iizerine sonlu sayida orbit tipi ile etki eder (Not
15). Conner’in teoremi (Teorem 1) geregi X/G ~ (X/N) / (G/N) uzay1 da Q-asiklik uzaydir.

Teorem 23. G sonlu boyutlu bir pro-torus ve X, sonlu sayida baglantili orbit tipli, sonlu boyutlu bir
G-CW kompleks olsun. Eger X, Q-asiklik bir uzay ise X sabit nokta kiimesi de Q-asiklik uzaydir.

Kamit. G/N bolim grubu torus olacak bigcimde G’nin kapali, normal, tamamen baglantisiz bir N alt
grubu vardir (Teorem 16). X /N orbit uzayi iizerinde, G/N torus grubunun kanonik etkisini diigiinelim.
Bu etki sonlu sayida baglantili orbit tipine sahiptir (Not 15). Ayrica Onerme 21 geregi X/N, Q-asiklik
bir uzaydir ve Lemma 18 geregi X/N, sonlu boyutlu bir G/N-CW komplekstir. Teorem 2 geregi
(X/N )G/ N~ X sabit nokta kiimesi de Q-asiklik uzaydur.
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Asagidaki teoremler yerel kompakt uzaylar i¢in Ku [9, p. 33] tarafindan kanitland: fakat parakompakt

uzaylar icin de saglanir.

Teorem 24. S' cember grubu parakompakt bir X uzayi iizerine etki etsin. Eger dim H* (X; Q) < oo ise
X (X;Q) = x (F; Q) olur. Ozel olarak eger X, Q-asiklik uzay ise X sabit nokta kiimesi de Q-asiklik

uzaydir.

Teorem 25. X, parakompakt bir uzay ve GG, X iizerine etki eden kompakt, tamamen baglantisiz olmayan
bir grup olsun. Eger dim H* (X; Q) < oo ve her z ¢ X icin G, sonlu ise x (X;Q) = x (F; Q) olur.

Hofmann ve Mostert [13, Theorem 3.7] tarafindan kullanilan teknikleri kullanarak agagidaki teoremi

kanitlayabiliriz.

Teorem 26. G, sonlu boyuta sahip kompakt ve baglantili bir grup ve X, Q-asiklik, parakompakt bir
G-uzay olsun. Eger (Iy) kosulu saglaniyorsa o zaman X ¢ sabit nokta kiimesi bos degildir ve Q-asiklik

bir uzaydir.

Kamit. G /N kompakt ve baglantili bir Lie grup olacak bigimde G’ nin kapali, normal, tamamen baglantisiz
bir IV alt grubu bulunabilir (Teorem 16). Boylece F (G, X) ~ F (G/N,X/N) ve Onerme 21 geregi
X/N, Q-asiklik bir uzaydir. Ayrica

(G/N)N@ = (NGR) /N C INZ(G)] /N € Z(G/N)

oldugundan G’yi kompakt, baglantili bir Lie grubu varsayabiliriz.

Ik olarak G’nin abelyen oldugu varsayilsin. O zaman G bir torus olup iddia G nin boyutu iizerinden
tiimevarimla kanitlanabilir. Eger GG, 1-boyutlu ise o zaman Teorem 24 geregi iddia dogrudur.

Simdi iddianin (n — 1)-boyutlu toruslar i¢in dogru oldugu varsayilsin ve kabul edelim ki dimG = n
olsun. NV, G’nin bir gember alt grubu olsun. O halde F' (N, X)) sabit nokta kiimesi Q-asiklik bir uzaydir
ve N, alunda invaryanttir. Bylece G/N, F (N, X) uzay1 iizerine etki eder ve dim G/N = n — 1’dir.
Boylece tiimevarim hipotezinden F' (G, X) = F (G/N, F (N, X)), Q-asiklik bir uzaydir.

Simdi G herhangi bir kompakt, baglantili Lie grup olsun. Z, G’nin Z (G) merkezinin birim bilesenini
gostersin. O zaman Z, X iizerine etki eder ve abelyen durumdan dolay1 F' (Z, X) sabit nokta kiimesi
Q-asiklik bir uzaydir. Z normal alt grup ve F'(Z, X), Z altinda invaryant oldugundan G/Z kompakt,
baglantili Lie grubu F' (Z, X) tizerine etki eder. Her x € F'(Z,X) \ F (G/Z,F (Z, X)) i¢in (G/Z),
izotropi alt grubu sonludur. Gergekten GO C Z (G) oldugundan G = GONZ < G, NZ ve (G/Z), =
{92 : 9Zx =gz =2z} = Gfrﬁ - < % olur. % sonlu oldugundan (G//Z),, sonlu olur. Boylece Teorem
25 geregi F' (G, X)=F (G/Z,F (Z,mX ) sabit nokta kiimesi Q-asiklik bir uzay olur.

Yukaridaki teoremi kompakt, baglantili gruplara genellemek i¢in asagidaki lemmaya (Hofmann ve Mostert
[13, p. 332]) ihtiyag vardir.

Lemma 27. (Hofmann-Mostert) Eger G' kompakt, baglantili bir grup ve A tiim sonlu boyutlu, kompakt,
baglantili, normal alt gruplarin kiimesi ise alt gruplarin ¢arpimi altinda .4 bir yarilatistir ve birlesimi G’de

yogundur.
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Teorem 28. i, parakompakt bir X uzay1 iizerine etki eden kompakt, baglantili bir grup olsun. Eger

(Io) kosulu saglantyor ve X, Q-asiklik bir uzay ise X sabit nokta kiimesi bos degildir ve Q-asiklik bir

uzaydir.

Kamit. G’nin herhangi iki kompakt, normal H, H' alt gruplani¢cin ¥ (HH', X) = F (H, X)NF (H', X)
olur. Lemma 27 geregi GG grubu tiim sonlu boyutlu kompakt, baglantili, normal H alt gruplari tarafindan
dogurulur ve bunlarin sabit nokta kiimeleri ' (H, X ), Q-asiklik uzaylardir. Boylece sonug, sheaf kohomo-

lojinin tautness 6zelliginden (Bredon [4, p. 73] veya Spanier [23, p. 316]) elde edilir.

Lokalizasyon Teoremi

Bu bolimde, sonlu boyutlu G-CW kompleksler iizerine sonlu sayida orbit tipi ile etki eden sonlu boyuta
sahip kompakt grup etkileri i¢in Borel-Hsiang-Quillen lokalizasyon teoremini ¢alisacagiz.

Kabul edelim ki S € H*(Bg; Q) = R carpimsal kapali bir alt kiime olsun. Lokalizasyon teoremi,
carpimsal kapali bir alt kiimeye gore H¢,(X; Q), R-moduliiniin lokalizasyonu ile ilgilidir. i, : G, —
G kanonik icerme déniisiimii ve 7% : H*(Bg; Q) — H*(Bg,; Q) olsun.

X% ={z € X :Hers € Sigini’ (s) # 0}
olarak tanimlansin. X¢ C X oldugu agiktir. Eger X bir G-CW kompleks ise kohomolojinin tautness

ozelliginden X°, X uzaymin G-invaryant kapali bir alt uzay1 ve X’in bir G-CW alt kompleksidir.

Teorem 29. (Borel-Hsiang-Quillen-Deo ve ark.) Kabul edelim ki G kompakt bir Lie grup ve X, agsagidaki
kosullardan birini saglayan bir G-uzay olsun. Eger S C H* (Bg) ¢arpimsal kapali bir alt kiime ise o
zaman X° — X icerme doniisiimii tarafindan belirlenen ™' H}, (X) — S~1H(, (X*°) lokal kisitlanmug

homomorfizm bir izomorfizmdir.
1. X bir kompakt uzaydir (Hsiang [24]).

2. X sonlu sayida orbit tipli, sonlu kohomolojik boyuta sahip bir parakompakt uzaydir (Hsiang [24]
veya Quillen [12]).

3. X sonlu sayida orbit tipli parakompakt finitistik bir uzaydir (Deo ve ark. [8]).

Dikkat edilsin ki katsay1 halkas1 olarak karakteristigi sifir olan bir cisim kullanildiginda 2. ve 3. durumda
sonlu sayida baglantili orbit tipli uzay varsayimi yapmak yeterlidir (Allday ve Puppe [1, s.131]).

Sonlu boyuta sahip kompakt gruplarin kompakt uzaylar iizerine etkileri igin lokalizasyon teoremi, Ozkurt
ve Onat [25] tarafindan ¢aligildi. Simdi 2. durumun 6zel bir hali olan G-CW kompleksler i¢in lokalizasyon

teoreminin dogrulugunu inceleyecegiz.

Teorem 30. G, sonlu boyutlu, kompakt bir grup ve X, sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip sonlu
boyutlu bir G-CW kompleks olsun. Kabul edelim ki her z € X'\ X ve her n > 1i¢in H* (Bg,; Q) = 0
olsun. Eger S C H* (Bg; Q) carpimsal kapali bir alt kiime ise X — X icerme doniisiimii

STHE (X;Q) — STHHE (X75Q)

izomorfizmini belirler.
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Kamit. G /N kompakt bir Lie grubu olacak bi¢cimde G’nin kapali, normal, tamamen baglantisiz bir N alt

grubu bulunabilir (Teorem 16).
Ilk olarak X = () oldugu varsayilsin. O zaman X sabit nokta kiimesi de bos olur. 7; : X¢ — X/G
doniisiimiinii diisiinelim. Boylece 77 ' (G (x)), Bg, smif uzayina homeomorfiktir. Hipotezden her z €

X i¢in Bg,, Q-asiklik bir uzay oldugundan Vietoris-Begle doniisiim teoremi geregi

i HY (X/G:Q) — HE (X;Q)

izomorfizmi elde edilir. Diger taraftan Ozkurt ve Onat [25, Remark 3.5] tarafindan
* . * .

H (B(G/N)N(z) ; Q) — H" (Bg,; Q)

doniisiimiiniin bir izomorfizm oldugu kanitlandi. Boylece N (x) noktast X/N orbit uzayinda G/N
etkisinin sabit bir noktasi degildir ve B g/ N n o) Q-asiklik bir uzaydir.
Benzer sekilde

(X/N)gy — (X/N) /(G/N) = X/G
kanonik doniigiimiiniin lifi B g, N) na) siif uzayina homeomorfik oldugundan

H* (X/G5Q) — Hyx (X/N; Q)

izomorfizmini elde ederiz.

Boylece
Heyy (X/N;Q) — HE (X;Q)

izomorfizmi elde edilir. Ayrica Ozkurt ve Onat [25, Lemma 3.3] tarafindan 7 : G — G/N boliim

doniisiimiiniin
7™ : H* (Bg/n; Q) — H* (Ba; Q)

izomorfizmini belirledigi gosterildi. Simdi R = (7*)~!(S) C H*(Bg/n; Q) carpimsal kapal: alt kiimesini
diistinelim, aciktir ki R, S’nin bir kopyasidir. Boylece

R™YHE iy (X/N;Q) = STHHE (X;Q)

izomorfizmi elde edilir. Ozkurt ve Onat [25, Corollary 3.6] tarafindan X°/N ~ (X/N )R oldugu
gosterildi. Boylece (X/N )R = () elde edilir. X/N, sonlu sayida baglantili orbit tipine sahip sonlu
boyutlu bir G/N-CW kompleks oldugundan sonlu boyutlu G-CW kompleksler iizerine kompakt Lie
grup etkileri i¢in lokalizasyon teoreminden (Allday ve Puppe [1, Theorem 3.1.6])

R (X/N:Q) — R Hgy (X/N)"Q)

homomorfizminin bir izomorfizm oldugu elde edilir. Buradan ise R~ H, N (X/N;Q) =0ve ST HY, (X;Q) =
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0 oldugu goriiliir.
Genel durum S_IHE (X D GE Q) = 0 oldugunu gostermeye denktir. Her z € H (X X5, Q) icin
s - x = 0 olacak sekilde bir s € S oldugunu gostermek bunun i¢in yeterlidir. Simdi eger Bg, Bg smif

uzayinin k. iskeleti ve X% = 75! (BE) ise o zaman
H (x5Q) — H' (X5Q)

kisitlanmig homomorfizminin her ¢ < k i¢in bir izomorfizm oldugu biliniyor (Allday ve Puppe [1, p.
130]). O halde

k>niding € H" (Xa, X8 Q) = H" (X&, X5 0 X Q)

oldugunu kabul edebiliriz. Simdi X[, parakompakt, Hausdorff bir uzay ve X% uzaynda X2 N X£ nmn
{VG nX é} : V, X nin bir invaryant k0m§ulugudur} formundaki komsuluklar cofinal’dir. H7,-kohomoloji

teorisinin tautness ozelliginden (Quillen [12, p. 552])
x € Im{H} (X,V;Q) — HE (X, X%Q)}

olacak sekilde X°’nin invaryant bir V komsulugu vardir. Ayrica X = V U IntY olacak sekilde G
altinda invaryant olan parakompakt bir Y € X \ X alt uzay1 vardir. Y = (} olacagindan ilk durumdan

ve H.-teori i¢in (X, Y) ciftinin Mayer-Vietoris uzun tam dizisinden
75 (s) € Im{H{H(X,Y;Q) — HE (X, IntY;Q) — HE (X;Q)}
olacak sekilde bir s € S vardir. Boylece

m (s) € Im{Hg (X, IntY;Q) — Hg (X;Q)}

olur. Bu ise 75 (s)  elemaninin

0=Hg (X, VUulntY;Q) — HE (X, X%;Q)

doniisiimiiniin gortintiisiinde oldugu anlamina gelir. O halde s - z = 75 (s) z = 0 oldugu elde edilmis

olur.

Sonuc 31. G bir solenoid ve X, sonlu sayida baglantili orbit tipli, sonlu boyutlu bir G-CW kompleks
olsun. Eger S C H* (Bg; Q) carpimsal kapali bir alt kiime ise X — X icerme doniisiimii

STUHE (X5Q) — S HE (X5;Q)
izomorfimini belirler.

Kanit. G, gember gruplarimin ters limtidir, yani her N € A igin G/N = S! olmak iizere G =
@1 Nen'G/N seklindedir. Burada tekrar hatirlayalim ki NV, G/N = S! olacak bicimde G’nin kapals,

normal, tamamen baglantisiz alt gruplarinin ailesini gosterir. O zaman Hofmann ve Morris [26, Theorem
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2.2] tarafindan kanitlanan kapal1 alt grup teoremine gore

Go = lmyenyGeN/N = limyen (G/N) y(y

oldugu elde edilir. Boylece Hofmann ve Mostert [27, III, Corollary 1.12] geregi
H" (Bg,;Q) = limyenH" (B(G/N)N(m)§(@)

elde edilir. Eger € X sabit bir nokta degilse o zaman N (x) € X /N noktas:t da X/N tizerine G/N
etkisinin bir sabit noktasi degildir. Buradan (G/N) y(,, G/N = St ¢ember grubunun sonlu bir alt grubu

olacagindan her n > 1 icin H” (B(G N Q) — 0 oldugu elde edilir (Borel [2, p. 511). Boylece her
n > 1igin

H"(Bg,;Q) =0

bulunur. Boylece sonug, Teorem 30 geregi aciktir.

Sabit nokta olmayan her z € X noktast ve her n > 1i¢in H" (Bg,; Q) = 0 olmasinin kamti Ozkurt [28,
Theorem 3.2] tarafindan farkl tekniklerle gosterildi.

Eger GG, herhangi bir X uzay1 iizerine etki eden kompakt, baglantili, abelyen bir grup ise S = H*(Bg; Q)
{0} € H*(Bg; Q) carpimsal kapali alt kiimesi igin X S = X6 olur (Ozkurt ve Onat [25, Remark 3.10]).
Bu gercekle birlikte Borel’in sabit noktanin varligi i¢in kriterinin sonlu boyutlu pro-torus etkiler i¢in bir

genellemesi elde edilmis olur.

Onerme 32. G, sonlu boyutlu bir pro-torus ve X, sonlu sayida orbit tipli, sonlu boyutlu bir G-CW
kompleks olsun. Eger her x € X \ X ve hern > 1igin H" (Bg,; Q) = 0ise S = H*(Bg; Q) — {0}
carpimsal kapali alt kiimesi icin X° = X — X icerme doniisiimii

STUHE (X;Q) — STUHE (X9Q) = H* (X9;Q) ®q (S™'H* (Bg; Q)
izomorfizmini belirler.

Sonug 33. (Borel’in sabit nokta kriteri) (¢, sonlu boyutlu bir pro-torus ve X, sonlu sayida baglantili orbit
tipli, sonlu boyutlu bir G-CW kompleks olsun. Eger her z € X \ X© ve hern > 1i¢in H" (Bg,; Q) =
0ise X # () olmast igin gerek ve yeter sart H* (Bg; Q) — HY (X; Q) homomorfizminin injektif

olmasidir.
Kanit. Hsiang [24, p. 45]°de bulunabilir.

Not edelim ki bu sonu¢ B¢, , Q-asiklik bir uzay olmasa da dogrudur (Onat [22, Theorem 3.9]).
Asagidaki sorularin cevaplari yazar tarafindan bilinmiyor.

Soru 1: G kompakt (baglantili, abelyen, sonlu boyutlu) bir grup ve X, parakompakt bir G-uzay olsun.
Bu durumda Teorem 5 — 8 saglanir m1?

Soru 2: G sonlu boyuta sahip kompakt bir grup ve X asagidaki kosullardan birini saglayan bir G-uzay

olsun. Bu durumda lokalizasyon teoremi dogru mudur?
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a. X sonlu sayida baglantili orbit tipli ve sonlu kohomolojik boyuta sahip parakompakt bir uzaydir.

b. X sonlu sayida baglantili orbit tipli parakompakt, finitistik bir uzaydir.

Simdi bazi1 6zel durumlarda lokalizasyon teoreminin daha basit kanitlarini verecegiz. Daha 6nce bahsettigimiz
gibi daha genel olarak sonlu boyuta sahip kompakt gruplarin kompakt uzaylar lizerine etkileri i¢in
lokalizasyon teoremi Ozkurt ve Onat [25] tarafindan elde edildi. Orada acik bir sekilde ifade edilmesede

X kompakt uzayinin baglantili olmasina ihtiyag vardir, bu kosul iki demetimsinin lif, baz ve total uzaylarinin
kohomoloji gruplarinin karsilagtirilmasi i¢in gereklidir. Burada uzayin baglantili olmasi kosulundan da
kurtulmus olacagiz.

Kamt1 vermeden once iyi bilinen bir gercegi hatirlayarak ise baslayalim. Kompakt bir X uzaymin Cech
kohomoloji cebirinde (bu sheaf kohomoloji cebirine izomorfiktir) pozitif dereceli her eleman nilpotenttir,
yani eger bir m > 1igina € H™ (X;Q) ise o zaman her n > ng i¢in a = 0 € H* (X;Q) olacak
sekilde bir ng dogal sayis1 vardir. Bu gercek daha genel olarak herhangi bir finitistik X uzayi i¢in Deo

ve ark. [8] tarafindan kanitlandi. Simdi teoremimizi kanitlayabiliriz.

Teorem 34. Kabul edilsin ki G, kompakt bir X uzay1 tizerine etki eden bir solenoid olsun. O zaman

S = H*(Bg; Q) — {0} carpimsal kapali alt kiimesi icin X° = X¢ — X igerme doniisiimii
STUHE (X;Q) — ST'HE (X9;Q)
izomorfizmini belirler.

Kamt. 1lk olarak X© = () oldugu varsayilsin. O halde her = € X icini* (s) = 0 olacak sekilde bir s € S
vardir. B (yol) baglantili oldugundan ¥ : H(Bg; Q) — H°(Bg,; Q) bir izomorfizmdir ve boylece s,
pozitif dereceli bir elemandir, yani bir n > 1i¢in s € H" (Bg; Q) olur. O halde 73 (s), Hf (X;Q)
cebirinde pozitif dereceli bir elemandir. Yukarida gosterildigi gibi H* (X/G;Q) — H{ (X;Q) bir
izomorfizm olur. X /G kompakt oldugundan H* (X/G;Q)’de ve boylece Hf. (X; Q)’de pozitif dereceli
her eleman nilpotent olur. Sonug olarak bir ng € N i¢in (735 (s))" = 0 € Hf (X;Q) olur. Buradan
s" € S vem} (s™) = 0 olur. Buise ST'H, (X; Q) = 0 olmast demektir.

Eger X = () ise kamit Teorem 30’da oldugu gibi yapilir.

Sonuc 35. G, kompakt bir X uzay: iizerine etki eden bir solenoid olsun. O halde X& # (} olmast,
H* (Bg; Q) — H (X; Q) homomorfizminin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Teorem 36. G, finitistik bir X uzay iizerine etki eden bir cember grubu olsun. O zaman S = H*(Bg; Q)—
{0} carpimsal kapali alt kiimesi i¢in X° = X% — X icerme doniisiimii

STUHE (X;Q) — S7UHE (X%Q)
izomorfizmini belirler.

Kamit. Eger G, finitistik bir X uzay1 iizerine etki eden kompakt bir Lie grup ise o zaman X /G orbit uzay1
da finitistiktir (Deo ve Tripathi [29]). Ayrica bir finitistik uzayin sheaf kohomolojisinde pozitif dereceli
her eleman nilpotenttir. Boylece kanit Teorem 34°de oldugu gibi yapilir.

547



Onat Sinop Uni J Nat Sci 9(2): 534-550 (2024)
E-ISSN: 2564-7873
Bu teoremin, Deo ve ark. [8] tarafindan herhangi bir kompakt Lie grup etkisi i¢in kanitlandigini tekrarlayalim.

Simdi yukaridaki 1 — 3 kogullarindan herhangi birini saglayan iki uzayin ¢arpimi i¢in Borel’in sabit nokta

kriteri sonucunu inceleyecegiz.

Teorem 37. Kabul edilsin ki X ve Y uzaylar yukaridaki 1 — 3 kosullarindan birini saglayan iki G-uzay
olsun. G, X x Y carpim uzayi iizerine g (z,y) = (gz, gy) ile etki eden kompakt bir Lie grubu olsun. O
zaman (X x V)¢ #  olmasi, H* (Bg; Q) — H¢ (X x Y;Q) homomorfizminin injektif olmasi igin
gerek ve yeter sarttir.

Kamit. Bger (X x )9 # 0 ise H* (Bs; Q) — H{ (X x Y;Q) homomorfizminin injektif olmasi
agiktir. Simdi kabul edelim ki (X x Y)¢ = () olsun. (X x V)¢ = X% x Y oldugu kolayca goriliir.
Eger X = (ise H* (Bg; Q) — HY (X;Q) homomorfizmi injektif degildir. X x Y — X izdiisiim
doniisiimii G-invaryant oldugundan H. (X;Q) — H{ (X x Y;Q) doniisiimii belirlenir ve asagidaki
diyagram degismelidir. Diyagramdan H* (Bg; Q) — H{ (X x Y'; Q) homomorfizminin injektif olmadig1
elde edilir.

H* (Bg; Q) — Hg (X x Y;Q)

L

HE (X;Q)

Benzer sekilde Y& = () olmasit H* (Bg; Q) — H (X x Y; Q) homomorfizminin injektif olmamasini

gerektirir. Boylece kanit tamamlanir.
Dikkat edilsin ki finitistik bir uzay ile kompakt bir uzayin ya da sonlu kohomolojik boyuta sahip parakompakt
bir uzayin carpimu finitistik olmak zorunda degildir (Deo ve Singh [30]).

Tesekkiir Yazar, yorumlart ve onerileri ile bu makalenin gelistirilmesine ve netlestirilmesine yardimci

olan hakemlere tesekkiir etmeyi bir borg bilir.
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Yazarlarin Katkist Yazar makalenin son halini okumus ve onaylamistir.
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