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OZET:

Tepeler ve/veya tepeler arasindaki baglantilarin arizalanmasi durumunda, ¢izge teorisinde
tanimlanan zedelenebilirlik parametreleri, ag tizerinden alinan hizmet kalitesinin bir gostergesi
olarak kullanilabilir. Cizge teorisi alaninda, dayaniklilik, kirilma derecesi, kararlilik, biitiinlik,
baglantililik ve digerleri dahil olmak iizere ¢ok sayida zedelenebilirlik parametresi
tanimlanmistir. Cizgelerin 6zel bir tiirii olan bulanik cizgeler, gercek diinya problemlerinin
modellenmesinde diger ¢izgelere gore daha etkili bir yontem sunmaktadir. Bunun nedeni,
problemlerin dogasinda var olan belirsizliklerin tiyelik degerleri kullanilarak daha gergekei bir
sekilde ifade edilebilmesidir. Ancak, bu avantaja ragmen, bulanik ¢izgelerdeki zedelenebilirlik
parametreleri iizerine sinirli sayida arastirma yapilmistir. Bu makalede, bulanik ¢izgelerin
onemi ve bu g¢izgeler i¢in tamimlanmis zedelenebilirlik parametrelerinin azligi géz Oniine
alinarak cizgeler i¢in oldukga sik kullanilan kararlilik degeri (tenacity) parametresi bulanik
gizgeler i¢in tanimlanmigtir. Ayrica, bulanik tekerlek ¢izgeler ve bulanik gevre gizgeler igin
yeni tanimlanan bu parametre incelenmis ve genel formiiller elde edilmistir.

Vulnerability Prameters in Fuzzy Graphs: Fuzzy Node Tenacity
ABSTRACT:

In case of failure of nodes and/or links between nodes, the vulnerability parameters defined in
graph theory can be used as an indicator of the quality of service received over the network. In
the field of graph theory, numerous vulnerability parameters have been defined, including
toughness, rupture degree, tenacity, integrity, connectivity, and others. Fuzzy graphs, a specific
type of graphs, provide a more effective method of modelling real-world problems than other
graphs. This is due to the fact that the uncertainties inherent in the problems can be expressed
in a more realistic manner through the use of membership values. However, despite this
advantage, there has been limited research conducted on the vulnerability parameters in fuzzy
graphs. In this paper, considering the importance of fuzzy graphs and the scarcity of
vulnerability parameters defined for fuzzy graphs, the commonly used tenacity parameter for
graphs is defined for fuzzy graphs. In addition, fuzzy wheel graphs and fuzzy cycle graphs are
analysed and general formulas are obtained.
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GIRIS

Aglar gilinlik hayatin bir parcasi olup, haberlesme aglari, elektrik sebekeleri, su sebekeleri,
ulasim aglari, sosyal aglar, biyolojik aglar gibi birgok 6rnek vermek miimkiindiir. Bir ag, baglantilar ile
birbirine bagli olan merkezlerden olusur. Agin merkezleri ¢izgenin tepeleri, merkezler arasindaki
baglantilar da ¢izgenin ayritlar1 olacak sekilde bir ag cizge ile modellenebilir. Iki tepe arasinda bir ayrit
varsa bu iki tepe birbirine baglantilidir. Ayrit yoksa birbirleri ile baglantili degillerdir. Yani baglant1 ya
vardir ya da yoktur. Ancak bu durum gercek durumu tam anlamiyla yansitamamaktadir. Bu sorunun
istesinden gelebilmek i¢in gelistirilen ¢izgelerden birisi bulanik ¢izgelerdir. Bulanik ¢izgelerde ayritlar
yay olarak isimlendirilip yaylarin baglanti giicii tanimlanabilmektedir. Baglanti giicii ise bulanik
kiimelerin tiyelik dereceleri olarak ifade edilmektedir.

Bulanik kiimeler 1965 yilinda A. Zadeh tarafindan tanimlanmistir. Bir nesne klasik kiime
tanimina gore bir kiimenin ya eleman1 ya da eleman1 degilken, bulanik kiime tanimina gore belirli bir
oranda kiimenin eleman olabilir (Zadeh, 1965). Bu kavram ¢izgelere uygulandiginda ise herhangi iki
tepe arasindaki baglanti giicii bulanik ¢izgelerde [0,1] arasinda herhangi bir gercel say1 olabilmektedir.
Gergek aglarin, bulanik ¢izgeler ile bagintilar1 derecelendirerek yapilacak bir modellemesi gercege
daha yakin olacaktir. 1975 yilinda Rosenfeld, bulanik kiimeler arasindaki iliskiyi baz alarak bulanik
cizge teorisini gelistirmistir (Rosenfeld, 1975). Bu calismasinda alt ¢izge, yol ve baglantililik, klik,
koprii ve kesim tepe, orman, aga¢ gibi bir¢ok kavramin bulanik ¢izge teorisindeki karsiligini ortaya
koymustur. Yeh ve ark. da ayn1 yil Rosenfeld’den bagimsiz olarak bulanik ¢izgeyi tanimlayarak bazi
temel bulanik ¢izge kavramlarii tanitmiglardir (Yeh ve Bang, 1975).

Baglantilarda ve/veya merkezlerde hasar meydana gelmesi agin sundugu hizmette kesintiye veya
islevinde azalmaya sebep olur. Buna karsilik bir agda amaglanan sunulan hizmetin devam etmesidir.
Agin zarar gordiigli durumlarda agin nasil ve ne kadar dayanacag: bilgisi ¢ok dnemlidir. Bu durum
aglarin zedelenebilirligi olarak adlandirilmaktadir. Baska bir deyisle aglarin zedelenebilirligi kavrama,
baglantilarin veya belirli merkezlerin hasarindan sonra iletimin tamamen durmasina kadar olan siiregte
agin gosterdigi dayanma giiciidiir.

Aglarda zedelenebilirligi arastirabilmek i¢in cizgelerde cesitli zedelenebilirlik parametreleri
tanimlanmistir. Bu zedelenebilirlik parametrelerinden bazilari, baglantililik sayis1 (Harary, 1969),
biitiinliikk degeri (integrity) (Barefoot ve Entringer, 1987), dayaniklilik degeri (toughness) (Chvatal,
1973), kararlilik degeri (tenacity) (Cozzens ve ark.,1995), sagilim sayisi (scattering number) (Jung,
1978) ve kirilma derecesi (rupture degree) (Li ve ark., 2005)’dir.

Bulanik ¢izgeler gergege daha yakin bir modelleme imkani sunmasina ragmen zedelenebilirlik
baglaminda literatiirde az sayida ¢alismaya rastlanmakta ve bulanik ¢izgeler i¢in sadece baglantililik
ve biitlinliik degeri parametrelerinin tanimlandig1 goriilmektedir.

Yeh ve ark. ilk baglantililik tanimini atilan tepelerden sonra geriye kalan ¢izgenin baglantisiz
olmasi iizerine kurarak elde etmislerdir (Yeh ve Bang, 1975). Calismalarinda baglanti giiciinti dikkate
almamiglardir. 2010 yilinda Mathew ve ark. tarafindan yapilan ¢alismada ise ¢izgenin baglantisiz
olmasindan ziyade baglant1 giicii dikkate alinmis ve yeni bir tanim yapilmistir (Mathew ve Sunitha,
2010). Elektrik devreleri, haberlesme aglari, vb., aglar disiintildiigiinde iki tepe arasindaki baglanti
giiciiniin azalmasi ile, akigin tamamen durmasindan ya da tiim agin parcalanmasindan daha sik
karsilagilmaktadir.

Baglantilik hakkinda yapilan her iki tanim da ¢izgeden tepe/tepelerin ¢ikarilmasiyla ¢izgede
meydana gelebilecek olan hasarin Ol¢limiinii vermekle birlikte geriye kalan ¢izgenin elemanlar
hakkinda bir agiklama getirmemektedir.
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Bu ¢alisma ile sadece zarar géren merkez sayisi ile degil, ayn1 zamanda iletisimin devam ettigi
alt aglarin sayisi ile de ilgilenen bir zedelenebilirlik parametresinin tanimlanmasi amaclanmistir.
Bulanik c¢izgeler gercege daha yakin modelleme imkani verdiginden dolayr tercih edilmistir.
Tanimlanan yeni zedelelenebilirlik parametresinde ¢izge teorisindeki zedelenebilirlik parametrelerinin
temelini olusturan ¢izgenin baglantisiz kalmasini ele almak yerine, Mathew ve ark.’nin ¢aligmalarinda
gosterdikleri gibi bulanik ¢izgelerde 6nemli olan akisin azalmasi ve baglant1 giicii de goz Oniine
almmistir (Mathew ve Sunitha, 2010). Boylece bulanik ¢izge teorisi i¢in kararlilik degeri parametresi
tanimlanmaistir.

MATERYAL VE METOT

Bir bulanik ¢izge (f-¢izge), G(V,0,u) liclemesidir. V, tepeler kiimesi; 6, V’nin bulanik altkiimesi
ve W ise u(u,v)<a(u)No(v), Yu,veV olacak bicimde o lizerinde tanimlanan simetrik ve yansimali bir
bulamik bagintidir. G(V,o,u) ¢izgesinin en zayif yayr lyelik degeri en kiiglik olan yaydir. n
uzunlugundaki bir P yolu, wu(ui1,u)>0, i=1,2,...,n olan uy,U,,...,u, den olusan farkl tepeler dizisidir
ve bu yolun giicii, P yolunda bulunan en zayif yayin degerine esittir (Rosenfeld, 1975). x ve y tepesi
arasindaki biitiin yollardan giicii en bliylik olan degere, x ile y arasindaki baglanti1 giicii denir ve
CONNGg(x,y) ile gosterilir (Rosenfeld, 1975). Bir G bulanik ¢izgesinde (X,y) yaymin g¢izgeden
cikarilmast ile olusan x ve y tepeleri arasindaki baglant1 giici CONNg.(xy)(X,y) ile gosterilir. (X,y)
cizgesinin agirligt CONNg.xy)(X,y) degerine esit veya biiyiik ise (x,y) yayr gigli yay olarak
adlandirilir. Eger u(x,y)> CONNg-xy)(X,y) ise (X,y) yayr a-giclil, u(x,y)= CONNg-y)(X,y) ise (X,y)
yay1 B- gii¢lli, u(x,y)< CONNg.-(xy)(X.Y) iSe (X,y) yay1 d-yay olarak adlandirilir. Bir yaymn giiglii olarak
kabul edilebilmesi i¢in ya a-gli¢lii ya da B- gili¢lii olmasi gerekir (Mathew ve Sunitha, 2009). Ayni
sekilde bir G bulanik cizgesindeki bir tepe ¢izgeden cikarildiginda herhangi iki tepe arasindaki
baglant1 giiciinii azaltiyorsa o tepe, bulanik kesim tepe (fuzzy node cut) olarak ifade edilir (Rosenfeld,
1975). Eger birden fazla tepe ¢izgeden ¢ikarildiginda herhangi iki tepe arasindaki baglanti giicii
azaliyorsa bu tepeler kiimesine bulanik tepe kesim kiimesi (FNC), bulanik tepe kesim kiimesi tek bir
tepeden olusuyor ise bulanik kesim tepe (f-cutnode) olarak adlandirilir. G cizgesi bir ¢evre ¢izge olan
G:(V,o,n) bulanik ¢izgesinin bulanik ¢evre ¢izge olmasi i¢in en az iki en zayif yaya sahip olmasi
gerekir. Bir bulanik ¢evre ¢izge ayni zamanda bir multimin cevredir. G:(V,o,p) bulanik ¢izgesindeki
her tepe en zayif yaya bitisik ise G bulanik ¢evresi lokamin gevredir (Bhutani ve Rosenfeld, 2003). G~
¢cizgesinin tepe sayisi tek say1 olan G:(V,o,p) bulanik gevre ¢izgesinin diizenli olmasi i¢in (u,v) € E
icin u(u, v) degerlerinin sabit olmasi gerekir. Aym sekilde G~ ¢izgesinin tepe sayisi ¢ift say1 olan
G:(V,o,n) bulanik gevre ¢izgesinin diizenli olmasi i¢in (u,v) € E igin p(u, v) degerlerinin ya sabit
ya da doniisiimlii olmasi gerekir (Gani ve Radha, 2008). G:(V,o,u) ¢izgesinin bir bulanik tepe kesim
kiimesi S olmak {izere, S’nin giiglii agirligi olan s(S), kiime igindeki tepelerden her birine bitisik olan
giiclii yaylardan iyelik degerleri en kiigliik olan yaylarin iiyelik degerleri toplamidir (Mathew ve
Sunitha, 2009). G:(V,c,u), Vx,y € ¢* olmak lizere i = 1,2, ..., mi¢in u(x,y) = q; olan bir bulanik
cizge ve 0 < g; < 1 olmak iizere g; yaylarmin tiyelik degerlerinin artan sekilde siralanmasiyla olusan
{491, 92,93, -, qm} kiimesine yaylarin kuvvet dizilimi denir (Altundag, 2021). Bu dizilimde gq,ile
gosterilen yay en zayif yay olup d(u), ¢, ile gosterilen yay en kuvvetli yay olup h(w) ile temsil
edilir (Bhutani ve ark., 2004).
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BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde oncelikle ¢izge teorisinde tanimlanmig ve iizerinde bir¢ok c¢aligma yapilmis bir
zedelenebilirlik parametresi olan kararlilik degeri tanimi verilmistir.

Tammm 1: (Cozzens ve ark.1995) S kesim kiimesi bir G ¢izgesinden atildiginda ¢izgeyi
baglantisiz yapan ya da izole tepe birakan bir kiime; o(G-S) herhangi bir S kesim kiimesi ¢izgeden
atildiktan sonra geriye kalan G-S ¢izgesinin bilesen sayis1 ve m(G-S) en biiyilik elemanli bileseninin
tepe sayisi olmak lizere, bir G ¢izgesinin kararlilik degeri

_ . S[+m(G-S)

O = sy "aG-5
dir.

Asagida verilen iki tanim makalenin temelini olusturan bulanik tepe kararlilik degeri taniminda
kullanilan en biiyiik baglant1 giicii mg(G —S) ve azalan baglanti giici w;(G —S) tanimlarin
icermektedir.

Tanim 2: (Altundag, 2021) G:(V,o,un) baglantilt bir bulanik ¢izge ve S, G’de bir bulanik tepe
kesim kiime olsun. En biiyiik baglant1 giicli, G’den bulanik tepe kesim kiime S c¢ikarildiktan sonra
baglant: giicii azalan tepe ¢iftleri arasindaki en biiyiik baglant1 giiciidiir ve ms(G — S) ile gdsterilir.
Eger G-S ¢izgesi tek tepeli bir ¢izge ise ms(G — S) = 0 olur. Diger durumda;
me(G —S) = max{CONN;_s(u,v): CONN;_gs(u,v) < CONNg(u,v),u,v € 0™ — 5}
ile ifade edilir.

Tanmm 3: (Altundag, 2021) G:(V,o,n) baglantili bir bulanik ¢izge ve S, G’de bir bulanik tepe
kesim kiime olsun. Azalan baglant1 giicli, G’den bulanik tepe kesim kiime S ¢ikarildiktan sonra
baglant1 giicli azalan tepe ciftleri arasinda olusan baglanti giicii farklarindan en biiyiik olan degerdir ve
wr (G — S)ile gosterilir.
wr(G—S) = grgg)*({ CONN;(x,y) — CONNg_s(x,¥):x,y € 0*}
olarak ifade edilir.

Bulanik Tepe Kararhlik Degeri Parametresi:
Bu boliimde bulanik tepe kararlilik degeri tanimlanmis ve bir 6rnek iizerinde ayrintili olarak

incelenmistir. Yeni tanimlanan bu parametre bulanik g¢evre ¢izgelere ve bulanik tekerlek ¢izgelere
uygulanarak genel formiiller elde edilmistir.

Tamm 4: G:(V,c,u) baglantili bir bulanik ¢izge olsun. S bulanik tepe kesim kiime, s(S), S’nin
giiglii agirhgi, mg(G — S), G-S cizgesinin en biiyiik baglant1 giicii ve wf(G —S), G-S ¢izgesinde
azalan baglant1 giicii olmak tizere geriye kalan ¢izge tek bir izole tepeden olusmamak sart1 ile bulanik
tepe kararlilik degert;

sS)+me(G—-S
T:(6) = min{ ( )wf (Gf_( 5 )

olarak tanimlanir.
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Sekil 1. Bir G Bulanik Cizge
Ornek 1: Sekil 1°de verilen G bulamk gevre ¢izgenin bulanik tepe kararhilik degeri ayrintili
olarak incelendiginde:
S; = {u3} bulanik kesim tepe olmak iizere;
s(S1) = 0.6 elde edilir. S; kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda baglanti1 giicii azalan tepe giftleri;

CONN;_g(uy,uy) = 0.5 < CONNg(uy,uy) = 0.6
CONN;_g(uq,uy) = 0.5 < CONN;(uq,uy) = 0.6

Boylece azalan baglant1 giicii wy(G — S;) = 0.6 — 0.5 = 0.1 elde edilir. En biiyiik baglant1 giicii
ms(G —S;) = 0.50lur. Boylece S; kiimesini ¢ikardigimizda elde edilen bulanik tepe kararlilik

degeri;
s(S;)+me(G—S 0.6+05 1.1
() = S E=5) _1_
wf(G -51) 0.1 0.1
bulunur.

S, = {u,} bulanik kesim tepe olmak tizere; s(S,) = 0.7 elde edilir. S, kiimesini gizgeden
cikardigimizda baglant: giicli azalan tepe ciftler;
CONN;_s(uq,u3) = 0.5 < CONNg(uq,uz) = 0.7
CONN;_s(uq,uy) = 0.5 < CONNg(uq,uy) = 0.6

Boylece  azalan  baglanti  giicli wf(G — S) = max{CONN, (ui,uj) — CONNG_S(uL-,uj)}
oldugundan w;(G — S;) = max{0.2,0.1} = 0.2 elde edilir. En biiyiik baglant1 giici ms(G — S,) =
0.5 olur. Boylece S, kiimesini ¢ikardigimizda elde edilen bulanik tepe kararlilik degeri;
s(S2) +me(G—S;) 07+05 1.2

T G = = = —_— =
7 () wr (G —S,) 0.2 0.2

elde edilir.

S5 = {u4, u3} bulanik tepe kesim kiime olmak tizere; s(S3) = 0.8 + 0.6 = 1.4 elde edilir. S5
kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda baglanti giicli azalan tepe ciftleri;
CONN;_s(uy,uy) = 0 < CONNg (uy,u,) = 0.6

Boylece azalan baglant: giicii w(G — S3) = 0.6 elde edilir. En biiyiik baglanti giicii m¢(G —
S3) = 0 olur. Boylece S3 kiimesini ¢ikardigimizda elde edilen bulanik tepe kararlilik degeri;
T.(G) = S(Ss) +mp(G—S3) 14 14

wr(G — S3) 06 6

bulunur.

S, = {us, u,} bulanik tepe kesim kiime olmak tizere; s(S,) = 0.6 + 0.7 = 1.3 elde edilir. S,
kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda baglanti giicli azalan tepe ciftleri;
CONNG_S(ul, uZ) = 05 < CONNG(ul, uz) = 0.6

320



Ferhan Nihan MURATER ve ark. 15(1), 316-329, 2025

Bulanik Cizgelerde Zedelenebilirlik Parametreleri: Bulanmik Tepe Kararhhk Degeri

Béylece azalan baglant: giicli wf(G — S4) = 0.6 — 0.5 = 0.1 elde edilir. En biiyiik baglant: giicii
ms(G —S,) = 0.5 olur. Boylece S, kiimesini ¢ikardigimizda elde edilen bulamk tepe kararlilik
degeri;

S(84) +mp(G—5,) 1.8

T (G) = =——_=18
7(6) wr (G —S,) 0.1

elde edilir.
Sg = {uy, uy,} bulanik tepe kesim kiime olmak iizere; s(Sg) = 0.6 + 0.7 = 1.3 elde edilir. Ss

kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda baglant1 giicli azalan tepe ¢iftleri,
CONN;_g(uq,u3) = 0.5 < CONN;(uq,u3) = 0.7
Béylece azalan baglant1 giici wy(G — Ss) = 0.7 elde edilir. En biiyiik baglanti giicii m,(G —
Se) = 0 olur. Boylece S kiimesini ¢ikardigimizda elde edilen bulanik tepe kararlilik degeri;
S(Ss) + ms(G — Ss) 13 13

Tr(6) = w;(G—Ss) 07 7

elde edilir.
Bulanik tepe kararlilik degeri tanim1 geregi; Sekil 1°de verilen ¢izgenin bulanik tepe kararlilik
degeri

T+(G) = mi {11614 18
f = min 1161 17

13y 13
} 7
olarak bulunur.

Teorem 1: G:(V,o,n)¢izgesi, n = 4 ve tek bir a — gliglii yaya sahip olan bir bulanik gevre
cizge olsun. G ¢izgesinin bulanik tepe kararlilik degert;
T (G) = 2
elde edilir.

Ispat: Bulanik gevre gizge tanimi geregi G:(V,o,p) gizgesi en az iki en zayif yay icerir. Bu
durumda G:(V,oc,n) bulanik ¢izgesinde tek bir a-giiglii yay var oldugundan geriye kalan yaylarin
hepsi en zayif yaylardan olusur (Mathew ve Sunitha, 2009). Bu yaylar B-giiclii yaylardir. G ¢izgesinde
tek bir a-gliglii yay oldugundan herhangi bir tepe bulanik kesim tepe degildir (Sunitha ve Vijayakumar,
1999). S bir bulanik tepe kesim kiime olmak tizere |S|= 2 olmalidir. G bulanik ¢izgesinde tek a-giiglii
yayin disindaki yaylar en zayif yay oldugundan c¢izgedeki her bir tepe en zayif yay ile bitisiktir. Bu
durumda i=1,..,n igin s(u;) = d(u) = q; ve Vu;, u; € ¢* igin CONNG(uiu]-) = d(u) = q, olur.

IS|=2 igin s(S)=2d(u) olacaktir. S kiimesini g¢izgeden ¢ikardigimzda Vu;,u; € 0° igin
CONNG_S(uiuj) = 0 olur. Boylece ms(G — S) = 0 olurken azalan baglant1 giicii w(G — ) = d(w)
bulunur. Bulanik tepe kararlilik degeri,

{S(S) +mp(G—S) } _{Zd(u) + 0} _5

T¢(G) = min 0, (G ~5) 100

SCo*

(1)
elde edilir.

|S| = 3 ve w(G[S]) = 2icins(S) =3d(u) =3q; olacagindan S  kiimesini  ¢izgeden
cikardigimizda Vu;, u; € o™ igin CONNG_S(ul-,uj) =0 olup ms(G —S) = 0olacaktir. Azalan
baglant1 giicli ise w¢(G —S) = CONNg(u;, u;)=d(n)=q; olur. Bulamk tepe kararlilik degeri tanimi
geregi degerin en kiiciik olmas1 gerektiginden |S|=3 alinirsa;

{S(S) +ms (G —S) } 3 {Sd(u) + O} _ 3
wr (G —5) | odw )

bulunur. Denklem (1), (2) ve tanimdan bulanik tepe kararlilik degeri T,(G) = 2 olarak belirlenir.

T¢(G) = min

SCo

(2)
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Teorem 2: G:(V,o,n) bulanik ¢izgesi, n = 4 olan n tepeli lokamin ¢evre ¢izge olmak iizere

bulanik tepe kararlilik degeri;
Tr(G) = 2
bulunur.
Ispat: Teorem 1’in ispatina benzer sekilde ispatlanr.
Teorem 3: G:(V,o,n) n tepeli kendini merkezleyen (self-centered) bir bulanik g¢evre ¢izge
olsun.
i=1,..,n—1icin yaylar e; = (u;, ujz1) ve e, = (u,,uy) ile gosterilsin. 0 <t<s<1
olmak iizere;
1) n>4,i=1,..,nicin u(e;) = tise;
2) n=2kkeZ*vei=12, g icin p(eqy;_q) =t uley) = s ise;

3) n=2k+1, keZ*—{1}vei=1,2, ...,nT_ligin u(ezi—1) = uley) =t ve u(ey) =s ise;

bulanik tepe kararlilik degeri;
T (G) = 2

4) n=2k+1, keZ*—{1}vei=1,2, ,nT_l icin p(eyi—q) = u(e,) =s ve u(ey) =t ise

bulanik tepe kararlilik degeri;

16y = M0+ 4
()
dir.

Ispat: Durum i) (1), (2), (3) durumlarinda verilen bulanik cevre ¢izgelerinde her bir tepe en
zayif yay ile bitisik oldugundan ¢izgelerin her biri lokamin g¢evredir. Ispatlar1 Teorem 1’in ispat1 ile
benzer sekilde yapilir.

-1

Durum ii) G bulanik ¢izgesi k=2,..,n olmak iizere n=2k+1 ve i = 1,2, ,nT icin u(ey;_1) =

u(e,) = s ve u(ey;) =t olan kendini merkezleyen bir bulanik ¢evre ¢izge olsun. G bulanik g¢evre
¢izgesi birden fazla en zayif yaya sahip oldugundan multimin gevre olur. Uyelik degeri t olan yaylar en
zayif yay oldugundan B-giiclii yay diger yaylar a-gii¢lii yaylar olacaktir. u(e;) = u(uq,u,) =s =
h(w), ule,) = p(uy,u) =s = h(w) ve bu yaylar a-giicli yay oldugundan u, tepesi bulanik kesim
tepedir. Boylece s(uy) =s =h(u) ve i = 2,...,nicin s(u;) =t = d(u) elde edilir. G bulanik ¢evre
cizgesinin bulanik tepe kararlilik degeri, S bulanik tepe kesim kiimenin eleman sayisina bagl olarak
iki durumda incelenir.
@ IS| =1 = s(uy) = h(w) olur. S kiimesini G ¢izgesinden ¢ikardigimizda,

CONNg_s(un, uz) = d(u) < CONNg(up, u;) = h(p)
elde edilir. En biiyiik baglant1 giicli ms(G — S) = d(u) olur. Bdylece azalan baglant: giicii
wf(G —5) = max{CONNg(up, uy) — CONNg_g(upn, uz)} = h(u) — d(u)
olacagindan bulanik tepe kararlilik degeri
T.(G) = Z(u) +d(w)

(W) —d(w)
bulunur.

(b) |S] = 2 i¢in w(G[S]) = 1 ise S kiimesi bir bulanik tepe kesim kiime degildir. Bundan dolay1
w(G[S]) = 2 olmalidir. u; € S igin i=2,...,n olmak tizere s(u;) = d(u) oldugundan s(S) = |S|d(u)
olur. S kiimesini G gizgesinden ¢ikardigimizda Vu;, u; € 0 igin
CONNG_S(ui,uj) =0< CONNG(ul-,uj) =d(u)

(3)
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olacagindan m;(G — S) = 0 ve w;(G —S) = d(u) olur. Buradan bulanik tepe kararlilik degeri,

S|d
T76) = = 151 > 2 *

elde edilir.

uy €S igin i=2,...,n olmak tizere s(u;) = d(u) oldugundan s(S) = (|S| —1)d(u) + h(w)
bulunur. S kiimesini G ¢izgesinden ¢ikardigimizda Vu;, u; € o™ igin,
CONNg_s(u;, ;) = 0 < CONNg(u;, ;) = d(p)
CONNg_s(u;, u;) = 0 < CONNg(u;, ;) = h(w)
bulundugundan m;(G — S) = 0 ve azalan baglant1 giicii w;(G — S3) = h(u) olur. Buradan bulanik
tepe kararlilik degeri,

(IS| — Ddw) + h(w)
T (G) = e (5)
olarak belirlenir. Bulanik tepe kararlilik degeri bulunan degerlerden en kiiclik olanina esit olmasi
gerektiginden |S|=2 alinir. Boylece (4) ve (5)’den
7,6 = m { ,d(u) + h(u)}
(G) h(u)

bulunur. (3), (6) ve bulanik tepe kararlilik degeri tanim1 geregi,

(6)

h(u) +d d(u)+h
T.(6) = (W) +d(W 2 (1) + h(w) _
B h(w) — d(w) h(w)
elde edilir. Buradan ise,
d(u)+h(w) a(w < d(u)+h(w)
= 1+ —= e Ve d(u) < h(u) oldugundan G < 2 bulunur.
Boylece
Cmi h(u) +d(p) d(w) +h(w)
Tr(G) = :
sev©) | h(p) — d () h(w)
Verilen iki ifadeyi kiyasladigimizda T¢(G) = %ﬂd)(ﬂ) elde edilir.

Teorem 4:G:(V,o, 1) bulanik ¢izgesi, n = 4 olan bir diizenli bulanik ¢evre ¢izge olmak iizere
bulanik tepe kararlilik degeri;
Tr(G) = 2

Ispat: Teorem 1 ve Teorem 3’iin ispatlarina benzer sekilde ispatlanr.

Teorem 5: G:(V,o, ), = 4 n ve tepeleri uy, u,, ..., u, olan bir bulanik ¢evre ¢izge olmak iizere
i #j;i,j = 1,...,n i¢in bulanik tepe kararlilik degeri q = max{CONNG (ui,uj)|d(ui,uj) > 1} olmak

uzere

1y . .
1+ —— ,kesim tepe var ise
T;(6) = q P

2, diger durumda
olur.
Ispat: Teorem 3’iin ispatindaki Durum ii ve Teorem 1’in ispatlarina benzer olarak ispat1 yapilir.
Teorem 6: G:(V,o, 1) bulanik ¢izgesi, n > 5 olmak iizere C,_; bulanik cevre cizgesi iizerinde
bulunan uq,u,, ...,u, tepeleri ve u, bulanik merkez tepesinden olusan bir bulanik tekerlek ¢izge W,
olsun.
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i#j;i,j=1,..,n—1 igin u(u,, u;) degerleri sabit ve Ve € E(C,,_1) i¢cin u(u,, u;) < p(e)
ise bulanik tepe kararlilik degeri q = max{C ONN; (ui, uj) |d(ui, uj) > 1} olmak iizere

. {3511 +q; 3‘11} , ,
min , ,kesim tepe var ise
_ dm — 42
71, diger durumda
dir.

Ispat: W, bir bulanik tekerlek ¢izge ve i = 1, ...,n — 1 olmak iizere p(u;, u,) degerleri ayn1 ve
uCu;, uy) < u(e), e € u(C,_,) olsun. Budurumda i = 1, ...,n — 1 igin (u;, u,,) yaylari en zayif yaylar
olup W, bulanik tekerlek ¢izge tanimindan u; tepelerine bitisik olup B-gii¢lii yaylardir. Boylece
s(u;) = d(u) = g4 bulunur. C,_, bulanik g¢evre gizgesi ilizerinde bulunan en zayif yaylarda B-giiclii
olup geriye kalan yaylar da a-gii¢lii yaylardir. W, tekerlek cizgesinin bir bulanik kesim tepeye sahip
olup olmamasina bagli olarak ispat iki durumda incelenir.

Durum i) W, bulanik tekerlek ¢izgesi bir bulanik kesim tepeye sahip olsun. Bu durumda, bu
tepe a-giiclil yaylarin ortak tepesi olacaktir. S bir bulanik tepe kesim kiime olsun.

IS| =1 =5s(S) =d(n) = q; olacagindan S kiimesini g¢izgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =
1,..,n—1 olmak iizere (u;u;) i¢in CONN;_s(u;uj) = q, olup ms(G —S) = q, bulunur. Azalan
baglant: giicii ise wf(G —S) = max{CONNG(ui,uj)|d(ui,uj) >1 } — g,= 0-q, olacaktir. Buradan
da bulanik tepe kararlilik degeri,

T,(6) = {Ch + C12}

qa—4q;
elde edilir.
IS=2 igin s(S)=2d(n)=2q; olmak iizere w(G[S]) =1 olsun. i #j;i,j=1,..,n—1 igin
CONNg(u;,u;) < g, oldugundan S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda CONNG_S(ui,uj) = q,

(7)

bulunur. Boylece m;(G —S) = q olur. Azalan baglant1 giicii ise ws(G — S) < g, — q bulunur. Bu
durumda bulanik tepe kararlilik degeri;

s(S)+me(G-S 2, +
Tf(G) > min ) f( ) > q1 T 42
S€o” wr (G —S) dm — 42
elde edilir.

IS|=2 igin s(S)=2d(n)=2q, olmak lizere w(G[S]) = 2 olsun. S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda
i #j;i,j=1..,n—1 icin CONN;_s(u;uj) =q, elde edilir. Buradan m;(G —S) = q,
bulunur. Azalan baglant: giicii ise wy(G — S) = q — q, olur ve bulanik tepe kararlilik degeri;

(8)

3q;
T:(G) = 9
! 19— ®)
elde edilir. (8), (9) ve tanimdan dolayz;
3q
Tr(6) = — (10)
q 1

olur.

|S| = 3 i¢in s(S) = 3d(u) = 3q, olmak iizere {u,} ¢S ve w(G[S]) =1 olsun. S kiimesini
cizgeden c¢ikardigimizda i # j;i,j=1,..,n—1 igin CONNG_S(ui,uj) = q, elde edilir. Buradan
me(G —S) = q, olur. Azalan baglant1 giicii ise, wf(G —S) < g, — q, olarak bulunur. Boylece
bulanik tepe kararlilik degeri tanim geregi degerin en kiiclik olmasi1 gerektiginden |S|=3 i¢in;
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T¢(G) = min

SCo

{s(s) +ms(G —S) } J30ta (11)

wr(G —5) C qm— 92
elde edilir.

|S| = 3 igin s(S) = 3d(u) =3q,,{u,} €S ve w(G[S]) =2 olsun. S bulanik tepe kesim
kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =1,..,n—1 i¢in CONNG_S(ui,uj) = g, elde edilir.
Buradan m¢(G — S) = q; olur. Azalan baglant1 giicii ise wf(G —S) < g, — q; olup bulanik tepe
kararlilik degeri tanim geregi en kiigiik olmas1 gerektiginden |S|=3 i¢in;
{S(S) +mp(G—S) } - 4q,

T¢(G) = min >
4 wf(G -5) dm — q1

SCo*

(12)
bulunur.

|S| = 3 i¢in s(S) = 3d(u) = 3qq, {un} € S ve w(G[S — {u,}]) =1 olsun. S kiimesini ¢izgeden
¢ikardigimizda @ # j;i,j =1,..,n—1 i¢in CONN;_s(u;,w;) =q, ve mp(G—S) = q, olacaktr.
Buradan azalan baglanti giicli, wf(G —S) < q,, — q elde edilir. Bulamk tepe kararliik degeri
tanimindan degerin en kiigiik olmas1 gerektiginden
{5(5) +m(G—S) } J30ta

(Uf(G—S) )

T¢(G) = min

Sca (13)
bulunur.

|S| = 3 i¢in s(S) = 3d(u) = 3qq, {u,} € S ve w(G[S — {u,}]) = 2 olsun. S kiimesini ¢izgeden
cikardigimizda i # j;i,j=1,..,n—1 igin CONNG_S(ui,uj) =0 ve me(G—S)=0 bulunur.
Boylece azalan baglanti giicli wf(G — S) = q olacaktir. Bulanik tepe kararlilik degeri tanimi geregi
degerin en kiigiik olmasi gerektiginden |[S|=3 ve i # j;i,j = 1,...,n — 1 igin
T7(6) = 22 (14)
elde edilir. (11), (12), (13), (14) ve tanim geregi
T.(G) = min {3%} (15)
bulunur.

(7), (10), (15) ve bulanik tepe kararlilik degeri tanimindan

q1+q; %}

q—q2" 4

T (G) = min{
elde edilir.

Durum ii) W, bulanik tekerlek ¢izgesi bir bulanik kesim tepeye sahip olmasin. Bu durumda
|S| = 2 olur. Ayrica C,,_4 bulanik g¢evre cizge lokamin ¢evre olmalidir. Bu durumda C,,_; bulanik
cevre ¢izge lizerindeki her tepe gevre ¢izgenin en zayif yayina bitisik olacaktir. Boylece i # j;i,j =
1,...n—1ve d(ui,uj) > 1 igin CONNG(ui,uj) = q, olur.

IS=2 ve w(G[S]) =1 olsun. Bu durumda S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =
1,..,nolan Vu;, u; € o” igin baglant1 giicli degismeyeceginden w(G[S]) = 2 olmalidir.

IS=2 ve w(G[S]) =2 olsun. Bu durumda s(S) = 2d(u) = 2q; oldugundan S kiimesini
cizgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =1,..,n—1 igin CONNG_S(ui,uj) =q, yani mg(G —S) =q,
bulunur. Azalan baglant1 giicii ise ws(G —S) = CONNg (ui,uj) — q1 = q, — q, dir. Boylece bulanik
tepe kararlilik degeri
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T;(6) = min

{S(S) + mp(G —.S')} 3q1
G- ¢

w(G-S) | (16)
elde edilir.

|S| =3 ve s(S) =3d(u) = 3q; olmak tizere {u,} €S olsun. w(G[S]) =1 oldugundan S
kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =1,..,n olan Vu;,u; €c" i¢in baglanti giicii
degismeyeceginden w(G[S]) = 2 olmalidir. w(G[S]) = 2 olsun. S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda
i#j;i,j=1,..,n—1 igin CONNG_S(ui,uj) = q, olup mg(G — S) = q; bulunur. Azalan baglanti
giicii wg(G —S) = q, — q; bulunur. Bdylece bulanik tepe kararhilik degeri tammindan degerin en
kiiglik olmasi gerektigi i¢in |S|=3 alinarak
{S(S) +mp(G—S) } 4q,

wf(G —-5) B d2 — q1 17

T¢(G) = min

Sco
elde edilir.
|S| = 3 ve s(S) = 3d(u) = 3q; olmak tizere {u,} € S olsun. w(G[S — {u,}]) = 1 oldugundan
S kiimesini ¢izgeden c¢ikardigimizda i # j;i,j =1,..,n olan Vu;u; € 0* icin baglanti giicii
degismeyeceginden w(G[S — {u,}]) = 2 olmalidir. Béylece S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda
i #j;i,j=1.,n—1 icin CONNg_s(u;u;) =0 ve mp(G—S) =0 elde edilir. Azalan
baglant1 giicii ise w;(G —S) = q, olarak bulunur. Bu durumda bulanik tepe kararhilik degeri

tanimindan [S|=3 i¢in

s(8) + mp(G —S5) 3q,
T, = mi = 1
7(G) snélan{ wr(G —S) q- (18)
elde edilir. (16), (17), (18) ve tanimdan T;(G) = % elde edilerek ispat tamamlanir.
2

Teorem 7: G:(V,o,4) bulanik ¢izge, n > 6 olmak iizere C,_; bulanik ¢evre ¢izgesi iizerinde
bulunan uy,u,, ..., u, tepeleri ve u,, bulanik merkez tepesinden olusan bir bulanik tekerlek ¢izge W,
olsun.

i#j;i,j=1,..,n—1 i¢in u(u, u;) degerleri sabit ve Ve € E(C,,_;) i¢in u(u,, u;) > u(e)
ise bulanik tepe kararlilik degeri
dm + Qm—l}

dm — 41

dir.

Teorem 8: G:(V,o, 1) bulanik cizgesi, n > 6 olmak iizere C,_; bulanik cevre ¢izgesi iizerinde
bulunan w4, u,, ..., u, tepeleri ve u,, bulanik merkez tepesinden olusan bir bulanik tekerlek ¢izge W,
olsun. 0<r<t<s<1lvei=1,..,n—1 ic¢in u(uy,u;) degerleri sabit olup u(u,, u;) =s ve
Ve € E(Cp—4) icin u(u,, u;) > u(e) olmak iizere;

Durumi) Ve € E(C,_,) i¢in u(e) = r ise bulanik tepe kararlilik degeri;

(AW +dw)  3hG) +d(w)
Tr(G) = min{-——————=, _—
h(w) — d(w) h(w)

Durumii)i =1, ,nT_l icin u(ey;_1) = r ve u(ey;) = t ise bulanik tepe kararlilik degeri;

h(ﬂ) + qm-1 3h(ﬂ) + Qm—l}

”“)zmm{mm—dmr )

dir.
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Ispat: Durum i) W,, bulanik tekerlek ¢izgesinde 0 < r <t < s < 1 olmak iizere i = 1,...,n —
1 igin pu(u; u,) degerleri esit olup u(u;, uy,) = s ve u(u;,uy,) > u(e), Ve € E(Cy_q) icin pu(e) =r
oldugunda wu;,u, yaylar a-giiglii yaylar ve geriye kalan yaylar ise 6-yaylardir. W,, bulanik tekerlek
cizge tanimmi geregi u, tepesi i =1,..,n—1 icin u; tepelerine komsu oldugundan s(u;) =s =
h(u) = q,, olur.

S={u,} oldugundan |S|=1 ve s(S)=h(p)=s olur. S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda i # j;i,j =
1,..,n—1 igin CONNg_S(uiuj) = d(u) = r olacaktir. Boylece en biiyiik baglant1 giici m¢(G —
S) =d(u) =r, azalan baglanti giicii wp(G —S) = max{CONNG(ui,uj) — CONNG_S(ul-,u]-)}’den
wr(G — S) = h(p) — d(w) bulunur. Bulanik tepe kararlilik degeri ise,
T.(6) = Z(u) +d(w)

(1) —dw)
olarak elde edilir.
IS=2 igin s(S) = 2h(u) = 2qy, olacaktir. {u,} € S oldugunda Vu;u; € ¢ icin S kiimesini

(19)

cizgeden c¢ikardigimizda herhangi iki tepe arasinda baglanti giicii azalmadigindan {u,} € S olmalidur.
S kiimesini gizgeden ¢ikardigimizda Vu;, u; € o™ igin € ONNG_S(ul-,uj) = d(u) = r olacaktir. Bu
durumda en biiyiik baglant: giicii tanimi1 geregi, m(G — S) = d(u) = r olur. Azalan baglant: giicii ise,
wr(G — S) = h(u) — d(u) olarak bulunur. Bulanik tepe kararlilik degeri
2h(p) + d(w)

@)= %0 —dw

(20)
bulunur.
IS|=3 i¢in s(S) = 3h(u) = 3qy, olacaktir. {u,} € S oldugunda Vu;u; € ¢* igin S kiimesini
cizgeden ¢ikardigimizda herhangi iki tepe arasinda baglant: giicii azalmadigindan {u,} € S olmalhdir.
{u,} €S ve w(G[S — {uy}]) = 1 olsun. S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda Vu;,u; € o™ igin
CONNG_S(ui,uj) = d(u) =r olacaktir. En biiyiik baglanti giicii m(G —S) = d(u) elde edilir.
Azalan baglanti giicii ise wf(G —S) = h(w) — d(w) olarak bulunur. Bdylece, bulanik tepe kararlilik

degeri

_ 3h(w) +d@)
9= e —aw D
elde edilir.

{u,} € S ve w(G[S — {u,}]) = 2 olsun. S kiimesini ¢izgeden ¢ikardigimizda Vu;, u; € 0* igin
C ONNG_S(ui,uj) =0 ve C ONNG_S(ui,uj) =d(u) =r olacaktir. En biiyiikk baglant1 giicii tanimi
geregi me(G —S) = d(w) olur. Azalan baglanti glicti tanimindan
wr(G—S) = max{CONNG(ui,uj) - CONNG_S(ui,uj)} oldugundan w¢(G —S) = h(p) bulunur.

Boylece

3h(u) +d
ray= P+

h(w)

bulunur. (19), (20), (21), (22) ve bulanik tepe kararlilik degeri tanimindan

_(h(w) +d(w) 3h(W +dW)
T¢(G) = min ,

h(p) —d () h(w)
olarak bulunur ve ispat tamamlanir.
Durum ii) Durum i’nin ispatina benzer sekilde yapilir.

(22)
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SONUC

Cizge teorisinde zedelenebilirlik parametrelerinden biri olan kararlilik degerinde, ¢izgeden
cikarilan tepe veya tepeler kiimesi sonrasinda geriye kalan ¢izgedeki en biiyiik bilesenin tepe sayisi ile
ilgilenilir. Yani iletisimin veya baglantinin devam ettigi bilesen dikkate alinir ve buna bagli olarak
cizgenin kararlilik seviyesi belirlenmeye calisilir. Bulanik tepe kararlilik degeri parametresinde ise
cizgeden giiglii yaylar ¢ikarilarak herhangi iki tepe arasindaki baglanti giicii azaltilmis olup geriye
kalan ¢izgede bu tepeler arasinda devam eden yeni baglant1 giicli esas alinarak ¢izgenin kararlilik
degeri belirlenmistir. Tanimlanan parametreyi uyguladigimiz bulanik ¢izgelerden tek bir a-giiclii yaya
sahip, kendini merkezleyen, diizenli bulanik ¢evre ¢izgelerde ve lokamin ¢evre gizgelerde bulanik tepe
kararlilik degerlerini belirlemek icin ¢izgeler baglantisiz hale getirilmistir. Ayrica her bulanik c¢evre
cizge i¢in bulanik tepe kararlilik degerinin genel sonucu elde edilmistir. Bunun yaninda tepeleri
Uy, Uy, ..., Up—q Olan C,_; bulanik g¢evre ¢izge ile u, bulanik merkez tepeden olusan W, bulanik
tekerlek ¢izgesinde i = 1,...,n—1 olmak tlizere u(u;, u,) degerleri aym kalacak sekilde Ve €
E(Cp_y) i¢in p(u;, uy,) ile u(e) degerleri arasindaki iliskiler degistirilerek olusturulan farkli bulanik
tekerlek c¢izgelerine parametre uygulanarak genellestirilmis sonuglar elde edilmistir. Gelecek
calismalarda, W, bulanik tekerlek ¢izgesinde u(u; u,) degerleri farkli olacak sekilde V e € E(Cy,—1)

igin ,u(ul-,un) ile u(e) degerleri arasindaki iliskiler degistirilerek olusturulan farkli bulanik tekerlek
cizgeler ele alinarak bulanik tepe kararlilik degerleri arastirilabilir.
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