KUAZI OPTiGIN DURGUN OLMAY AN DENKLEMI iCiN BiR

OPTIMAL KONTROL PROBLEMI
Gabil Yagub', Nigar Yildinnm Aksoy®, Eray Aksoy?
'Kafkas Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi-36040/Kars
2K afkas Universitesi, Susuz Meslek Yiiksekokulu-36040/Kars

e-mail: gabilya@mail.ru

Abstract

In this paper, an optimal control problem for nonstationary quasi-optics equation that show the
scattering of the light beam inhomogeneous mediums is considered. In this problem, controls are a refraction and
absortion indicators of the scattered medium of the light beam. As a cost fuctional is used the Lions functional
that is based on Dirichlet- Neumann operator. For the considered optimal control problem, the existence and
uniqueness theorems are obtained. Frechet-differentiability of the cost functional is shown and its gradient is
obtained. Finally, a necessary optimality condition in variational inequality form for the optimal control problem
is given.

Keywords: Nonstationary quazi-optics equation, optimal control problem

Giris

Kuazi optigin durgun olmayan denklemi i¢in optimal kontrol problemleri genellikle
homojen olmayan ortamda 1sitk demetinin dagiliminmin incelendigi lineer olmayan optikte
ortaya ¢ikar. Bu problemlerde kontrol fonksiyonlar1 genellikle 151k dalgasmnin dagilma
ortaminin kirtlma ve emilme gostergeleridir. Ancak, bazi durumlarda kontrol, dagilan
dalganin baslangi¢ fazi da olabilir [1]. Kuazi optigin durgun olmayan denklemi igin optimal
kontrol problemleri, daha 6nce [2-5] galigmalarinda incelenmistir.

Bu calismada kuazi optigin durgun olmayan denkleminin kompleks degerli katsayisi
ile optimal kontrol problemi ele alinmistir ki, burada kompleks katsayinin reel kismi, homojen
ve lineer olmayan ortamin kirilma gostergesi, sanal kismi ise emilme gostergesidir ve sadece
uzay degiskenlerine bagimlidir. Bu durumda  kullanilan amag¢ fonksiyoneli, tim bolge
tizerinden integralle tanimlanan Lions fonksiyonelidir.

Soylemek gerekir ki, amag (veya gozlem) fonksiyoneli olarak Lions fonksiyoneli, ilk
kez J.L.Lions tarafindan 1s1 gecirgenlik denklemi i¢in bilinmeyen baslangi¢ fonksiyonunu
belirlemek amaciyla ele alinan ters problemde kullanilmistir [6]. Daha sonra Lions
fonksiyoneli, matematiksel fizigin cok boyutlu denklemlerinde katsayilarin bulunmasi ile
ilgili ters problemlerin varyasyonel konulmalarinda ilk kez A.D. Iskenderov un

caligmalarinda incelenmistir  [7]. Ayrica, kuazi optigin durgun denklemi veya durgun
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olmayan Schrodinger denklemi igin Lions fonksiyonelli optimal kontrol problemleri [8,9] ve

diger calismalarda ele alinmistir.

Optimal Kontrol Probleminin Konulmasi

Farz edelim ki, 1>0,L>0,T >0- verilen sayilar, 0<x<I|,0<t<T, 0<z<L,
Q, =(0.1)x(0,)x(0,2), Q=0 =(0.1)x(0,t), @, =(0,1)x(0,2), Q=(0,T)x (0, L).
Ck([O,T],B)- Banach uzayr olup, [O,T ] araliginda tanimli, degerlerini B Banach

uzayindan alan ve K >0 kez siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlarin uzayidir. L, (Q) ise p>1

dereceden integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue uzayidir;

W;'m (QL),W: m (QT ), p>1 k>0, m>0 - Sobolev uzaylari olup, tanimlar1 [10] ¢alismasinda
I 011 . ou ou o
verilmistir; W, (Q) -Hilbert uzay1 olup, elemanlar1 ve onlarin i genellestirilmis
Z

tirevleri L,(Q) uzayindan olan  u=u(x,t, z) fonksiyonlarmin Sobolev uzayidir.Bu uzayda

i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

(Up, Uy hypisagey = I[ulﬁz S, | o %jdxdtdz,

o ot ot 07 0z
||U|LN20,1,1(Q) = (U;U)NZO,M(Q) < 400,
2
W22’0'0(Q)‘ Hilbert uzayr olup, elemanlar1 ve onlarin 8_ , a—l: genellestirilmis tlirevleri
X

L, (Q) uzayma ait olan U= u(x,t, Z) fonksiyonlarinin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim

ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

_ . ou ou, o o7,
(U Uy L2000 = j(uluz + 6_xla_x2 +§;Ejjdxdtdz,

Q

”U“sz,o,o,(g) = 1/(U ,u )sz,o,o(g) ;

211
WAH(Q) = W22 (Q) W, (Q); V(\)/ 2 (Q) uzayr W,**(Q)uzayimn alt uzayidir ve bu uzayin

elemanlar1 X =0,X =1 noktalarinda sifira esdegerdir.

0
Bu calismada, VvV sembolii bir miktarin “hemen hemen tim degerleri” ni,

C, J=012,... ler ise degerlendirilen miktarlardan bagimsiz sabitleri belirtir.
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Simdi asagidaki optimal kontrol problemini ele alalim. Yani,

Lo Halv=el,

J, (V)=|w,—v,

fonksiyonelinin
V=V = (V% ), Vi € L (0,1),Jvg ()| <M =01,V x £ (0,1)

kiimesi tizerinde

iaa‘/;k +ia, ag;k —ala;/zk ra(X), +v ()t (Y = £, (xt,2),k =12, (xt,2) €0

v, (%0,2) =0y (x,2),k=12,(x,2) e
v (xt,0) =g, (x,1),k=12,(x,t) e,
v, (0t,2)=y (,t,2)=0,(t,z)eQ

81//2(0,t,z)_61//2(|,t,z)
ox  oOX

=0, (t,Z)eQ

sartlar1 altinda minimumunun bulunmasi problemini g6z Oniine alahm. Burada i=+/-1;

a,>0,a >0,b,>0,b, >0, >0 verilen sayilar, a(x)

Lo Sa(x)s;ﬁ,éxqo,l),%,yl =const >0
sartin1 saglayan reel degerli Olgiilebilir bir fonksiyon; ¢, (X,Z),(plk (X,t), f, (X,t,Z),k =12

fonksiyonlari
0 21 09,,(0,2)  0py,(1,2)

Py €W2 (QL)' @y E\sz'l (QL)’ X = ox =0;
0 21 0 0,t) o It
@, €W (QT)l 27 ‘EVV22’1 (QT )’ (012( ) = (012( ) =0;

f eWH(Q), k=12
sartlarii  saglayan verilen kompleks degerli fonksiyonlar; H=L,(0,1)xL,(0,1) ve

@ =(w,,®,)e H verilen bir elemandir.
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Her bir veV icin (2)-(6) sartlarindan y, =y, (X,t, Z) =y, (x,t,z;v),k =1,2 fonksiyonlarinin

bulunmasi problemi kuazi optigin durgun olmayan (2) denklemi i¢in baslangi¢ sinir deger

problemidir . Her bir veV i¢in (2)-(6) baslangi¢ sinir deger probleminin ¢oziimii olarak

o0 211

W, (Q), sz’l'l (Q) uzaylarina ait olan hemen her yerde ¢6ziim olan l//k(x,t,z),kzl,Z

fonksiyonlar1 anlagilmaktadir. [11] ¢alismasindaki sonuglari kullanarak asagidaki teoremin

gegerli oldugunu elde ederiz:

Teorem 1. Farz edelimki, a(x), gy (X.2), @y (x.t), f(xt,2),k =12 fonksiyonlar1 (7)-

(10) sartlarim1 saglasin. Bu takdirde her bir veV igin (2)-(6) baslangi¢ sinir deger

0 211
probleminin y, eW. (Q), v, €W, (Q) bir tek ¢dziimii vardir ve asagidaki kestirimler

gecerlidir:

IA

”‘//1

(T Y e (1

2
0211
W2 (Q T

IA

2 2
W4 (Q) WS () * ||¢12

v W LA

C, (”(Poz
Bu teoreme dayanarak (1) fonksiyonelinin her verilen V €V igin (1)- (6) baslangi¢ sinir

deger probleminin ¢6ziim siniflari igerisinde bir anlam ifade ettigini kolaylikla soyleyebiliriz.

Optimal kontrol probleminin ¢6ziimiiniin varhg: ve tekligi
Bu béliimde dncelikle, (1)- (6) optimal control probleminin o > 0 igin tek ¢6ziime sahip
oldugunu gosterecegiz.

Teorem 2: Farz edelim ki, a(x), @y (%,2), ¢, (x.t), f,(xt,2),k =12 fonksiyonlar (7)-

(10) sartlarin1 saglasin ve @we H verilen bir eleman olsun. Bu durmda H uzayinda her yerde
yogun olan Oyle bir G alt kiimesi vardir ki, herhangi weG ve a >0 i¢in (1)- (6) optimal
kontrol problemi tek ¢6ziime sahiptir.

Bu teoremin ispat1
Jo(v)= ”'/’1_‘//2”i2(9)

fonksiyonelinin V kiimesi {izerinde siirekli olmasi ve [12,13] calismalarindaki sonuglarin

yardimiyla kolaylikla elde edilir.
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Teorem 2 ye dayanarak sunu sdyleyebiliriz ki, & >0 oldugunda (1)-(6) optimal control
probleminin herhangi @ e H igin ¢oziimii olmayabilir. Ancak, asagidaki teorem 3 ile >0
icin oldugunda, (1)-(6) optimal control probleminin herhangi @< H i¢in en az bir ¢6ziime
sahip oldugunu kolaylikla ifade edebiliriz.
Teorem 3. Teorem 2’nin sartlarmin saglandigini kabul edelim. Bu durumda, o >0
oldugunda herhangi @ e H igin (1)- (6) optimal control problemi en az bir ¢6ziime sahiptir.
Bu teoremin ispati [6] calismasindaki metod kullanilarak ve ¢« > 0oldugunda

J ,(v)fonksiyonelinin V  kiimesi iizerinde alttan  zayif yari siirekli  oldugunun

gosterilmesiyle elde edilir.

Fonksiyonelin diferansiyellenebilirligi ve optimal kontrol probleminin ¢6ziimii

icin gerek sart
Bu boliimde, (1)- (6) optimal control probleminin ¢oziimii i¢in bir gerek sart elde
edecegiz. Bunun i¢in, ¢6zimii ¢jk=@(x,t,z),k=l,2 fonksiyonu olan asagidaki eslenik

problemi g6z 6niine alalim:

e, T, ()~ () =(-1) 2(v- ). (11.2) ek =12

4 (xT.2)
¢ (xt,L)=0, (xt)eQ; k=12
#(0,t,2)=¢(1,t,2)=0,(t,2)eQ

8¢2(0,t, Z) B 8¢2(I,t, z) B
o = y —O,(t,Z)eQ.

ia;kﬂao

=0, (x,2)eQ_ k=12

Burada v, =y, (x.t,2) =y, (xt,z;v),k =12 fonksiyonlar: (2)- (6) baslangi¢ simir deger

probleminin veV ye karsilik gelen ¢oziimiidiir.

0 211
Eslenik problemin ¢6ziimii olarak sirasiyla W > (Q), sz‘l'l(Q) uzaylarina ait olan hemen

0
hemen tim (X,t,Z)eQ icin (14)-(18) sartlarim saglayan, yani ‘v’(x,t,z)eQ icin (14)

0 0 0
denklemini, V(x,z)eQ, ve V(x,t)eQ; i¢in sirastyla (15) ve (16) sartlarini, V(t,z)e Q igin

(17), (18) sinir deger sartlarini saglayan @, =g, (X,t, Z),k =12 fonksiyonlar1 anlagilmaktadir.
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Eslenik problemde =T —t, & = L—z degisken doniisimleri yapilarak, bu problem, (2)-(6)
baslangi¢ smir deger probleminin kompleks eslenigi bi¢iminde olan bir probleme kolaylikla
indirgenebilir. Bu nedenle [11] ¢calismasindaki sonuglar1 kullanarak asagidaki teoremin gegerli
oldugunu elde edebiliriz:

Teorem 4: Teorem 1 in sartlarinin saglandigim kabul edelim. Bu durumda her bir

0 211
V €V igin (14)-(18) eslenik probleminin W , (Q), sz'l'l(Q) uzayina ait olan bir tek ¢6ziimii

vardir ve bu ¢6ziim i¢in agsagidaki kestirimler gecerlidir:

[ ;zvm o <C, (”W 1 _V’znjv;‘lvl(g) ) ’ (19)
A N A v (20)

(1)- (6) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin gerek sart1 elde etmek i¢in, 6nce (1)- (6)
optimal kontrol problemi i¢in Hamilton-Pontryagin fonksiyonu olarak adlandirilan asagidaki

fonksiyonu tanimlayalim:

(0 5 () 9 (0500, (6015 ->)
:—jRe(wl(x,t,z)(Z(xt 2)+y, (X1,2) ¢, (X, 2) Jdtdzv, (x

+Ilm(wl(x,t,z)¢l(x,t,z)+1//2(x,t,z)q?z(x,t,z))dtdzvl(x) &)

—a (Vo (X) =, (X))~ (v, (X) @y (%))
Burada v, (x.t,z)=y, (xt,z;v),k=12 ve ¢ (xt,2)=¢(xtzV),k=12 fonksiyonlar

sirastyla (2)- (6) baslangi¢ sinir deger probleminin ve (14)-(18) eslenik problemin VeV ye
karsilik gelen ¢oztiimleridir.
Teorem 5. Teorem 4’tin sartlarinin saglandigini kabul edelim ve e H verilen bir

eleman olsun. Bu taktirde, J,(v) fonksiyoneli V kiimesi iizerinde Frechet anlaminda

diferansiyellenebilirdir ve onun gradiyenti igin asagidaki formiil gegerlidir:

3 (V)= (251 ‘2?} (22)

Burada H= H(x,t//l,l//z,vo,vl,(/;l,@) fonksiyonu (21) formiilii ile tanimlanir.
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Bu teoremin ispat1 fonksiyonel uzaylarda Frechet anlaminda diferansiyellenebilirligin
tanimi kullanilarak gosterilir.

Son olarak, (1)-(6) optimal kontrol probleminin ¢dziimii igin varyasyon esitsizligi
seklinde gerek sart1 asagidaki gibi formiile edebiliriz:

Teorem 6: Farz edelim ki teorem 5’in sartlart saglansin  ve

V.= iv* eV: Ja(V*): J. = in\]; Ja(v)} kiimesi (1)- (6) optimal kontrol probleminin ¢oziimler
kiimesi olsun. Bu durumda, herhangi v'oeVv. icin asagidaki esitsizlik saglanir:

J.Re(n//f(x,t, 2) ¢ (x1,2)+, (%,1,2) 8, (%,1,2)) (v, () -V, (X)) dxditclz

Q

_i Im(y; (xt,2)4" (xt,2)+y; (xt,2) 8, (x1,2))(v, (X)—v; (X)) dxdltdz

+2a':[(v; (X)— o, (x))(v0 (X)—V, (x))dx

+2a;[(vf(x)—a)l(x))(vl(x)—vf(x))dx >0, WeV.

Burada  y, (xt,2) =y, (xt.z:V), ¢ (xt,2) =4 (xt,z;v), k=12  fonksiyonlar

sirastyla (2)-(6) baslangi¢ sinir deger ve (14)-(18) eslenik problemlerinin voeV ‘ye karsilik
gelen ¢oziimleridir.

Bu teoremin ispati, V kiimesinde tanimlanan Ja(V) fonksiyonelin gradyenti i¢in olan
(22) formiilii kullanilarak, Banach uzayinda tanimlanan ekstramel problemlerin ¢6ziimii igin
gerek sarta ait [14, syf. 28] c¢aligmasindan bildigimiz teoremin yardimiyla kolaylikla

gosterilir.
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