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Özet: Bu çalışmada, kısa fiber takviyeli nano kirişlerin burkulma davranışları, yerel olmayan 

elastisite teorisi çerçevesinde, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Levinson kiriş teorileri kullanılarak 

analiz edilmiştir. Yerel olmayan elastisite teorisi, nanoyapıların küçük ölçekli etkilerini dikkate 

alarak daha gerçekçi bir modelleme sunmakta ve nano ölçekteki malzemelerin yüzey etkileri, 

atomik kuvvetler ve mikro yapıların özelliklerinin burkulma davranışları üzerindeki etkilerinin 

incelenmesine olanak tanımaktadır. Yerel olmayan elastisite teorisi çerçevesinde gerçekleştirilen 

bu analizlerde, fiber hacim oranı, fiberin uzunluk/çap oranı, elastisite modülü oranı ve yerel 

olmayan parametre gibi önemli parametrelerin kritik burkulma yükleri üzerindeki etkileri 

incelenmiştir. Analizler sonucu ortaya çıkan sonuçlar grafiksel olarak sunulmuştur. Analizler, yerel 

olmayan parametrenin artışının, kirişlerin kritik burkulma yüklerinde belirgin bir düşüşe neden 

olduğunu göstermektedir. Fiber hacim oranının artması ise, kirişlerin burkulma direncini artırarak 

kritik burkulma yüklerinin yükselmesine neden olmaktadır. Ayrıca, fiber uzunluk/çap oranının 

artışı da burkulma direncini güçlendirmekte, özellikle uzun ve ince fiberlerin kullanıldığı yapılar 

daha yüksek burkulma yüklerine ulaşmaktadır. Elastisite modül oranı artışı ise, kirişlerin burkulma 

yüklerini daha da yükselterek, özellikle rijitliği yüksek fiberlerin yapısal performansa katkısını 

açıkça ortaya koymaktadır. Bu çalışma, mikro ve nano ölçekli uygulamalarda kullanılacak 

kompozit nano kirişlerin tasarımı ile ilgili önemli bilgiler sunmakta olup, gelecekteki araştırmalar 

için de önemli bir temel oluşturmaktadır. 
  

  

Evaluation of Critical Buckling Loads of Short Fiber Reinforced Nanobeams According to 

Different Beam Theories 

 

 

Keywords: 

Short Fiber Reinforced Beams, 
Critical Buckling Load, 

Nonlocal Elasticity Theory, 

Euler-Bernoulli Beam Theory, 
Timoshenko Beam Theory, 

Levinson Beam Theory. 

Abstract: This study analyzed the buckling behavior of short fiber reinforced nanobeams within 

the framework of nonlocal elasticity theory using Euler-Bernoulli, Timoshenko, and Levinson 

beam theories. The nonlocal elasticity theory provides a more realistic modeling approach by 

considering the effects of surface interactions, atomic forces, and the characteristics of 

microstructures, allowing for an examination of the impact of these factors on the buckling behavior 

of nanoscale materials. The analyses, conducted under the framework of nonlocal elasticity theory, 

investigated the effects of essential parameters such as fiber volume fraction, fiber length-to-

diameter ratio, elastic modulus ratio, and the nonlocal parameter on critical buckling loads. The 

results, presented graphically, reveal that an increase in the nonlocal parameter leads to a significant 

reduction in the critical buckling loads of the beams, indicating a decrease in rigidity. An increase 

in fiber volume fraction enhances the buckling resistance of the beams, resulting in higher critical 

buckling loads. Additionally, increasing the fiber length-to-diameter ratio further strengthens the 

buckling resistance, particularly in beams with long and slender fibers. The increase in the elastic 

modulus ratio also leads to higher critical buckling loads, particularly highlighting the significant 

contribution of highly rigid fibers to structural performance. This study provides important insights 

into the design of composite nano-beams for micro- and nano-scale applications and provides an 

important basis for future research. 
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1. GİRİŞ 

Nanoteknoloji, malzeme biliminde devrim yaratmış ve 

mühendislik yapılarında yeni nesil çözümler sunmuştur. 

Gelişen malzeme teknolojileri ile birlikte mühendislik 

yapılarında kullanılan malzemelerin özellikleri büyük bir 

dönüşüm geçirmiştir. Son yıllarda özellikle takviyeli 

yapıların analizi üzerine birçok çalışma yapılmıştır 

(Borjalilou ve ark., 2019; Civalek ve ark., 2022a, 2023a; Esen 

ve ark., 2021; Gul ve Aydogdu, 2023; Haddouch ve ark., 

2024; Salehipour ve ark., 2024). Kısa fiber takviyeli 

nanokompozitler, üstün mekanik özellikleri sayesinde 

geleneksel malzemelere göre daha hafif, dayanıklı ve çok 

yönlü kullanım imkanı sunmaktadır (Pakravan ve ark., 2017). 

Kısa fiber takviyeli nanokirişler, malzeme içinde dağılan kısa 

liflerin etkisiyle yüksek mukavemet, düşük yoğunluk ve 

esneklik gibi üstün özelliklere sahiptir. Bu nanokirişler, 

özellikle hafif yapılar gerektiren uygulamalarda tercih 

edilmektedir (Hosseini, 2017). Liflerin nanokirişe entegre 

edilmesi, malzemenin yük taşıma kapasitesini artırmakta ve 

yapının stabilitesini güçlendirmektedir (Wang ve ark., 2022). 

Nano kirişlerin kısa fiber takviyesi ile güçlendirilmesi, 

mikroyapısal özelliklerin iyileştirilmesi ve mekanik 

performansın artırılması gibi avantajlar sunmaktadır. Bu 

nedenle, kısa fiber takviyeli nano kirişler, ileri mühendislik 

uygulamalarında önemli bir malzeme seçeneği olarak öne 

çıkmaktadır (Pervaiz ve ark., 2021). Kısa fiber takviyeli nano 

kirişler, birçok mühendislik alanında yaygın olarak 

kullanılmaktadır. Özellikle havacılık, otomotiv, denizcilik, 

inşaat ve savunma sanayii gibi hafif ama güçlü malzemelerin 

kritik olduğu alanlarda önemli rol oynarlar. Örneğin, uçak 

kanat yapılarında veya hafif otomotiv parçalarında kullanılan 

bu nano kirişler, hem yapının ağırlığını azaltmakta hem de 

dayanıklılığını artırmaktadır (Ramu ve ark., 2019). Bunun 

yanı sıra, nano/mikroelektromekanik sistemlerde (NEMS, 

MEMS), sensör teknolojilerinde ve biyomedikal 

uygulamalarda da kullanılmaktadır. Bu çok yönlü kullanım 

alanları, nano kirişlerin mühendislik tasarımında vazgeçilmez 

bir bileşen olmasını sağlamaktadır (Dong ve ark., 2021). 

Daikh ve ark. (2024), karbon nanotüp ile takviye edilmiş 

fonksiyonel derecelendirilmiş nanokirişlerin eğilme 

davranışlarını incelemiş ve NEMS ile MEMS gibi 

uygulamalarda yüksek dayanım ve hafif yapıların sağladığı 

avantajları vurgulamıştır. Akpınar ve ark. (2024a), kısa lif 

takviyeli nano kirişlerin termo-mekanik titreşim frekanslarını 

analiz ederek bu tür yapıların yüksek sıcaklıklarda 

stabilitelerini koruma ve frekans kontrol yeteneklerini 

araştırmışlardır. Bir başka çalışmalarında Akpınar ve ark. 

(2024b), kısa fiber takviyeli nano kirişlerin titreşim 

özelliklerini inceleyerek, klasik teorilere ek olarak ikinci 

derece gerinim gradyan teorisini uygulamış ve titreşim 

frekanslarının lif-matris oranı gibi parametrelerle nasıl 

değiştiğini analiz etmiştir.  

Klasik kiriş teorileri, yapısal analizlerde sıklıkla 

kullanılan ve kirişlerin yük taşıma kapasitesini belirlemek 

için geliştirilen modellerdir. Bu teoriler arasında en yaygın 

olanları Euler-Bernoulli ve Timoshenko teorileridir. Euler-

Bernoulli kiriş teorisi, basit ve genellikle uzun kirişler için 

uygun olan bir model sunarken, Timoshenko kiriş teorisi 

kesme etkilerini de hesaba katarak, kiriş uzunluğunun enkesit 

yüksekliğine oranının küçük olduğu kirişlerde 

kullanılmaktadır (Khadem ve Euler, 1992; T Kaneko, 1975). 

Levinson kiriş teorisi (Levinson, 1981) ise Timoshenko kiriş 

teorisinden farklı olarak daha yüksek mertebeden kayma şekil 

değiştirmesini de içerir.  

Klasik kiriş teorileri, kirişlerin küçük boyut etkilerini göz 

ardı ettiği için mikro ve nano boyutlu yapıların 

deformasyonunu doğru bir şekilde tahmin edememektedir 

(Yaylı, 2019a). Bu tür mikro ve nano ölçeklerdeki 

sınırlamalar nedeniyle, bilim insanları yüksek merteben yerel 

olmayan elastisite teorilerini geliştirmiştir. Yaygın olarak 

kullanılan bazı yüksek mertebe teorileri arasında Eringen'in 

yerel olmayan elastisite teorisi (Eringen, 1983; Eringen ve 

Edelen, 1972), gerilme çifti teorisi (Toupin, 1962), 

değiştirilmiş gerilme çifti gerilim teorisi (Yang ve ark., 2002), 

şekil değiştirme değişimi teorisi (Mindlin, 1964, 1965) ve 

yerel olmayan şekil değiştirme değişimi teorisi (Lim ve ark., 

2015) yer almaktadır. Literatürde, yüksek mertebe elastisite 

teorileri kullanılarak, nano yapıların eğilme (Abdelrahman ve 

Eltaher, 2022; Akgöz ve Civalek, 2015; Civalek ve ark., 

2020), titreşim (Akbaş, 2018; Togun ve Bağdatlı, 2016a, 

2016b; Yaylı, 2017, 2018a, 2019b, 2020), burulma (Arda ve 

Aydogdu, 2018; Aydogdu ve Arda, 2016; Civalek ve ark., 

2022b; Yaylı, 2013, 2018b, 2018c, 2018d) ve burkulma 

(Civalek ve ark., 2022c; Civalek ve ark., 2023b; Kafkas ve 

ark., 2023; Yaylı, 2017) davranışları üzerine bir çok çalışma 

bulunmaktadır. Bu çalışmada, yerel olmayan elastisite 

teorisinin klasik kiriş teorilerine entegre edilmiş versiyonları 

incelenmiştir. 

Burkulma, yapıların belirli bir kritik yük seviyesinde 

denge konumlarından sapması ve ani stabilite kaybı ile 

karakterize edilen bir yapısal davranıştır. Burkulma yükü 

yapı elemanlarının yapısal çöküşüne neden olabilir (Dubina 

ve ark., 2013; Moses, 1982; Serna ve ark., 2006). Bu olgu, 

özellikle ince ve uzun yapı elemanlarında belirgindir; ancak 

nano ölçekli yapılar için de önemli bir güvenlik sorununu 

temsil eder (I-Ling, 2011). Nano yapılar, atomik boyutta 

düzenlemelere sahip olan malzemelerdir ve yüksek 

mukavemet, esneklik, düşük yoğunluk gibi benzersiz 

özelliklere sahiptirler. Ancak bu yapılar küçük boyutta 

olduklarından, burkulma gibi stabilite problemlerine karşı 

daha hassas tepki verebilirler (Silvestre ve ark., 2014). Kısa 

fiber takviyeli nano kirişler, geleneksel kirişlerin aksine, 

nanokompozit malzeme yapısına sahiptir ve içinde kısa, 

yönlendirilmiş fiberler barındırır. Bu kısa fiberler, 

malzemenin mekanik özelliklerini önemli ölçüde iyileştirir; 

özellikle burkulma, çekme ve eğilme yükleri altında daha 

yüksek dayanım sağlarlar. Kısa fiberler, matrise homojen 

olarak dağılır ve nano kirişlerin rijitliğini, mukavemetini ve 

stabilitesini artırır (Nunes ve ark., 2016). Böylece bu kirişler, 

mühendislik yapılarında daha güvenli ve dayanıklı bir yapı 

elemanı olarak kullanılır. 

Bu çalışmada, kısa fiber takviyeli nano kirişlerin kritik 

burkulma davranışları, yerel olmayan elastisite teorisi 

çerçevesinde, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Levinson kiriş 

teorileri kullanılarak analiz edilmiştir. Yerel olmayan 

elastisite teorisi, nanoyapıların küçük ölçekli etkilerini 

dikkate alarak daha gerçekçi bir modelleme sunmakta ve 

nano ölçekteki malzemelerin yüzey etkileri, atomik kuvvetler 

ve mikro yapıların özelliklerinin burkulma davranışları 

üzerindeki etkilerinin incelenmesine olanak tanımaktadır. 
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Yerel olmayan elastisite teorisi çerçevesinde gerçekleştirilen 

bu analizlerde, farklı kiriş teorileri, fiber hacim oranı, fiberin 

uzunluk/çap oranı, elastisite modülü oranı ve yerel olmayan 

parametre gibi önemli parametrelerin kritik burkulma yükleri 

üzerindeki etkileri incelenmiştir. Analizler sonucu ortaya 

çıkan sonuçlar grafiksel olarak sunulmuştur. 

2. MATERYAL VE METOT 

2.1. Kısa Fiber Takviyeli Malzemelerin Yapısal 

Özellikleri 

Kısa fiber takviyeli kompozitler, yüksek mukavemet-

ağırlık oranları ve iyileştirilmiş mekanik özellikleri nedeniyle 

mühendislik yapılarında yaygın olarak kullanılmaktadır. Bu 

malzemeler, matris içerisine dağılmış kısa fiberlerin 

oluşturduğu kompozit yapısıyla, geleneksel malzemelere 

göre üstün performans sergiler. Fiberlerin yönelim, 

uzunluk/çap oranı ve hacim fraksiyonu gibi parametreler, 

kompozitin genel mekanik davranışını doğrudan etkiler. Bu 

çalışmada, kısa fiber takviyeli malzemelerin elastisite 

modüllerinin tahmini için yaygın olarak kullanılan Halpin-

Tsai denklemleri kullanılmaktadır (Agarwal ve ark., 2006). 

Kısa fiber takviyeli kompozitlerin elastik özellikleri, 

matris ve fiberin bireysel elastisite modüllerine, fiberin 

yönelimi ve hacim fraksiyonuna bağlı olarak değişir. Bu tür 

kompozitler, belirli yönlerde üstün dayanım gösterirken, fiber 

yönelim ve dağılımına bağlı olarak farklı mekanik davranışlar 

sergilerler. Halpin-Tsai denklemleri, kısa fiber takviyeli 

kompozitlerin modüllerini belirlemek için oldukça faydalıdır 

ve hem boyuna hem de enine modüllerin hesaplanmasına 

olanak tanır (Agarwal ve ark., 2006). Bu denklemler, 

fiberlerin matris içerisindeki etkisini dikkate alarak 

malzemenin genel davranışını tahmin eder. Boyuna ve enine 

elastisite modülleri şu şekilde ifade edilir (Civalek ve ark., 

2023): 

𝐸𝐵 = 𝐸𝑚 (
1 + (2𝑙/𝑑)𝜂𝐵𝑉𝑓

1 − 𝜂𝐵𝑉𝑓
) (1) 

𝐸𝐸 = 𝐸𝑚 (
1 + 2𝜂𝐸𝑉𝑓

1 − 𝜂𝐸𝑉𝑓
) (2) 

 

Burada, 𝐸𝐵, 𝐸𝐸  ve 𝐸𝑚 sırasıyla fiberin boyuna elastisite 

modülünü, fiberin enine elastisite modülünü ve matrisin 

elastisite modülünü, 𝑙/𝑑  fiber uzunluk/çap oranını, 𝑉𝑓  fiber 

hacim dağılımını ve 𝜂𝐵 ve 𝜂𝐸  ise fiber ve matris arasındaki 

elastisite modülü oranlarına bağlı katsayıları ifade eder ve 𝐸𝑓 

fiber malzemenin elastisite modülü olmak üzere, aşağıdaki 

gibi tanımlanır (Agarwal ve ark., 2006):  

𝜂𝐵 =
(

𝐸𝑓

𝐸𝑚
) − 1

(
𝐸𝑓

𝐸𝑚
) + 2 (

𝑙

𝑑
)
 (3) 

𝜂𝐸 =
(

𝐸𝑓

𝐸𝑚
) − 1

(
𝐸𝑓

𝐸𝑚
) + 2

 (4) 

Şekil 1’de görüldüğü gibi kısa fiber takviyeli 

kompozitlerin yönlendirilmiş ve rastgele yönelimli olmak 

üzere iki türlü imalatı mevcuttur. Halpin-Tsai denklemleri, 

özellikle yönlendirilmiş kısa fiber takviyeli kompozitler için 

elastisite modülü tahmininde kullanışlıdır (Agarwal ve ark., 

2006). Bu denklemler, fiberin uzunluğu, çapı ve hacim 

oranının elastisite modülleri üzerindeki etkisini 

değerlendirmede önemli bilgiler sunar. 𝑙/𝑑  oranı arttıkça, 

boyuna elastisite modülü önemli ölçüde artarken, enine 

modül üzerinde daha sınırlı bir etki gözlemlenir. Ayrıca, 𝑉𝑓 

arttıkça hem boyuna hem de enine modüller yükselir, bu da 

kompozitin genel mukavemetini artırır. 

 

a) Yönlendirilmiş 

 

b) Rastgele yönelimli 

Şekil 1. Kısa fiber takviyeli kompozit nano kirişin şematik 

gösterimi: a) Yönlendirilmiş b) Rastgele yönelimli. 

Rastgele yönelimli kısa fiber kompozitler için, Halpin-

Tsai denklemlerinin doğrudan kullanımı uygun olmayabilir. 

Bu tür kompozitlerin elastik modülleri genellikle aşağıdaki 

ortalama denklemler ile tahmin edilir (Agarwal ve ark., 

2006): 

𝐸𝑅 =
3

8
𝐸𝐵 +

5

8
𝐸𝐸 (5) 

𝐺𝑅 =
1

8
𝐸𝐵 +

1

4
𝐸𝐸 (6) 

 

Burada 𝐸𝑅, rastgele yönelimli fiber kompozitlerin 

ortalama elastisite modülünü; 𝐺𝑅 ise rastgele yönelimli fiber 

kompozitlerin ortalama kayma modülünü temsil etmektedir. 
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Bu denklemler, rastgele yönelimli fiberlerin etkisini daha 

gerçekçi bir şekilde temsil eder. 

2.2. Kiriş Teorileri ve Kritik Burkulma Yükü Hesapları 

Kiriş teorileri, yapısal elemanların taşıma kapasitesini, 

stabilitesini ve davranışını analiz etmek için mühendislikte 

yaygın olarak kullanılmaktadır. Özellikle ince yapısal 

elemanlar olan kirişler, yük altında eğilme ve burkulma gibi 

kritik mekanik davranışlar sergilerler. Kirişlerin burkulma 

yükleri, stabilite açısından büyük önem taşır; çünkü bu 

yüklerin aşılması, yapının ani ve tehlikeli bir şekilde 

stabilitesini kaybetmesine yol açabilir. Bu nedenle, 

mühendislik yapılarında kirişlerin kritik burkulma yüklerinin 

doğru bir şekilde hesaplanması, yapısal güvenliği sağlamada 

önemli bir rol oynar. 

Gelişen malzeme teknolojileri ve mikro/nano ölçekli 

yapıların analiz gereksinimleri, yerel olmayan elastisite 

teorisinin kullanılmasını gerektirmektedir. Yerel olmayan 

elastisite teorisi, klasik kiriş teorilerinin ötesine geçerek, 

küçük ölçekli yapılar üzerinde uzun menzilli kuvvet etkilerini 

de hesaba katar (Yaylı, 2019). Yerel olmayan parametrelerin 

burkulma yükleri üzerindeki etkisi, özellikle kısa fiber 

takviyeli nano kirişlerin stabilitesi açısından kritik bir öneme 

sahiptir. 

 
Şekil 2. Basit mesnetli rastgele yönelimli kısa fiber takviyeli 

kompozit nano kirişin ve kesitinin şematik gösterimi. 

Bu bölümde, Şekil 2’de görülen, uzunluğu L, kesit 

genişliği b, kesit yüksekliği h olan ve N eksenel yükü ile 

yüklenmiş, basit mesnetli rastgele yönelimli bir kısa fiber 

takviyeli nano kiriş için, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve 

Levinson kiriş teorilerinin yerel olmayan etkilerle 

genişletilmiş hareket denklemleri sunularak, bu teorilere göre 

kısa fiber takviyeli nano kirişlerin kritik burkulma yükleri 

hesaplanacaktır.  

2.2.1. Hareket denklemleri 

 

2.2.1.1. Euler-Bernoulli kiriş teorisi 

 

Euler-Bernoulli kiriş teorisi, kirişlerin eğilme ve 

burkulma davranışlarını modellemek için kullanılan en temel 

teorilerden biridir. Bu teori, kayma şekil değiştirmesini ihmal 

eder. Teori, özellikle kiriş uzunluğunun enkesit yüksekliğine 

oranının büyük olduğu kirişlerin analizinde etkili olup, 

mühendislik yapılarında yaygın olarak kullanılmaktadır. 

Euler-Bernoulli kiriş teorisi, yerel olmayan etkiler eklenerek 

daha karmaşık yapılar için de kullanılabilir hale getirilebilir. 

Euler-Bernoulli teorisinin yerel olmayan elastisite teorisi 

ile genişletilmiş hareket denklemi aşağıdaki gibidir (Reddy, 

2007): 

𝜕2

𝜕𝑥2 (−𝐸𝑅𝐼
𝜕2𝑤𝐸

𝜕𝑥2 )

+ (𝑒0𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2
[

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝐸

𝜕𝑤𝐸

𝜕𝑥
) − 𝑞 + 𝜌𝐴

𝜕2𝑤𝐸

𝜕𝑡2

− 𝜌𝐼
𝜕4𝑤𝐸

𝜕𝑥2𝜕𝑡2] + 𝑞 −
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝐸

𝜕𝑤𝐸

𝜕𝑥
)

= 𝜌𝐴
𝜕2𝑤𝐸

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼
𝜕4𝑤𝐸

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 

(7) 

 

Bu denklemi, klasik Euler-Bernoulli teorisinden 

farklılaştıran yerel olmayan etkiler, 𝑒0𝑎 terimiyle ifade edilen 

yerel olmayan parametredir ve burada 𝑒0  malzemeye bağlı 

bir sabiti ve 𝑎’da malzeme iç karakteristik uzunluğu ifade 

eder. Ayrıca bu denklemde 𝐴  ve 𝐼  sırasıyla kesit alanı ve 

atalet momentini, 𝜌  yoğunluğu, 𝑞  kirişe etki eden düşey 

yayılı kuvveti, 𝑁𝐸  ve 𝑤𝐸  ise sırasıyla Euler-Bernoulli kiriş 

teorisine göre kiriş üzerindeki eksenel kuvveti ve kirişin 

düşey yer değiştirmesini ifade eder. 

2.2.1.2. Timoshenko kiriş teorisi 

 

Timoshenko kiriş teorisi, kirişlerin burkulma ve eğilme 

davranışlarını daha gerçekçi bir şekilde modellemek için 

geliştirilmiş bir teoridir. Euler-Bernoulli teorisinden farklı 

olarak, Timoshenko teorisi kirişin eğilmesi sırasında ortaya 

çıkan kayma şekil değiştirmelerini de hesaba katar. Bu 

özellik, Timoshenko teorisini özellikle kayma şekil 

değiştirmelerinin etkisinin önemli olduğu kiriş uzunluğunun 

enkesit yüksekliğine oranının büyük olduğu kirişlerin 

analizinde daha doğru bir model haline getirir. Kayma şekil 

değiştirmesinin dahil edilmesi, yapının gerçekte gösterdiği 

davranışları daha iyi temsil eder, bu da Timoshenko teorisinin 

geniş bir mühendislik uygulama alanı bulmasını sağlar. 

Timoshenko kiriş teorisinin bir diğer önemli avantajı, 

dinamik analizlerde sağladığı hassasiyettir. Kesme 

kuvvetlerinin ve rotasyonel hareketlerin dahil edilmesi, 

yüksek frekanslı titreşim analizlerinde ve kısa fiber takviyeli 

nano kirişler gibi kompleks yapıların modellenmesinde kritik 

bir rol oynar. Teorinin kapsamı, klasik kiriş teorilerinin 

ötesine geçerek, yerel olmayan etkilerin de bu tür analizlere 

eklenmesini sağlar. 

Timoshenko teorisinin yerel olmayan etkilerle 

genişletilmiş hareket denklemi, kirişin burkulma, eğilme ve 

titreşim davranışlarını tanımlar. Bu teorinin denklemleri, 

kirişin hem statik hem de dinamik yükler altında nasıl 

davrandığını anlamak için kritik öneme sahiptir. Aşağıda, 

Timoshenko kiriş teorisinin yerel olmayan etkilerle 

genişletilmiş hareket denklemi sunulmaktadır (Reddy, 2007): 
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𝜕

𝜕𝑥
[𝐺𝑅𝐴𝐾𝑠 (𝜙𝑇 +

𝜕𝑤𝑇

𝜕𝑥
)] + 𝑞 −

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝑇

𝜕𝑤𝑇

𝜕𝑥
)

− (𝑒0𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2 [𝑞

−
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝑇

𝜕𝑤𝑇

𝜕𝑥
)]

= 𝜌𝐴 (
𝜕2𝑤𝑇

𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎)2
𝜕4𝑤𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑡2) 

(8) 

𝜕

𝜕𝑥
(𝐸𝑅𝐼

𝜕𝜙𝑇

𝜕𝑥
) − 𝐺𝑅𝐴𝐾𝑠 (𝜙𝑇 +

𝜕𝑤𝑇

𝜕𝑥
)

= 𝜌𝐼
𝜕2𝜙𝑇

𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎)2𝜌𝐼
𝜕4𝜙𝑇

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 

(9) 

 

Burada 𝐾𝑠 kesme düzeltme faktörünü, 𝜙𝑇, 𝑁𝑇  ve 𝑤𝑇  ise 

sırasıyla Timoshenko kiriş teorisine göre kirişin dönme 

açısını, kiriş üzerindeki eksenel kuvveti ve kirişin düşey yer 

değiştirmesini ifade eder. 

2.2.1.3. Levinson kiriş teorisi 

 

Levinson kiriş teorisi, klasik Euler-Bernoulli ve 

Timoshenko kiriş teorilerinin ötesine geçerek hem kesme 

hem de dönme etkilerini daha doğru bir şekilde modelleyen 

gelişmiş bir teoridir. Bu teori, özellikle kiriş uzunluğunun 

enkesit yüksekliğine oranının büyük olduğu kirişlerin analizi 

için uygundur ve yerel olmayan etkilerle birleştirildiğinde, 

mikro ve nano ölçekteki yapıların dinamik davranışlarının 

daha iyi anlaşılmasına yardımcı olur. Levinson teorisinin 

hareket denklemi, kirişin eğilme, kesme ve dönme etkilerini 

bir araya getirir ve bu etkilerin kiriş üzerindeki karmaşık 

etkileşimlerini tanımlar. Aşağıda Levinson kiriş teorisinin 

genişletilmiş hareket denklemi sunulmuştur (Reddy, 2007): 

𝜕

𝜕𝑥
[𝐺𝑅𝐴 (𝜙𝐿 +

𝜕𝑤𝐿

𝜕𝑥
)] + 𝑞 −

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝐿

𝜕𝑤𝐿

𝜕𝑥
)

+ (𝑒0𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2
[−𝑞

+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑁𝐿

𝜕𝑤𝐿

𝜕𝑥
)]

= 𝜌𝐴 (
𝜕2𝑤𝐿

𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎)2
𝜕4𝑤𝐿

𝜕𝑥2𝜕𝑡2) 

(10) 

𝜕

𝜕𝑥
(𝐸𝑅𝐼

𝜕𝜙𝐿

𝜕𝑥
) −

4

3ℎ2
𝐸𝑅𝐽 (

𝜕2𝜙𝐿

𝜕𝑥2
+

𝜕3𝑤𝐿

𝜕𝑥3
)

− 𝐺𝑅𝐴 (𝜙𝐿 +
𝜕𝑤𝐿

𝜕𝑥
)

= 𝜌𝐼
𝜕2𝜙𝐿

𝜕𝑡2

− (𝑒0𝑎)2𝜌𝐼
𝜕4𝜙𝐿

𝜕𝑥2𝜕𝑡2 

(11) 

 

Burada 𝐼 ’nın atalet momenti olduğunu belirtilmişti. 𝐼 

kesit alanının 2. dereceden standart atalet momentiyken, 𝐽 ise 

kesit alanının 4. dereceden atalet momentini temsil 

etmektedir. ℎ  kiriş kesit yüksekliğini,  𝜙𝐿 , 𝑁𝐿  ve 𝑤𝐿  ise 

sırasıyla Levinson kiriş teorisine göre kirişin dönme açısını, 

kiriş üzerindeki eksenel kuvveti ve kirişin düşey yer 

değiştirmesini ifade eder. 

2.2.2. Analitik çözüm 

 

Şekil 2’de görülen basit mesnetli ve herhangi bir 𝑁 

eksenel yük ile yüklenmiş nano kiriş için, kirişin uç 

noktalarındaki ( 𝑥 =  0  ve 𝑥 =  𝐿 ) sınır şartları aşağıdaki 

gibi ifade edilebilir (Şimşek, 2019):  

𝑤 = 0,        
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 = 0. (12) 

 

Genel yer değiştirmeler 𝑤  ve 𝜙  fonksiyonları Fourier 

serisine açılarak yazılırsa (Reddy, 2007): 

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑊𝑚

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡 (13) 

𝜙(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝛷𝑚

∞

𝑚=1

𝑐𝑜𝑠
𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑒𝑖𝜔𝑚𝑡 (14) 

 

Burada m mod numarasını ve 𝜔𝑚 de titreşim frekansını 

ifade eder. Benzer biçimde yayılı yük için de seri açılımı 

sonucu aşağıdaki gibidir (Şimşek, 2019): 

𝑞(𝑥) = ∑ 𝑄𝑚

∞

𝑚=1

𝑠𝑖𝑛
𝑚𝜋𝑥

𝐿
 (15) 

 

Buradan 𝑄𝑚 şu şekilde tanımlanır: 

𝑄𝑚 =
2

𝐿
∫ 𝑞(𝑥) 𝑠𝑖𝑛

𝑚𝜋𝑥

𝐿
𝑑𝑥

𝐿

0

 (16) 
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2.2.2.1. Euler-Bernoulli kiriş teorisi 

 

Denklem (13)-(16)’yı Denklem (7)’de yerlerine yazarsak 

Euler-Bernoulli kiriş teorisi için hareket denklemi aşağıdaki 

gibi zamandan bağımsız halde yazılabilir (Reddy, 2007):  

[(1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) [𝑁𝐸 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

+ 𝜔𝑚
2 {𝜌𝐴 + 𝜌𝐼 (

𝑚𝜋

𝐿
)

2

}]

− 𝐸𝑅𝐼 (
𝑚𝜋

𝐿
)

4

] 𝑊𝑚

+ [1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

] 𝑄𝑚

= 0 

(17) 

 

Burkulma problemi için 𝑞  ve tüm zaman türevleri sıfır 

olarak alınarak hareket denklemi tekrar yazılabilir: 

(1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) [𝑁𝐸 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

+ 𝜔𝑚
2 {𝜌𝐴 + 𝜌𝐼 (

𝑚𝜋

𝐿
)

2

}]

− 𝐸𝑅𝐼 (
𝑚𝜋

𝐿
)

4

= 0 

(18) 

 

Kritik burkulma yükü 𝑁𝑘𝑟
𝐸 ’nin hesaplanabilmesi için 𝜔𝑚 = 0 

olarak alınması gerekir. 𝑚 = 1  için kritik burkulma yükü 

(Şimşek, 2019), 𝑁𝑘𝑟
𝐸  aşağıdaki gibi hesaplanabilir (Reddy, 

2007): 

𝑁𝑘𝑟
𝐸 =

1

[1 +
(𝑒0𝑎)2𝜋2

𝐿2 ]

𝜋2𝐸𝑅𝐼

𝐿2
 (19) 

 

2.2.2.2. Timoshenko kiriş teorisi 

 

Denklem (13)-(16)’yı Denklem (8) ve (9)’da yerlerine 

yazarsak Timoshenko kiriş teorisi için hareket denklemi 

aşağıdaki gibi zamandan bağımsız halde yazılabilir (Reddy, 

2007): 

 

−𝐺𝑅𝐴𝐾𝑠 (
𝑚𝜋

𝐿
) (𝛷𝑚 +

𝑚𝜋

𝐿
𝑊𝑚)

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝑄𝑚

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝑁𝑇 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

𝑊𝑚

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝜌𝐴𝜔𝑚
2 𝑊𝑚 = 0 

(20) 

−𝐸𝑅𝐼 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

𝛷𝑚 − 𝐺𝑅𝐴𝐾𝑠 (𝛷𝑚 +
𝑚𝜋

𝐿
𝑊𝑚)

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝜌𝐼𝜔𝑚
2 𝛷𝑚 = 0 

(21) 

Kritik burkulma yükü 𝑁𝑘𝑟
𝑇 ’nin hesaplanabilmesi için; 𝑞, 

tüm zaman türevleri ve 𝜔𝑚  sıfır olarak alınmasıyla, 𝑚 = 1 

alınarak aşağıdaki gibi hesaplanır (Reddy, 2007): 

𝑁𝑘𝑟
𝑇 =

1

[1 +
(𝑒0𝑎)2𝜋2

𝐿2 ] [1 +
𝜋2𝐸𝑅𝐼

𝐺𝑅𝐴𝐾𝑠𝐿2]

𝜋2𝐸𝑅𝐼

𝐿2  (22) 

 

2.2.2.3. Levinson kiriş teorisi 

 

Son olarak da Levinson kiriş teorisi için zamandan 

bağımsız hareket denklemi Denklem (13)-(16)’yı Denklem 

(10) ve (11)’de yerlerine yazılarak elde edilir (Reddy, 2007): 

−𝐺𝑅𝐴 (
𝑚𝜋

𝐿
) (𝛷𝑚 +

𝑚𝜋

𝐿
𝑊𝑚)

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝑄𝑚

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝑁𝐿 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

𝑊𝑚

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝜌𝐴𝜔𝑚
2 𝑊𝑚 = 0 

(23) 

−𝐸𝑅𝐼 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

𝛷𝑚

− [𝐺𝑅𝐴 −
4

3ℎ2 𝐸𝑅𝐽 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

] (𝛷𝑚 +
𝑚𝜋

𝐿
𝑊𝑚)

+ (1 + (𝑒0𝑎)2 (
𝑚𝜋

𝐿
)

2

) 𝜌𝐼𝜔𝑚
2 𝛷𝑚 = 0 

(24) 

 

Levinson kiriş teorisi için de kritik burkulma yükü 𝑁𝑘𝑟
𝐿 , 

Timoshenko kiriş teorisinin kritik burkulma yükü ile kesme 

düzeltme faktörü haricinde aynıdır (Reddy, 2007):  

𝑁𝑘𝑟
𝐿 =

1

[1 +
(𝑒0𝑎)2𝜋2

𝐿2 ] [1 +
𝜋2𝐸𝑅𝐼

𝐺𝑅𝐴𝐿2]

𝜋2𝐸𝑅𝐼

𝐿2
 (25) 

 

3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu bölümde, kısa fiber takviyeli nano kirişlerin farklı kiriş 

teorilerine göre kritik burkulma yüklerinin sayısal analizleri 

sunulmaktadır. Çalışmada, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve 

Levinson kiriş teorilerinin burkulma davranışları 

karşılaştırılmış ve yerel olmayan parametre (𝑒0𝑎) ve diğer 

değişkenlerin etkisi incelenmiştir. Kritik burkulma yükleri, 

farklı parametreler altında analiz edilmiş ve sonuçlar grafikler 

aracılığıyla görselleştirilmiştir. Bu analizler, yapısal 

güvenliğin sağlanmasında hangi teorinin daha uygun 

olduğunu anlamak için önemlidir. 

Kiriş teorileri, yapısal analizlerde kirişlerin burkulma ve 

eğilme davranışlarını modellemek için kullanılan temel 

araçlardır. Bu çalışmada ele alınan Euler-Bernoulli, 

Timoshenko ve Levinson kiriş teorileri, farklı varsayımlar ve 

modelleme yaklaşımları ile kirişlerin burkulma analizlerinde 

kritik rol oynar. Euler-Bernoulli kiriş teorisi, en basit ve 

klasik yaklaşımı sunar; kayma şekil değiştirmelerini ihmal 
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eder ve sadece eğilme etkilerini dikkate alır. Bu yaklaşım, 

uzun ve ince kirişler için uygun sonuçlar sağlasa da kiriş 

uzunluğunun enkesit yüksekliğine oranının büyük olduğu 

için yetersiz kalabilir. Timoshenko kiriş teorisi, kayma şekil 

değiştirmesini hesaba katarak daha karmaşık ve gerçekçi bir 

model sunar. Bu teori, özellikle kiriş uzunluğunun enkesit 

yüksekliğine oranının büyük olduğu kirişlerin analizinde 

önemli avantajlar sağlar. Kesme etkilerinin dikkate alınması, 

kirişin stabilitesi ve burkulma yükü üzerindeki etkilerin daha 

doğru bir şekilde modellenmesine olanak tanır. Levinson 

kiriş teorisi ise, Timoshenko teorisinin bir adım ötesine 

geçerek, daha gelişmiş bir kayma şekil değiştirmesi modeli 

sunar. Bu teoriler, yerel olmayan elastisite teorisiyle 

birleştirildiğinde, küçük ölçekli yapıların uzun menzilli 

kuvvet etkileri de göz önüne alınarak, daha doğru ve güvenilir 

analizler yapılabilmektedir. 

Bu bölümde, öncelikle kiriş teorilerinin burkulma yükleri 

üzerindeki etkileri karşılaştırılmak için, farklı 𝐿/ℎ oranları ve 

yerel olmayan parametre değerleri için, 𝐸𝑓 = 72.40  GPa, 

𝐸𝑚 = 2.76  GPa, 𝑉𝑓 = 0.2  (Agarwal ve ark., 2006), 𝑙 = 5 

nm, 𝑑 = 1 nm, 𝑏 = 5 nm ve ℎ = 10 nm değerleri alınmıştır. 

Şekil 3-5’te, 𝑒0𝑎 = 0.1, 1, 2 değerleri için farklı 𝐿/ℎ oranları 

ile elde edilen sayısal sonuçların grafiksel gösterimleri 

sunulmaktadır. 

 

 

 
Şekil 3. Farklı 𝐿/ℎ oranları için kritik burkulma yükleri (𝑒0𝑎 = 0.1). 

 

 
Şekil 4. Farklı 𝐿/ℎ oranları için kritik burkulma yükleri (𝑒0𝑎 = 1). 
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Şekil 5. Farklı 𝐿/ℎ oranları için kritik burkulma yükleri (𝑒0𝑎 = 2). 

 

Şekil 3-5’e bakıldığında, Euler-Bernoulli teorisinin basit 

varsayımlarla eğilme etkilerini dikkate alırken, kayma şekil 

değiştirmesini ihmal etmesinin sonuçları açık biçimde 

görülmektedir. Bu durum, özellikle düşük 𝐿/ℎ oranlarında, 

Euler-Bernoulli teorisinin diğer teorilere göre daha yüksek 

kritik burkulma yükleri tahmin etmesine neden olmaktadır. 

Diğer yandan, Timoshenko ve Levinson teorileri kayma şekil 

değiştirme etkilerini modellemeleri nedeniyle, burkulma 

yüklerinde daha düşük değerler sunmaktadır. Bu iki teoriden 

Timoshenko, kesme etkilerini daha güçlü bir şekilde dahil 

ederek, genellikle en düşük burkulma yükü sonuçlarını 

verirken, Levinson teorisi biraz daha yüksek sonuçlar 

sunmaktadır. Bu fark, Timoshenko teorisinde bulunan 𝐾𝑠 

kesme düzeltme faktöründen kaynaklanmaktadır. 𝐿/ℎ oranı 

arttıkça kiriş teorilerinin kritik burkulma yükleri 

yakınlaşmaktadır. Örneğin 𝑒0𝑎 = 0.1, 𝐿/ℎ = 1 durumunda, 

Timoshenko kiriş teorisi Euler-Bernoulli kiriş teorisine göre 

yaklaşık % 72 oranında daha düşük kritik burkulma yükü 

tahmin ederken, 𝐿/ℎ = 15  durumunda ise bu oran % 1’e 

kadar düşmüştür. Analizler, yerel olmayan parametre 𝑒0𝑎'nın 

kritik burkulma yükleri üzerindeki önemli etkisini de ortaya 

koymuştur. 𝑒0𝑎  parametresi arttıkça, kritik burkulma 

yüklerinde belirgin bir düşüş gözlenmiştir. Bu düşüş, kirişin 

yerel olmayan etkiler sebebiyle rijitliğinin azaldığını ve 

burkulmaya karşı direncinin düştüğünü göstermektedir. 

Mikro ve nano ölçekli yapılarda, uzun menzilli kuvvet 

etkileşimleri ve moleküler seviyedeki etkiler klasik teorilerde 

öngörülen rijitliği zayıflatmakta, bu da kritik burkulma 

yüklerinin daha düşük olmasına neden olmaktadır. Bu 

nedenle, yerel olmayan etkiler dikkate alınmadan yapılan 

analizler, kirişlerin burkulmaya karşı gerçek direncini 

olduğundan daha yüksek tahmin edebilir, bu da yapısal 

güvenlik açısından yanılgılara yol açabilir. 

Çalışmanın bu kısmında ise, farklı fiber hacim oranları ve 

yerel olmayan parametre değerleri kullanılarak, kiriş 

teorilerinin burkulma yükleri üzerindeki etkileri Şekil 6-8’de 

karşılaştırılmıştır. Şekillerdeki ortak eğilimler, kiriş 

teorilerinin burkulma davranışlarını ve yerel olmayan 

etkilerin bu davranışlara nasıl etki ettiğini net bir şekilde 

ortaya koymaktadır. 

Şekillerden de gözlemlendiği gibi, 𝑒0𝑎  değerinin artışı, 

kirişlerin kritik burkulma yüklerinde bir düşüşe yol 

açmaktadır. Bu düşüş, kiriş rijitliğinde azalmayı işaret eder 

ve yerel olmayan etkilerin yapı üzerindeki baskınlığını 

gösterir. Kritik burkulma yüklerindeki bu düşüş, yerel 

olmayan parametrenin yapının genel rijitliğini zayıflattığı 

anlamına gelir. Mikro ve nano ölçekli yapılarda uzun menzilli 

kuvvet etkileşimleri, klasik teorilerin öngördüğü yükleri 

düşürerek, yapının stabilitesini olumsuz etkiler.  

Buna ek olarak, fiber hacim oranı kritik burkulma yükleri 

üzerinde pozitif bir etkiye sahiptir. Grafiklerde görüldüğü 

üzere, 𝑉𝑓 arttıkça, burkulma yükleri de belirgin bir şekilde 

artmaktadır. Örneğin, 𝑉𝑓 = 0.1  ile 𝑉𝑓 = 0.5  arasında kritik 

burkulma yüklerinde, tüm kiriş teorilerinde yaklaşık 3 kata 

kadar artışlar gözlemlenmiştir. Bu durum, fiber takviyesinin 

kiriş rijitliğini artırarak burkulma direncini yükselttiğini 

açıkça göstermektedir. 

Şekil 6-8’e bakıldığında 𝑒0𝑎  değerinin artması, kiriş 

rijitliğini düşürürken, 𝑉𝑓 değerinin artışı yapının burkulma 

yüklerini kayda değer şekilde artırmaktadır. Bu bulgular, kiriş 

analizlerinde doğru parametrelerin seçiminin yapısal 

güvenlik açısından kritik olduğunu ve özellikle mikro ve 

nano ölçekli yapılarda yerel olmayan etkilerin mutlaka 

dikkate alınması gerektiğini bir kez daha ortaya koymaktadır. 

Şekil 9-10’da ise Timoshenko kiriş teorisi kullanılarak, 

𝑒0𝑎 = 0.2  durumunda, farklı fiber hacim oranları ( 𝑉𝑓 =

0.1, 0.3, 0.5, 0.7) ve farklı fiber uzunluk/çap oranları (𝑙/𝑑) 

için kritik burkulma yükleri çizilmiştir. Bu analizler, özellikle 

Timoshenko teorisinin kesme ve kayma şekil değiştirme 

etkilerini içerdiği için en düşük burkulma yüklerini tahmin 

etmesi durumunu yansıtmaktadır. Şekillerin detaylı 

incelenmesi, kritik burkulma yüklerinin bu parametrelere 

nasıl tepki verdiğini ortaya koymaktadır. 
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Şekil 6. Farklı 𝑒0𝑎 değerleri için kritik burkulma yükleri (𝑉𝑓 = 0.1). 

 

 
Şekil 7. Farklı 𝑒0𝑎 değerleri için kritik burkulma yükleri (𝑉𝑓 = 0.3). 

 

 
Şekil 8. Farklı 𝑒0𝑎 değerleri için kritik burkulma yükleri (𝑉𝑓 = 0.5). 
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Şekil 9. Timoshenko kiriş teorisine göre farklı 𝑉𝑓 ve 𝑙/𝑑 değerleri için kritik burkulma yükleri. 

 

 
Şekil 10. Timoshenko kiriş teorisine göre farklı 𝑉𝑓 ve 𝑙/𝑑 değerleri için kritik burkulma yükleri. 

 

Şekil 9 ve 10’a bakıldığında, fiber hacim oranı arttıkça 

kritik burkulma yüklerinin belirgin bir şekilde yükseldiği 

gözlemlenmektedir. Bu artış, fiber takviyesinin kiriş rijitliğini 

güçlendirdiğini ve böylece burkulma direncinin arttığını 

ortaya koymaktadır. Yüksek fiber hacim oranları, yapıların 

stabilitesini olumlu yönde etkileyerek kritik yüklerin daha 

yüksek seviyelere çıkmasına katkıda bulunmaktadır. Bunun 

yanı sıra, fiberin uzunluk/çap oranı arttıkça kritik burkulma 

yüklerinin de arttığı görülmektedir. Uzun ve ince fiberlerin 

kiriş yapısına entegrasyonu, burkulma direncini artırarak 

kritik yüklerin yükselmesine neden olmaktadır. Bu durum, 

fiber uzunluğunun kirişin burkulma davranışında belirleyici 

bir parametre olduğunu göstermektedir. Özellikle yüksek 𝑙/𝑑 

oranları, yapının burkulma direncini artırarak güvenli yapısal 

tasarıma katkı sağlamaktadır. 

Elastisite modül oranı da kritik burkulma yükleri üzerinde 

önemli bir etkiye sahiptir. Grafikteki sonuçlar, 𝐸𝑓 𝐸𝑚⁄  

oranının artmasıyla birlikte kritik burkulma yüklerinin 

belirgin şekilde arttığını göstermektedir. Özellikle 

𝐸𝑓 𝐸𝑚 = 100⁄  durumu, 𝐸𝑓 𝐸𝑚 = 10⁄  durumuna kıyasla çok 

daha yüksek burkulma yükleri sunmaktadır. Bu artış, daha 

rijit bir fiber malzemenin kiriş yapısının rijitliğini büyük 

ölçüde güçlendirdiğini ve burkulma direncini artırdığını 

ortaya koymaktadır. Daha yüksek 𝐸𝑓 𝐸𝑚⁄  oranlarında, 

uzunluk/çap oranına göre kritik burkulma yüklerinin artış hızı 

da önemli ölçüde yükselmektedir. 𝐸𝑓 𝐸𝑚 = 100⁄  olduğunda, 

uzun ve ince fiberlerin etkisi daha belirgin hale gelmekte ve 

burkulma yüklerinin daha hızlı artmasına neden olmaktadır. 

Bu, rijitliği yüksek fiberlerin kirişin burkulma direncini daha 

etkili bir şekilde artırdığını göstermektedir. 

4. SONUÇ 

Bu çalışmada, kısa fiber takviyeli nanokompozit kirişlerin 

kritik burkulma davranışları, Euler-Bernoulli, Timoshenko 

ve Levinson gibi çeşitli kiriş teorileri kullanılarak ve yerel 

olmayan elastisite etkileri dikkate alınarak incelenmiştir. Elde 



KAFKAS 

 

11 

edilen sonuçlar, kiriş teorisi seçiminin ve yerel olmayan 

etkilerin, özellikle mikro ve nano ölçekli uygulamalarda, 

öngörülen kritik burkulma yükleri üzerinde önemli bir etkiye 

sahip olduğunu göstermektedir. 

Analizler, yerel olmayan parametre arttıkça kritik 

burkulma yüklerinde bir düşüş olduğunu ortaya koymuştur. 

Bu durum, nanoyapılarda uzun menzilli etkileşimlerin kiriş 

rijitliğini zayıflatarak burkulma direncini azalttığını 

göstermektedir. Tüm kiriş teorilerinde gözlenen bu düşüş, 

klasik modellerin yerel olmayan etkileri dikkate almadığı 

durumlarda burkulma direncini olduğundan yüksek tahmin 

edebileceğini ortaya koymaktadır.  

Nano kirişlerin boyuna göre kalınlıklarının oranı da kritik 

burkulma yüklerini etkilemektedir. 𝐿/ℎ  oranı yükseldikçe 

nano kirişlerin kritik burkulma yükleri belirgin bir düşüş 

göstermektedir. 𝐿/ℎ oranı arttıkça kiriş teorilerinin kritik 

burkulma yükleri de yakınlaşmaktadır. Örneğin 𝑒0𝑎 = 0.1, 

𝐿/ℎ = 1  durumunda, Timoshenko kiriş teorisi Euler-

Bernoulli kiriş teorisine göre yaklaşık % 72 oranında daha 

düşük kritik burkulma yükü tahmin ederken, 𝐿/ℎ = 15 

durumunda ise bu oran % 1’e kadar düşmüştür.  

Fiber hacim oranının artışı, kirişlerin kritik burkulma 

yüklerini olumlu yönde etkilemekte ve kiriş rijitliğini 

artırarak burkulma direncini güçlendirmektedir. Çalışma, 𝑉𝑓 

değerinin 0.1’den 0.5’e çıkmasının kritik burkulma yüklerini 

3 kat arttırdığını göstermiştir. Bu bulgu, fiber takviyesinin 

yapısal performansı artırmadaki önemli rolünü açıkça ortaya 

koymaktadır. Uzunluk/çap oranı (𝑙/𝑑) arttıkça bu etki daha 

da belirgin hale gelmekte ve uzun ince fiberlerin kiriş 

rijitliğine katkısı daha da artmaktadır. 

Elastisite modül oranı da kritik burkulma yükleri üzerinde 

önemli bir etkiye sahiptir. 𝐸𝑓 𝐸𝑚⁄ = 100  durumunda elde 

edilen burkulma yükleri, 𝐸𝑓 𝐸𝑚⁄ = 10  durumuna göre çok 

daha yüksek olup, daha rijit fiberlerin kirişin burkulma 

direncine önemli bir katkı sağladığını göstermektedir. Bu 

etki, özellikle yüksek 𝑙/𝑑  oranlarında daha da 

belirginleşmekte ve rijitliğin artışıyla birlikte burkulma 

yükleri hızla yükselmektedir. 

Sonuç olarak, bu çalışma, nanokompozit kirişlerin 

burkulma analizinde yerel olmayan etkilerin, uygun kiriş 

teorisi seçiminin ve mikro ve nano ölçekli uygulamalarda 

yapısal stabilitenin doğru tahmin edilebilmesi için yerel 

olmayan etkileşimlerin göz önünde bulundurulmasının 

önemini ortaya koymaktadır.  Ayrıca, fiber hacim oranı, 

uzunluk/çap oranı ve elastisite modül oranı gibi 

parametrelerin dikkatlice seçilmesi, yapı elemanlarının 

burkulma direncini hesaplamak açısından son derece 

önemlidir. Gelecekteki çalışmalarda bu teorik bulguların 

deneysel doğrulamalarının yapılması ve burkulma davranışı 

üzerinde etkili olabilecek diğer yapısal parametrelerin de 

incelenmesi faydalı olacaktır. 
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