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Ozet: Bu calismada, kisa fiber takviyeli nano kirislerin burkulma davranislari, yerel olmayan
elastisite teorisi ¢ergevesinde, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Levinson kiris teorileri kullanilarak
analiz edilmistir. Yerel olmayan elastisite teorisi, nanoyapilarin kiiciik 6lcekli etkilerini dikkate
alarak daha gergekei bir modelleme sunmakta ve nano Olgekteki malzemelerin yiizey etkileri,
atomik kuvvetler ve mikro yapilarin 6zelliklerinin burkulma davranislari tizerindeki etkilerinin
incelenmesine olanak tanimaktadir. Yerel olmayan elastisite teorisi ¢er¢evesinde gergeklestirilen
bu analizlerde, fiber hacim orani, fiberin uzunluk/cap orani, elastisite modiilii oran1 ve yerel
olmayan parametre gibi Onemli parametrelerin kritik burkulma yiikleri {izerindeki -etkileri
incelenmistir. Analizler sonucu ortaya ¢ikan sonuglar grafiksel olarak sunulmustur. Analizler, yerel
olmayan parametrenin artiginin, kirislerin kritik burkulma yiiklerinde belirgin bir diisiise neden
oldugunu gostermektedir. Fiber hacim oraninin artmasi ise, kirislerin burkulma direncini artirarak
kritik burkulma yiiklerinin yiikselmesine neden olmaktadir. Ayrica, fiber uzunluk/cap oraninin
artist da burkulma direncini giiclendirmekte, 6zellikle uzun ve ince fiberlerin kullanildig: yapilar
daha yiiksek burkulma yiiklerine ulagmaktadir. Elastisite modiil oran1 artis1 ise, kiriglerin burkulma
acikca ortaya koymaktadir. Bu calisma, mikro ve nano 6lgekli uygulamalarda kullanilacak
kompozit nano kirislerin tasarimi ile ilgili dnemli bilgiler sunmakta olup, gelecekteki aragtirmalar
icin de dnemli bir temel olusturmaktadir.
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Abstract: This study analyzed the buckling behavior of short fiber reinforced nanobeams within
the framework of nonlocal elasticity theory using Euler-Bernoulli, Timoshenko, and Levinson
beam theories. The nonlocal elasticity theory provides a more realistic modeling approach by
considering the effects of surface interactions, atomic forces, and the characteristics of
microstructures, allowing for an examination of the impact of these factors on the buckling behavior
of nanoscale materials. The analyses, conducted under the framework of nonlocal elasticity theory,
investigated the effects of essential parameters such as fiber volume fraction, fiber length-to-
diameter ratio, elastic modulus ratio, and the nonlocal parameter on critical buckling loads. The
results, presented graphically, reveal that an increase in the nonlocal parameter leads to a significant
reduction in the critical buckling loads of the beams, indicating a decrease in rigidity. An increase
in fiber volume fraction enhances the buckling resistance of the beams, resulting in higher critical
buckling loads. Additionally, increasing the fiber length-to-diameter ratio further strengthens the
buckling resistance, particularly in beams with long and slender fibers. The increase in the elastic
modulus ratio also leads to higher critical buckling loads, particularly highlighting the significant
contribution of highly rigid fibers to structural performance. This study provides important insights
into the design of composite nano-beams for micro- and nano-scale applications and provides an
important basis for future research.
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1. GIRiS

Nanoteknoloji, malzeme biliminde devrim yaratmis ve
miihendislik yapilarinda yeni nesil ¢ozliimler sunmustur.
Gelisen malzeme teknolojileri ile birlikte miihendislik
yapilarinda kullanilan malzemelerin 6zellikleri biiyiik bir
donlisim gecirmistir. Son yillarda o6zellikle takviyeli
yapilarin analizi {izerine bircok ¢alisma yapilmistir
(Borjalilou ve ark., 2019; Civalek ve ark., 2022a, 2023a; Esen
ve ark., 2021; Gul ve Aydogdu, 2023; Haddouch ve ark.,
2024; Salehipour ve ark., 2024). Kisa fiber takviyeli
nanokompozitler, dstin mekanik ozellikleri sayesinde
geleneksel malzemelere gore daha hafif, dayanikli ve ¢ok
yonlii kullanim imkani sunmaktadir (Pakravan ve ark., 2017).
Kisa fiber takviyeli nanokirisler, malzeme i¢inde dagilan kisa
liflerin etkisiyle yiiksek mukavemet, diisik yogunluk ve
esneklik gibi {stiin ozelliklere sahiptir. Bu nanokirisler,
ozellikle hafif yapilar gerektiren uygulamalarda tercih
edilmektedir (Hosseini, 2017). Liflerin nanokirise entegre
edilmesi, malzemenin yiik tagima kapasitesini artirmakta ve
yapinin stabilitesini giiclendirmektedir (Wang ve ark., 2022).

Nano kirislerin kisa fiber takviyesi ile giiclendirilmesi,
mikroyapisal ~ Ozelliklerin  iyilestirilmesi ve mekanik
performansin artirilmasi gibi avantajlar sunmaktadir. Bu
nedenle, kisa fiber takviyeli nano Kkirisler, ileri mithendislik
uygulamalarinda 6nemli bir malzeme segenegi olarak One
¢ikmaktadir (Pervaiz ve ark., 2021). Kisa fiber takviyeli nano
kirigler, birgok miihendislik alaninda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Ozellikle havacilik, otomotiv, denizcilik,
ingaat ve savunma sanayii gibi hafif ama gii¢lii malzemelerin
kritik oldugu alanlarda 6nemli rol oynarlar. Ornegin, ucak
kanat yapilarinda veya hafif otomotiv pargalarinda kullanilan
bu nano kirisler, hem yapinin agirligini azaltmakta hem de
dayanikliligini artirmaktadir (Ramu ve ark., 2019). Bunun
yani sira, nano/mikroelektromekanik sistemlerde (NEMS,
MEMS), sensdr teknolojilerinde ve  biyomedikal
uygulamalarda da kullanilmaktadir. Bu ¢ok yonlii kullanim
alanlari, nano kirislerin mithendislik tasariminda vazgecilmez
bir bilesen olmasini saglamaktadir (Dong ve ark., 2021).
Daikh ve ark. (2024), karbon nanotiip ile takviye edilmis
fonksiyonel  derecelendirilmis  nanokiriglerin  egilme
davraniglarini  incelemis ve NEMS ile MEMS gibi
uygulamalarda yiiksek dayanim ve hafif yapilarin sagladig
avantajlart vurgulamistir. Akpimar ve ark. (2024a), kisa lif
takviyeli nano kiriglerin termo-mekanik titresim frekanslarini
analiz ederek bu tir yapilarin yiiksek sicakliklarda
stabilitelerini koruma ve frekans kontrol yeteneklerini
aragtirmislardir. Bir baska c¢alismalarinda Akpinar ve ark.
(2024b), kisa fiber takviyeli nano Kkirislerin titresim
ozelliklerini inceleyerek, klasik teorilere ek olarak ikinci
derece gerinim gradyan teorisini uygulamis ve titresim
frekanslarinin  lif-matris orani gibi parametrelerle nasil
degistigini analiz etmistir.

Klasik kiris teorileri, yapisal analizlerde siklikla
kullanilan ve kiriglerin yiik tagima kapasitesini belirlemek
icin gelistirilen modellerdir. Bu teoriler arasinda en yaygin
olanlar1 Euler-Bernoulli ve Timoshenko teorileridir. Euler-
Bernoulli kiris teorisi, basit ve genellikle uzun kirisler i¢in
uygun olan bir model sunarken, Timoshenko kirig teorisi
kesme etkilerini de hesaba katarak, kiris uzunlugunun enkesit
yiiksekligine oraninin  kiicik  oldugu  kirislerde

kullanilmaktadir (Khadem ve Euler, 1992; T Kaneko, 1975).
Levinson kiris teorisi (Levinson, 1981) ise Timoshenko kirig
teorisinden farkli olarak daha yiiksek mertebeden kayma sekil
degistirmesini de igerir.

Klasik kirig teorileri, kirislerin kiigiik boyut etkilerini goz
ardi ettigi icin mikro ve nano boyutlu yapilarin
deformasyonunu dogru bir sekilde tahmin edememektedir
(Yayli, 2019a). Bu tir mikro ve nano oOlgeklerdeki
sinirlamalar nedeniyle, bilim insanlar1 yiiksek merteben yerel
olmayan elastisite teorilerini gelistirmistir. Yaygin olarak
kullanilan bazi yiliksek mertebe teorileri arasinda Eringen'in
yerel olmayan elastisite teorisi (Eringen, 1983; Eringen ve
Edelen, 1972), gerilme ¢ifti teorisi (Toupin, 1962),
degistirilmis gerilme ¢ifti gerilim teorisi (Yang ve ark., 2002),
sekil degistirme degisimi teorisi (Mindlin, 1964, 1965) ve
yerel olmayan sekil degistirme degisimi teorisi (Lim ve ark.,
2015) yer almaktadir. Literatiirde, yiiksek mertebe elastisite
teorileri kullanilarak, nano yapilarin egilme (Abdelrahman ve
Eltaher, 2022; Akgoz ve Civalek, 2015; Civalek ve ark.,
2020), titresim (Akbas, 2018; Togun ve Bagdatli, 2016a,
2016b; Yayli, 2017, 2018a, 2019b, 2020), burulma (Arda ve
Aydogdu, 2018; Aydogdu ve Arda, 2016; Civalek ve ark.,
2022b; Yayl, 2013, 2018b, 2018c, 2018d) ve burkulma
(Civalek ve ark., 2022c; Civalek ve ark., 2023b; Kafkas ve
ark., 2023; Yayli, 2017) davraniglari iizerine bir ¢ok ¢alisma
bulunmaktadir. Bu ¢alismada, yerel olmayan elastisite
teorisinin klasik kiris teorilerine entegre edilmis versiyonlari
incelenmistir.

Burkulma, yapilarin belirli bir kritik yiik seviyesinde
denge konumlarindan sapmasi ve ani stabilite kaybi ile
karakterize edilen bir yapisal davramistir. Burkulma yiiki
yap1 elemanlarinin yapisal ¢okiisiine neden olabilir (Dubina
ve ark., 2013; Moses, 1982; Serna ve ark., 2006). Bu olgu,
ozellikle ince ve uzun yap1 elemanlarinda belirgindir; ancak
nano 6lgekli yapilar icin de dnemli bir giivenlik sorununu
temsil eder (I-Ling, 2011). Nano yapilar, atomik boyutta
diizenlemelere sahip olan malzemelerdir ve yiiksek
mukavemet, esneklik, diisiik yogunluk gibi benzersiz
Ozelliklere sahiptirler. Ancak bu yapilar kiigiik boyutta
olduklarindan, burkulma gibi stabilite problemlerine karsi
daha hassas tepki verebilirler (Silvestre ve ark., 2014). Kisa
fiber takviyeli nano kirisler, geleneksel kirislerin aksine,
nanokompozit malzeme yapisina sahiptir ve iginde kisa,
yonlendirilmis  fiberler barmndirir. Bu  kisa fiberler,
malzemenin mekanik 6zelliklerini dnemli 6lgiide iyilestirir;
ozellikle burkulma, ¢ekme ve egilme yiikleri altinda daha
yiiksek dayanim saglarlar. Kisa fiberler, matrise homojen
olarak dagilir ve nano kirislerin rijitligini, mukavemetini ve
stabilitesini artirir (Nunes ve ark., 2016). Bdylece bu kirigler,
miihendislik yapilarinda daha giivenli ve dayanikli bir yap1
elemant olarak kullanilir.

Bu calismada, kisa fiber takviyeli nano kiriglerin kritik
burkulma davranislari, yerel olmayan elastisite teorisi
gercevesinde, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve Levinson Kirig
teorileri kullanilarak analiz edilmistir. Yerel olmayan
elastisite teorisi, nanoyapilarin kiiciik odlcekli etkilerini
dikkate alarak daha gercek¢i bir modelleme sunmakta ve
nano Ol¢ekteki malzemelerin ylizey etkileri, atomik kuvvetler
ve mikro yapilarin 6zelliklerinin burkulma davranislari
iizerindeki etkilerinin incelenmesine olanak tanimaktadir.
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Yerel olmayan elastisite teorisi ¢ergevesinde gergeklestirilen
bu analizlerde, farkli kiris teorileri, fiber hacim orani, fiberin
uzunluk/gap orani, elastisite modiilii oran1 ve yerel olmayan
parametre gibi 6nemli parametrelerin kritik burkulma yiikleri
tizerindeki etkileri incelenmistir. Analizler sonucu ortaya
¢ikan sonuclar grafiksel olarak sunulmustur.

2. MATERYAL VE METOT

2.1. Kisa
Ozellikleri

Fiber Takviyeli Malzemelerin Yapisal

Kisa fiber takviyeli kompozitler, yiiksek mukavemet-
agirlik oranlar1 ve iyilestirilmis mekanik 6zellikleri nedeniyle
miihendislik yapilarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu
malzemeler, matris igerisine dagilmis kisa fiberlerin
olugturdugu kompozit yapisiyla, geleneksel malzemelere
gore {stiin  performans sergiler. Fiberlerin yonelim,
uzunluk/cap orani ve hacim fraksiyonu gibi parametreler,
kompozitin genel mekanik davranisint dogrudan etkiler. Bu
caligmada, kisa fiber takviyeli malzemelerin elastisite
modiillerinin tahmini i¢in yaygin olarak kullanilan Halpin-
Tsai denklemleri kullanilmaktadir (Agarwal ve ark., 2006).

Kisa fiber takviyeli kompozitlerin elastik o6zellikleri,
matris ve fiberin bireysel elastisite modiillerine, fiberin
yonelimi ve hacim fraksiyonuna bagli olarak degisir. Bu tiir
kompozitler, belirli yonlerde iistiin dayanim gosterirken, fiber
yonelim ve dagilimina bagli olarak farkli mekanik davranislar
sergilerler. Halpin-Tsai denklemleri, kisa fiber takviyeli
kompozitlerin modiillerini belirlemek i¢in olduk¢a faydalidir
ve hem boyuna hem de enine modiillerin hesaplanmasina
olanak tanir (Agarwal ve ark., 2006). Bu denklemler,
fiberlerin matris igerisindeki etkisini dikkate alarak
malzemenin genel davranigini tahmin eder. Boyuna ve enine
elastisite modiilleri su sekilde ifade edilir (Civalek ve ark.,
2023):
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Burada, Eg, Ej ve E,, sirasiyla fiberin boyuna elastisite
modiiliinii, fiberin enine elastisite modiiliinii ve matrisin
elastisite modiiliinii, [/d fiber uzunluk/gap oramini, V; fiber
hacim dagilimini ve ng Ve ng ise fiber ve matris arasindaki
elastisite modiilii oranlarina bagh katsayilar ifade eder ve Ef
fiber malzemenin elastisite modiili olmak {tizere, asagidaki
gibi tanimlanir (Agarwal ve ark., 2006):
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Sekil 1’de goriildiigi gibi kisa fiber takviyeli
kompozitlerin yonlendirilmis ve rastgele yonelimli olmak
tizere iki tlirlii imalati mevcuttur. Halpin-Tsai denklemleri,
ozellikle yonlendirilmis kisa fiber takviyeli kompozitler igin
elastisite modiilii tahmininde kullanishidir (Agarwal ve ark.,
2006). Bu denklemler, fiberin uzunlugu, ¢apt ve hacim
oraninin  elastisite ~ modiilleri  iizerindeki  etkisini
degerlendirmede Onemli bilgiler sunar. [/d oram arttikga,
boyuna elastisite modiilii 6nemli Ol¢iide artarken, enine
modiil lizerinde daha smirh bir etki gézlemlenir. Ayrica, Vg
arttikga hem boyuna hem de enine modiiller yiikselir, bu da
kompozitin genel mukavemetini artirir.
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b) Rastgele yonelimli

Sekil 1. Kisa fiber takviyeli kompozit nano kirigin sematik
gosterimi: a) Yonlendirilmis b) Rastgele yonelimli.

Rastgele yonelimli kisa fiber kompozitler i¢in, Halpin-
Tsai denklemlerinin dogrudan kullanimi1 uygun olmayabilir.
Bu tiir kompozitlerin elastik modiilleri genellikle asagidaki
ortalama denklemler ile tahmin edilir (Agarwal ve ark.,
2006):

3 5

1 1
GR=§EB +ZEE (6)

Burada Eg, rastgele yonelimli fiber kompozitlerin
ortalama elastisite modiiliinii; G ise rastgele yonelimli fiber
kompozitlerin ortalama kayma modiiliinii temsil etmektedir.
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Bu denklemler, rastgele yonelimli fiberlerin etkisini daha
gercekei bir sekilde temsil eder.

2.2. Kiris Teorileri ve Kritik Burkulma Yiikii Hesaplari

Kiris teorileri, yapisal elemanlarin tasima kapasitesini,
stabilitesini ve davranigini analiz etmek i¢in mithendislikte
yaygin olarak kullanilmaktadir. Ozellikle ince yapisal
elemanlar olan kirisler, yiik altinda egilme ve burkulma gibi
kritik mekanik davraniglar sergilerler. Kiriglerin burkulma
yiikleri, stabilite agisindan biiylik 6nem tasir; ¢linkii bu
yiiklerin agilmasi, yapmin ani ve tehlikeli bir sekilde
stabilitesini kaybetmesine yol acabilir. Bu nedenle,
miihendislik yapilarinda kirislerin kritik burkulma ytiklerinin
dogru bir sekilde hesaplanmasi, yapisal giivenligi saglamada
onemli bir rol oynar.

Gelisen malzeme teknolojileri ve mikro/nano 6lgekli
yapilarin analiz gereksinimleri, yerel olmayan elastisite
teorisinin kullanilmasin1 gerektirmektedir. Yerel olmayan
elastisite teorisi, klasik kiris teorilerinin &tesine gegerek,
kiigiik 6lgekli yapilar iizerinde uzun menzilli kuvvet etkilerini
de hesaba katar (Yayli, 2019). Yerel olmayan parametrelerin
burkulma yiikleri tizerindeki etkisi, ozellikle kisa fiber
takviyeli nano Kiriglerin stabilitesi agisindan kritik bir 6neme
sahiptir.

i RN =2/
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Sekil 2. Basit mesnetli rastgele yonelimli kisa fiber takviyeli

kompozit nano kirisin ve kesitinin sematik gosterimi.

Bu bolimde, Sekil 2’de goriilen, uzunlugu L, Kesit
genigligi b, kesit yiiksekligi h olan ve N eksenel yiikii ile
yiiklenmis, basit mesnetli rastgele yonelimli bir kisa fiber
takviyeli nano kiris i¢in, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve
Levinson kirig teorilerinin yerel olmayan etkilerle
genisletilmis hareket denklemleri sunularak, bu teorilere gore
kisa fiber takviyeli nano kirislerin kritik burkulma yiikleri
hesaplanacaktir.

2.2.1. Hareket denklemleri
2.2.1.1. Euler-Bernoulli kiris teorisi

Euler-Bernoulli  kirig teorisi, kiriglerin egilme ve
burkulma davranislarint modellemek i¢in kullanilan en temel
teorilerden biridir. Bu teori, kayma sekil degistirmesini ihmal
eder. Teori, 6zellikle kiris uzunlugunun enkesit yiiksekligine
oraninin biiyilk oldugu kirislerin analizinde etkili olup,
mithendislik yapilarinda yaygin olarak kullanilmaktadir.
Euler-Bernoulli kiris teorisi, yerel olmayan etkiler eklenerek
daha karmasik yapilar i¢in de kullanilabilir hale getirilebilir.

Euler-Bernoulli teorisinin yerel olmayan elastisite teorisi
ile genigletilmis hareket denklemi asagidaki gibidir (Reddy,
2007):

02 2wt
W<_ER1_ax2 >
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Bu denklemi, klasik Euler-Bernoulli teorisinden

farklilagtiran yerel olmayan etkiler, eqga terimiyle ifade edilen
yerel olmayan parametredir ve burada e, malzemeye baglh
bir sabiti ve a’da malzeme i¢ karakteristik uzunlugu ifade
eder. Ayrica bu denklemde A ve [ sirasiyla kesit alani ve
atalet momentini, p yogunlugu, q kirise etki eden diisey
yayili kuvveti, N ve wf ise sirasiyla Euler-Bernoulli Kiris
teorisine gore kirig iizerindeki eksenel kuvveti ve kirigin
diisey yer degistirmesini ifade eder.

2.2.1.2. Timoshenko Kiris teorisi

Timoshenko kirig teorisi, kiriglerin burkulma ve egilme
davraniglarin1 daha gergek¢i bir sekilde modellemek igin
gelistirilmis bir teoridir. Euler-Bernoulli teorisinden farkli
olarak, Timoshenko teorisi kirigin egilmesi sirasinda ortaya
¢ikan kayma sekil degistirmelerini de hesaba katar. Bu
ozellik, Timoshenko teorisini Ozellikle kayma sekil
degistirmelerinin etkisinin énemli oldugu kiris uzunlugunun
enkesit yiiksekligine oranmin biiyiik oldugu kirislerin
analizinde daha dogru bir model haline getirir. Kayma sekil
degistirmesinin dahil edilmesi, yapinin gercekte gosterdigi
davranislar1 daha iyi temsil eder, bu da Timoshenko teorisinin
genis bir mithendislik uygulama alani bulmasini saglar.

Timoshenko kirig teorisinin bir diger dnemli avantaji,
dinamik analizlerde sagladigi hassasiyettir. Kesme
kuvvetlerinin ve rotasyonel hareketlerin dahil edilmesi,
yiiksek frekansli titresim analizlerinde ve kisa fiber takviyeli
nano kirigler gibi kompleks yapilarin modellenmesinde kritik
bir rol oynar. Teorinin kapsami, klasik kirig teorilerinin
Otesine gegerek, yerel olmayan etkilerin de bu tiir analizlere
eklenmesini saglar.

Timoshenko  teorisinin  yerel olmayan etkilerle
genigletilmis hareket denklemi, kirisin burkulma, egilme ve
titresim davraniglarini tanimlar. Bu teorinin denklemleri,
kirisin hem statik hem de dinamik yiikler altinda nasil
davrandigin1 anlamak igin kritik dneme sahiptir. Asagida,
Timoshenko kiris teorisinin yerel olmayan etkilerle
genigletilmis hareket denklemi sunulmaktadir (Reddy, 2007):
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Burada K kesme diizeltme faktoriinii, 7, NT ve wT ise
sirastyla Timoshenko Kirig teorisine gore kirisin donme
acisiny, kiris lizerindeki eksenel kuvveti ve kirigin diisey yer
degistirmesini ifade eder.

2.2.1.3. Levinson Kkiris teorisi

Levinson Kkiris teorisi, klasik Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kiris teorilerinin 6tesine gegerek hem kesme
hem de donme etkilerini daha dogru bir sekilde modelleyen
geligmis bir teoridir. Bu teori, dzellikle kiris uzunlugunun
enkesit yliksekligine oraninin biiyiik oldugu kirislerin analizi
icin uygundur ve yerel olmayan etkilerle birlestirildiginde,
mikro ve nano Olgekteki yapilarin dinamik davranislarinin
daha iyi anlagilmasma yardimer olur. Levinson teorisinin
hareket denklemi, kirigin egilme, kesme ve déonme etkilerini
bir araya getirir ve bu etkilerin kiris tizerindeki karmasik
etkilesimlerini tanimlar. Asagida Levinson kiris teorisinin
genisletilmis hareket denklemi sunulmustur (Reddy, 2007):

0 - L+6WL N 0 NL@WL
x|k ¢ dx a dx dx
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Burada I ’nin atalet momenti oldugunu belirtilmisti. [
kesit alaninin 2. dereceden standart atalet momentiyken, J ise
kesit alanimmin 4. dereceden atalet momentini temsil
etmektedir. h kiris kesit yiiksekligini, ¢, Nt ve w’ ise
sirastyla Levinson Kirig teorisine gore kirisin donme agisini,
kiris tizerindeki eksenel kuvveti ve Kkirisin diisey yer
degistirmesini ifade eder.

2.2.2. Analitik ¢6ziim

Sekil 2’de goriilen basit mesnetli ve herhangi bir N
eksenel yiik ile yiikklenmis nano kiris ig¢in, Kirisin ug
noktalarindaki (x = 0 ve x = L) sinir sartlart asagidaki
gibi ifade edilebilir (Simsek, 2019):

%w
w = 0, W =0. (12)

Genel yer degistirmeler w ve ¢ fonksiyonlar1 Fourier
serisine agilarak yazilirsa (Reddy, 2007):

N . T lwmpt
w(x,t) = Z Wi sin——e m (13)
m=1
N MY it
d(x,t) = Z D, cosTe m (14)
m=1

Burada m mod numarasini ve w,, de titresim frekansini
ifade eder. Benzer bi¢cimde yayili yiik i¢in de seri agilimi
sonucu asagidaki gibidir (Simsek, 2019):

a@) = ) Qusin=— (15)
m=1

Buradan Q,,, su sekilde tanimlanir:

2 (t  mmx
Om = —J q(x) sin——dx (16)
L), L



Kiris Teorilerine Gore Kisa Fiber Takviyeli Nano Kirislerin Kritik Burkulma Yiiklerinin Degerlendirilmesi

2.2.2.1. Euler-Bernoulli kiris teorisi
Denklem (13)-(16)’y1 Denklem (7)’de yerlerine yazarsak

Euler-Bernoulli kiris teorisi i¢in hareket denklemi asagidaki
gibi zamandan bagimsiz halde yazilabilir (Reddy, 2007):

1+ o () v ()
+ w?, {pA + pl (?)2}]
— Bl (?)4] W an
+ [1 + (eqa)? (?)2] QOm
=0

Burkulma problemi igin q ve tim zaman tiirevleri sifir
olarak alinarak hareket denklemi tekrar yazilabilir:

(14 conr (7)) [ (7
wifoa+ o1 (C5) ] (18)

— Eql (?)4 =0

Kritik burkulma yiikii Ny, ’nin hesaplanabilmesi i¢in w,, = 0
olarak alinmasi gerekir. m = 1 igin kritik burkulma yiiki
(Simsek, 2019), NE. asagidaki gibi hesaplanabilir (Reddy,
2007):

1 T[ZERI
[1+(eoa)2n2] 12 (19)

L2

E _
Nkr_

2.2.2.2. Timoshenko Kiris teorisi

Denklem (13)-(16)’y1 Denklem (8) ve (9)’da yerlerine
yazarsak Timoshenko kiris teorisi i¢in hareket denklemi
asagidaki gibi zamandan bagimsiz halde yazilabilir (Reddy,
2007):

—GrAK, (%) (& + %Wm)
+ (14 02 (B5) ) o
mims 2 mis 2 (20)
+ (1 + (epa)? (T) )NT (—) W,
+ (1 + (epa)? (?)Z)pAmem =0
—Eql (?)2 B — GrAK; (B + %Wm)
(21)

mmy 2
+ (1 + (epa)? (T) )plwfn(bm =0

Kritik burkulma yiikii NJ.’nin hesaplanabilmesi igin; g,
tiim zaman tiirevleri ve w,, sifir olarak alinmasiyla, m = 1
aliarak asagidaki gibi hesaplanir (Reddy, 2007):

1 TEZERI
(epa)?m? m2ERl 12 (22)
12 ] [1 + GRAKSLZ]

T _—
Nk‘r_
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2.2.2.3. Levinson Kkiris teorisi

Son olarak da Levinson kiris teorisi i¢in zamandan
bagimsiz hareket denklemi Denklem (13)-(16)’y1 Denklem
(10) ve (11)’de yerlerine yazilarak elde edilir (Reddy, 2007):

—GgA (?) (P + W)

L
+(1+ 00 () 2)Qm
) (29)
+ <1 + (epa)? (nzn )N
+ (1 + (ep)? (m” 2>pAa)m W, =0
—Egl (?)2 o,
(608 = 300 (5) ] (0 + 50w 24

<1+(eoa)2( ))plwm @, =0

Levinson kiris teorisi i¢in de kritik burkulma yiikii N/,
Timoshenko kiris teorisinin kritik burkulma yiikii ile kesme
diizeltme faktorii haricinde aynidir (Reddy, 2007):

(e a)27r21 m2Egl T[Z[;'RI (25)
[

GrAL?

L _—
Nkr_

3. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, kisa fiber takviyeli nano kiriglerin farkli kirig
teorilerine gore kritik burkulma yiiklerinin sayisal analizleri
sunulmaktadir. Calismada, Euler-Bernoulli, Timoshenko ve
Levinson  kiris  teorilerinin  burkulma  davranislart
karsilagtirtlmig ve yerel olmayan parametre (ega) ve diger
degiskenlerin etkisi incelenmistir. Kritik burkulma ytikleri,
farkli parametreler altinda analiz edilmis ve sonuglar grafikler
araciligiyla  gorsellestirilmistir.  Bu  analizler, yapisal
giivenligin saglanmasinda hangi teorinin daha uygun
oldugunu anlamak i¢in dnemlidir.

Kiris teorileri, yapisal analizlerde kirislerin burkulma ve
egilme davranislarint modellemek i¢in kullanilan temel
araglardir. Bu c¢aligmada ele alman Euler-Bernoulli,
Timoshenko ve Levinson kiris teorileri, farkli varsayimlar ve
modelleme yaklasimlari ile kiriglerin burkulma analizlerinde
kritik rol oynar. Euler-Bernoulli kiris teorisi, en basit ve
klasik yaklagimi sunar; kayma sekil degistirmelerini ihmal
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eder ve sadece egilme etkilerini dikkate alir. Bu yaklagim,
uzun ve ince kirisler i¢in uygun sonuglar saglasa da kiris
uzunlugunun enkesit yiiksekligine oraninin bilyiikk oldugu
i¢in yetersiz kalabilir. Timoshenko kirig teorisi, kayma sekil
degistirmesini hesaba katarak daha karmasik ve gercekei bir
model sunar. Bu teori, 6zellikle kiris uzunlugunun enkesit
yiliksekligine oraninin biiyiik oldugu kiriglerin analizinde
onemli avantajlar saglar. Kesme etkilerinin dikkate alinmasi,
kirisin stabilitesi ve burkulma yiikii tizerindeki etkilerin daha
dogru bir sekilde modellenmesine olanak tanir. Levinson
kiris teorisi ise, Timoshenko teorisinin bir adim Otesine
gegerek, daha gelismis bir kayma sekil degistirmesi modeli
sunar. Bu teoriler, yerel olmayan elastisite teorisiyle

200

n
=]

100}

Kritik burkulma ytika (nN)

n
(=]

birlestirildiginde, kiiciik o6l¢ekli yapilarin uzun menzilli
kuvvet etkileri de gbz 6niine alinarak, daha dogru ve giivenilir
analizler yapilabilmektedir.

Bu béliimde, oncelikle kiris teorilerinin burkulma ytikleri
iizerindeki etkileri karsilastirilmak igin, farkli L /h oranlari ve
yerel olmayan parametre degerleri icin, Ey = 72.40 GPa,
En =2.76 GPa, V; = 0.2 (Agarwal ve ark., 2006), [ =5
nm,d =1nm, b =5nmve h =10 nm degerleri alinmustir.
Sekil 3-5’te, ega = 0.1, 1, 2 degerleri igin farkli L/h oranlar1
ile elde edilen sayisal sonuglarin grafiksel gosterimleri
sunulmaktadir.

T

r—' E‘ul;ar—rBlemoﬁll‘i ’l;eoris‘i

T

. Timoshenko Teorisi .

— Levinson Teorisi

2 4 6 8 10 12 14
L/h
Sekil 3. Farkli L/h oranlari i¢in kritik burkulma yiikleri (eja = 0.1).
200 — Euler—Bernoulli Teorisi -

150!

100!

Kritik burkulma ytika (nN)

n
=

. Timoshenko Teorisi

— Levinson Teorisi

8 0 12 14

L/h

Sekil 4. Farkli L/h oranlari i¢in kritik burkulma yiikleri (eja = 1).
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T T T T T

Kritik burkulma ytika (nN)

T T

— Euler—Bernoulli Teorisi
Timoshenko Teorisi

— Levinson Teorisi

T

8 0 12 14

L/h

Sekil 5. Farkli L/h oranlari igin kritik burkulma yiikleri (eja = 2).

Sekil 3-5’¢ bakildiginda, Euler-Bernoulli teorisinin basit
varsayimlarla egilme etkilerini dikkate alirken, kayma sekil
degistirmesini ihmal etmesinin sonuglart acik bigimde
gorilmektedir. Bu durum, 6zellikle diisiik L/h oranlarinda,
Euler-Bernoulli teorisinin diger teorilere gore daha yiiksek
kritik burkulma yiikleri tahmin etmesine neden olmaktadir.
Diger yandan, Timoshenko ve Levinson teorileri kayma sekil
degistirme etkilerini modellemeleri nedeniyle, burkulma
yiiklerinde daha diisiik degerler sunmaktadir. Bu iki teoriden
Timoshenko, kesme etkilerini daha giiglii bir sekilde dahil
ederek, genellikle en diisiik burkulma yiikii sonuglarimi
verirken, Levinson teorisi biraz daha yiliksek sonuglar
sunmaktadir. Bu fark, Timoshenko teorisinde bulunan K
kesme diizeltme faktoriinden kaynaklanmaktadir. L/h orani
arttikca  kiris  teorilerinin  kritik  burkulma  yiikleri
yakinlagmaktadir. Ornegin eya = 0.1, L/h = 1 durumunda,
Timoshenko kiris teorisi Euler-Bernoulli kirig teorisine gore
yaklasik % 72 oraninda daha diisiik kritik burkulma yiikii
tahmin ederken, L/h = 15 durumunda ise bu oran % 1’e
kadar diigmiistiir. Analizler, yerel olmayan parametre eya'nin
kritik burkulma yiikleri iizerindeki 6énemli etkisini de ortaya
koymustur. eya parametresi arttikga, kritik burkulma
yiiklerinde belirgin bir diisiis gdzlenmistir. Bu diisis, kirisin
yerel olmayan etkiler sebebiyle rijitliginin azaldigin1 ve
burkulmaya karsi direncinin distiigiini gostermektedir.
Mikro ve nano o6lgekli yapilarda, uzun menzilli kuvvet
etkilesimleri ve molekiiler seviyedeki etkiler klasik teorilerde
yiiklerinin daha diisik olmasina neden olmaktadir. Bu
nedenle, yerel olmayan etkiler dikkate alinmadan yapilan
analizler, kiriglerin burkulmaya karsi gergek direncini
oldugundan daha yiiksek tahmin edebilir, bu da yapisal
giivenlik agisindan yanilgilara yol agabilir.

Calismanin bu kisminda ise, farkli fiber hacim oranlar1 ve
yerel olmayan parametre degerleri kullanilarak, Kkiris
teorilerinin burkulma yiikleri {izerindeki etkileri Sekil 6-8’de
karsilagtirtlmistir.  Sekillerdeki  ortak — egilimler,  kiris
teorilerinin burkulma davramiglarimi ve yerel olmayan

etkilerin bu davraniglara nasil etki ettigini net bir sekilde
ortaya koymaktadir.

Sekillerden de goézlemlendigi gibi, eqa degerinin artisi,
kiriglerin  kritik burkulma yiiklerinde bir diisiise yol
ve yerel olmayan etkilerin yapt ilizerindeki baskinligini
gosterir. Kritik burkulma yiiklerindeki bu diisiis, yerel
olmayan parametrenin yapinin genel rijitligini zayiflattigi
anlamina gelir. Mikro ve nano 6lgekli yapilarda uzun menzilli
kuvvet etkilesimleri, klasik teorilerin 6ngdrdiigii yiikleri
diistirerek, yapinin stabilitesini olumsuz etkiler.

Buna ek olarak, fiber hacim oran1 kritik burkulma yiikleri
tizerinde pozitif bir etkiye sahiptir. Grafiklerde gorildigi
tizere, V; arttikca, burkulma yiikleri de belirgin bir sekilde
artmaktadir. Ornegin, V; = 0.1 ile V; = 0.5 arasinda kritik
burkulma yiiklerinde, tiim kirig teorilerinde yaklasik 3 kata
kadar artiglar gézlemlenmistir. Bu durum, fiber takviyesinin
kiris rijitligini artirarak burkulma direncini yiikselttigini
acikca gostermektedir.

Sekil 6-8’¢ bakildiginda eya degerinin artmasi, kiris
rijitligini disiiriirken, V degerinin artis1 yapimmn burkulma
yiklerini kayda deger sekilde artirmaktadir. Bu bulgular, kiris
analizlerinde dogru parametrelerin seciminin yapisal
giivenlik acgisindan kritik oldugunu ve oOzellikle mikro ve
nano Oleekli yapilarda yerel olmayan etkilerin mutlaka
dikkate alinmasi gerektigini bir kez daha ortaya koymaktadir.

Sekil 9-10°da ise Timoshenko Kkiris teorisi kullanilarak,
eoa@ = 0.2 durumunda, farkl fiber hacim oranlar (Vy =
0.1,0.3,0.5,0.7) ve farkli fiber uzunluk/gap oranlar1 (I/d)
i¢in kritik burkulma yiikleri ¢izilmistir. Bu analizler, 6zellikle
Timoshenko teorisinin kesme ve kayma sekil degistirme
etkilerini igerdigi i¢in en diisiik burkulma yiiklerini tahmin
etmesi durumunu yansitmaktadir.  Sekillerin  detayli
incelenmesi, kritik burkulma yiiklerinin bu parametrelere
nasil tepki verdigini ortaya koymaktadir.
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Sekil 9. Timoshenko kiris teorisine gore farkli Vy ve [/d degerleri igin kritik burkulma yiikleri.
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Sekil 10. Timoshenko kiris teorisine gore farkli V¢ ve l/d degerleri igin kritik burkulma yiikleri.

Sekil 9 ve 10’a bakildiginda, fiber hacim orani arttikga
kritik burkulma yiiklerinin belirgin bir sekilde yiikseldigi
gozlemlenmektedir. Bu artis, fiber takviyesinin kiris rijitligini
giiclendirdigini ve bdylece burkulma direncinin arttigini
ortaya koymaktadir. Yiiksek fiber hacim oranlari, yapilarin
stabilitesini olumlu yonde etkileyerek kritik yiiklerin daha
yiiksek seviyelere ¢ikmasina katkida bulunmaktadir. Bunun
yani sira, fiberin uzunluk/cap orani arttik¢a kritik burkulma
yiiklerinin de arttig1 gériilmektedir. Uzun ve ince fiberlerin
kiris yapisina entegrasyonu, burkulma direncini artirarak
kritik yiiklerin ytiikselmesine neden olmaktadir. Bu durum,
fiber uzunlugunun kirisin burkulma davraniginda belirleyici
bir parametre oldugunu géstermektedir. Ozellikle yiiksek 1/d
oranlar1, yapinin burkulma direncini artirarak giivenli yapisal
tasarima katki saglamaktadir.

Elastisite modiil oran1 da kritik burkulma yiikleri {izerinde
onemli bir etkiye sahiptir. Grafikteki sonuglar, E/E,,
oranmnin artmasiyla birlikte kritik burkulma yiiklerinin

10

belirgin  sekilde arttigim  gdstermektedir.  Ozellikle
Ef/Ep = 100 durumu, E¢/E;, = 10 durumuna kiyasla ¢ok
daha yiiksek burkulma yiikleri sunmaktadir. Bu artis, daha
rijit bir fiber malzemenin kiris yapisinin rijitligini biiyiik
Olciide giiclendirdigini ve burkulma direncini artirdigini
ortaya koymaktadir. Daha yiiksek Ef/E,, oranlarinda,
uzunluk/¢ap oranina gore kritik burkulma ytiklerinin artis hizi
da 6nemli dlgiide yiikselmektedir. Ef/E,, = 100 oldugunda,
uzun ve ince fiberlerin etkisi daha belirgin hale gelmekte ve
burkulma yiiklerinin daha hizli artmasina neden olmaktadir.

etkili bir sekilde artirdigini gostermektedir.
4. SONUC

Bu ¢alismada, kisa fiber takviyeli nanokompozit kiriglerin
kritik burkulma davramiglar, Euler-Bernoulli, Timoshenko
ve Levinson gibi ¢esitli kiris teorileri kullanilarak ve yerel
olmayan elastisite etkileri dikkate alinarak incelenmistir. Elde
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edilen sonuglar, kiris teorisi se¢iminin ve yerel olmayan
etkilerin, dzellikle mikro ve nano &lgekli uygulamalarda,
ongoriilen kritik burkulma yiikleri iizerinde 6nemli bir etkiye
sahip oldugunu gostermektedir.

Analizler, yerel olmayan parametre arttikga Kkritik
burkulma yiiklerinde bir diisiis oldugunu ortaya koymustur.
Bu durum, nanoyapilarda uzun menzilli etkilesimlerin kirig
rijitligini  zayiflatarak  burkulma direncini  azalttigim
gostermektedir. Tiim kirig teorilerinde gozlenen bu disiis,
klasik modellerin yerel olmayan etkileri dikkate almadigi
durumlarda burkulma direncini oldugundan yiiksek tahmin
edebilecegini ortaya koymaktadir.

Nano kiriglerin boyuna goére kalinliklarinin orani da kritik
burkulma yiiklerini etkilemektedir. L/h orami yiikseldik¢e
nano kiriglerin kritik burkulma yiikleri belirgin bir diisiis
gostermektedir. L/h orami arttik¢a kiris teorilerinin kritik
burkulma yiikleri de yakinlagmaktadir. Ornegin eya = 0.1,
L/h =1 durumunda, Timoshenko kiris teorisi Euler-
Bernoulli kiris teorisine gore yaklasik % 72 oraninda daha
diigiik kritik burkulma yiikii tahmin ederken, L/h = 15
durumunda ise bu oran % 1’e kadar diismiistiir.

Fiber hacim oraninin artigi, kiriglerin kritik burkulma
yiiklerini olumlu yo6nde etkilemekte ve kiris rijitligini
artirarak burkulma direncini giiglendirmektedir. Calisma, V¢
degerinin 0.1°den 0.5’e ¢ikmasinin kritik burkulma yiiklerini
3 kat arttirdigimi gostermistir. Bu bulgu, fiber takviyesinin
yapisal performansi artirmadaki dnemli roliinii agik¢a ortaya
koymaktadir. Uzunluk/¢ap orani (I/d) arttik¢a bu etki daha
da belirgin hale gelmekte ve uzun ince fiberlerin kiris

Elastisite modiil oran1 da kritik burkulma yiikleri {izerinde
onemli bir etkiye sahiptir. Ef/E,, = 100 durumunda elde
edilen burkulma yiikleri, Ef/E,, = 10 durumuna gore gok
daha yiiksek olup, daha rijit fiberlerin kirisin burkulma
direncine onemli bir katki sagladigini gostermektedir. Bu
etki, Ozellikle yiksek [/d oranlarinda daha da

yiikleri hizla yiikselmektedir.

Sonu¢ olarak, bu c¢aligma, nanokompozit Kkirislerin
burkulma analizinde yerel olmayan etkilerin, uygun kirig
teorisi se¢iminin ve mikro ve nano dlgekli uygulamalarda
yapisal stabilitenin dogru tahmin edilebilmesi igin yerel
olmayan etkilesimlerin g6z Oniinde bulundurulmasinin
Onemini ortaya koymaktadir. Ayrica, fiber hacim orani,
uzunluk/cap orant ve elastisite modiil oran1 gibi
parametrelerin dikkatlice segilmesi, yapi elemanlarinin
burkulma direncini hesaplamak agisindan son derece
onemlidir. Gelecekteki caligmalarda bu teorik bulgularin
deneysel dogrulamalarinin yapilmasi ve burkulma davranis
iizerinde etkili olabilecek diger yapisal parametrelerin de
incelenmesi faydali olacaktir.
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