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Öne Çıkanlar 
• Denklem çözümlerinde integral operatörlerinin önemli bir rolü vardır. 

• 𝐺𝑟- integral dönüşümü ve ondan türetilen integral dönüşümleri verilmiştir. 

• 𝐺𝑟- integral dönüşümü yardımıyla denklemlerinin çözülebileceği gösterilmiştir. 

 
Makale Bilgileri  Öz 

Volterra integral denklemleri ve Volterra integro-diferensiyel denklemleri, birçok farklı mühendislik ve 
bilimsel problemin oldukça genel temsilleri olarak karşımıza çıkmaktadır. Bu makalede yazarlar, lineer 

Volterra integral denklemlerini ve lineer Volterra integro-diferensiyel denklemlerini çözmek için yeni 

geliştirilen ve 𝐺𝑟-dönüşümü olarak adlandırılan bir hesaplama algoritmasını tanıtmaktadırlar. Daha sonra 

birkaç örnekle 𝐺𝑟-dönüşümünün her iki denklem türünü çözmedeki verimliliğini göstermektedirler. 
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1. GİRİŞ 

 

İntegral denklemleri, matematiksel analizde, bilinmeyen bir fonksiyonun bir integral ifadesi içinde yer 

aldığı denklemler olarak tanımlanır. Bu denklemler, diferensiyel denklemlerle yakından ilişkili olup çoğu 

zaman fizik, mühendislik, biyoloji ve ekonomi gibi alanlardaki karmaşık sistemlerin modellenmesinde 

kullanılır. İntegral denklemleri üzerine ilk çalışmalar 18. yüzyılda başlamış olup, bu alandaki önemli 

katkılardan biri İsviçreli matematikçi Daniel Bernoulli'ye aittir. Ancak, integral denklemleri modern 

anlamda inceleyen ve sınıflandıran ilk matematikçilerden biri, 19. yüzyılın sonlarında bu alanda 

derinlemesine çalışmalar yapan Vito Volterra'dır.  

 

Volterra integral denklemleri, bilinmeyen fonksiyonun bir üst sınır olarak yer aldığı çözümlerle karakterize 

ederken Volterra integro-diferansiyel denklemleri, hem integral hem de türev terimlerini birleştirir ve daha 

karmaşık sistemlerin modellenmesini sağlar. Volterra integral ve integro-diferensiyel denklemleri, 

matematik ve uygulamalı bilimlerde köklü bir yere sahiptir. Vito Volterra'nın çalışmaları, bu alandaki temel 

kavramların gelişimini sağlamış ve bilimsel ilerlemeye katkıda bulunmuştur. Bu denklemler, hala aktif bir 

araştırma konusu olmanın yanı sıra, yeni teknolojik uygulamaların temelini oluşturmaya devam etmektedir. 

İntegral ve integro-diferensiyel denklemler için çözüm yöntemleri, analitik ve sayısal yöntemler olmak 

üzere iki ana grupta incelenir. Analitik yöntemlere örnek olarak ayrıştırma yöntemleri, Laplace ve Fourier 

dönüşümleri ve seri çözüm yöntemleri verilebilir. Sayısal yöntemlere örnek olarak da adım yöntemleri, 

kollokasyon yöntemi ve iteratif yöntemler verilebilir. İntegral ve integro-diferensiyel denklemlerinin kesin 

çözümünü bulmak zor olduğundan, yüksek hassasiyetli sayısal çözümleri sıklıkla incelenir. İntegral ve 

integro-diferensiyel denklemlerin sayısal çözümleri için [1-5] ve bunların referanslarına bakılabilir. 
 

Volterra integral denklemleri, lineer viskoelastisite [6], süper akışkanlık teorisi [7], popülasyon 

dinamiklerinin incelenmesi [8,9], kalıtsal süreçler [10] ve geometrik olasılık [11]; yenilenme teorisi [12], 

salgınlar teorisi [13], tel titreşimlerinin sönümlenmesi [14], viskoelastik gerilme analizi [15] ve parçacık 

istatistikleri [16] gibi alanlarda kullanılmaktadır. Bu nedenle, araştırmacılar, özellikle Volterra integral 

denklemleri olmak üzere diferensiyel ve integro-diferensiyel denklemlerle başa çıkmada bu denklemler 

üzerinde etkili oldukları için, integral dönüşümlerini kullanmaktadırlar. 𝜂 sıfırdan farklı bir sabit,  𝑤(ℎ) 

bilinmeyen fonksiyon, 𝐾(ℎ, 𝑝) integral operatörünün çekirdek fonksiyonu ve 𝑓(ℎ) fonksiyonu, verilen reel 

değerli fonksiyon olmak üzere ikinci tür lineer Volterra integral denklemi  

𝑤(ℎ) = 𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ, 𝑝)
ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝                                                                                                                (1.1)  

şekilde yazılır [17-20]. Birinci tür lineer Volterra integral denklemi  

𝑓(ℎ) = 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ, 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝                                                                                                                               (1.2) 

formunda tanımlanır [21-23]. 𝑤(ℎ) bilinmeyen fonksiyonunun ℎ ya göre 𝑖-inci türevi 𝑤(𝑖)(ℎ) ile 

gösterilmek üzere lineer Volterra integro-diferensiyel denklemi  

𝑤(𝑖)(ℎ) = 𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ, 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝                                                                                                           (1.3)   

şeklinde tanımlanır. Denklem (1.3) integral işaretinin dışında bir diferensiyel operatör içerdiğinden, 

denklemin 𝑤(ℎ) çözümünü bulmak için 𝑤(0), 𝑤′(0), … , 𝑤(𝑖−1)(0) başlangıç koşulları belirlenmelidir. 

 Bu denklemler, Laplace dönüşümü, Elzaki dönüşümü, Aboodh dönüşümü ve Mohand dönüşümü gibi 

birçok integral dönüşümü kullanılarak çözülebilirler. Örneğin, Aggarwal ve arkadaşları [24], birinci tür 

Volterra integral denklemleri için Shehu dönüşümünü uygulamıştır. Bu tür denklemleri çözmek için Kamal 

dönüşümü de kullanılır ve Agarwal ve arkadaşları [25] bunu daha önce kullanmıştır. 
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Sawi dönüşümü, Higazy ve arkadaşları [26] tarafından Volterra integral denklemlerinin analizi ve temel 

çözümlerin belirlenmesi amacıyla sunulmuş olup, bu yöntem intravenöz enjeksiyonlar sırasında ve 

sonrasında kan şekeri tahminini sağlamıştır. İkinci tür lineer Volterra integral denklemleri için, Aggarwal 

ve arkadaşları [27] Mohand dönüşümünü kullanmıştır. Ali ve arkadaşları [28], (1.1) türündeki denklemleri 

Aboodh dönüşümü ile çözmüştür. Sattaso ve arkadaşları [29], bu amaçla diferensiyel denklemleri çözmek 

için Laplace-tipi integral dönüşümleri kullanarak simülasyon gerçekleştirmiş, Kim [30] ise Laguerre 

denklemini çözmek için 𝐺𝑟-dönüşümünü kullanmıştır. Şener ve arkadaşları [31], birinci tür lineer Volterra 

integral denkleminin doğruluğunu ZZ-dönüşümü aracılığıyla kontrol etmiştir. Elzaki dönüşümü 

uygulayarak ikinci tür lineer Volterra integral denklemlerini Song ve Kim [32] çözmüştür. Birinci tür 

denklemlerle ilgili olarak, Gnanavel ve arkadaşları [33] Tarig dönüşümünü uygulamıştır. Benzer şekilde, 

aynı amaçla Haarsa [34] da Elzaki dönüşümünü kullanmıştır. Aggarwal ve arkadaşları [35], Elzaki 

dönüşümü ve diğer etkili integral dönüşümleri ile ilgili ilişkiler üzerinde düşünmüştür. Aggrewal ve Sharma 

[36], birinci tür denklemler için Laplace dönüşümünü kullanmıştır. Bu çalışmada, Mishra ve arkadaşları 

[37], Sumudu ve diğer önemli dönüşümler arasındaki ilişkileri incelemiştir. Büyüme ve azalma problemleri, 

birinci basamaktan lineer diferensiyel denklemler ve Sawi dönüşümü kullanılarak Singh ve Aggarwal [38] 

tarafından çözülmüştür. Volterra integral denklemi ve Volterra integro-diferensiyel denkleminin 

çözümlerinin davranışları için, okuyucu [39,40] ve oradaki referanslara başvurabilir. Bu makalenin amacı, 

lineer Volterra integral denklemlerinin ve lineer Volterra integro-diferensiyel denklemlerinin tam 

çözümlerini minimum hesaplama çabası ve minimum zamanla 𝐺𝑟-dönüşümü kullanarak bulunabileceğini 

göstermektir. 

 

Bu makale üç temel bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde birinci ve ikinci tipten Volterra integral ve 

integro-diferensiyel denklemler tanıtıldı. Daha sonra bu denklem tiplerinin uygulamada sahip olduğu 

önemden bahsedildi ve bu denklem tiplerinin çözümleri için hangi tip integral operatörlerinin kullanıldığına 

dair tarihsel bilgi verildi. İkinci bölümde 𝐺𝑟 integral dönüşümü tanıtıldı ve bu integral dönüşümünün sahip 

olduğu bazı temel özellikler ortaya konuldu. Ardından 𝐺𝑟-integral dönüşümü ile bilinen bazı Laplace türü 

integral dönüşümleri arasındaki bağ ortaya konuldu. Üçüncü bölümde konvolüsyon tipi çekirdeğe sahip 

Volterra integral ve integro-diferensiyel denklemlerin 𝐺𝑟-integral dönüşümü yardımıyla çözülebileceği 

gösterildi ve bu şekilde denklemlerin çözümünü elde etmenin daha az zamanda daha az bir çaba ile elde 

edilebileceği çeşitli örnekler yardımıyla gösterildi.  

 

2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu kesimde, Laplace dönüşümü veya Fourier dönüşümü gibi klasik dönüşümlerle uyumlu bir yapıya sahip 

ve bu dönüşümlerin genelleştirilmiş bir versiyonu olarak çalışabilen, integral dönüşümlerinin temel 

prensiplerini genişleterek, standart yöntemlerle çözülemeyen problemleri analitik olarak çözülebilirliğini 

sağlayan, 𝐺𝑟 dönüşümünü ve onun özelliklerini tanıtacağız. 

 
2.1.  𝑮𝒓-İntegral Dönüşümü ve Onunla İlişkili Dönüşümler 

 

Bu kesimde, ilk bulgularımızın kanıtlarında kullanacağımız temel kavramlar sunulmuştur. 

Tanım 2.1.1. ℎ ≥  0 için tanımlı w(ℎ) fonksiyonuna karşılık gelen 𝐺𝑟-dönüşümü  

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧𝑟 ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑤(ℎ)
∞

0

𝑑ℎ = 𝑊(𝑧)                                                                                                       (2.1) 

ile tanımlanır. Burada 𝑟 ∈  ℤ olup 𝑧𝑟𝑒−ℎ/𝑧 fonksiyonu 𝐺𝑟-dönüşümünün çekirdeği olarak adlandırılır [41]. 

Gösterilmiştir ki 𝑤(ℎ) fonksiyonu, ℎ ≥ 0 için parçalı sürekli ve üstel mertebeli ise 𝐺𝑟-dönüşümü 

mevcuttur. Bu koşullar, 𝑤(ℎ) fonksiyonunun 𝐺𝑟-dönüşümünün varlığı için yalnızca yeterli koşullardır. 

𝑤(ℎ) fonksiyonu, 𝑊(𝑧) fonksiyonunun ters 𝐺𝑟-dönüşümü olarak adlandırılır. Eğer 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑊(𝑧) 

eşitliği mevcut ise sembolik olarak bu durumu 𝐺𝑟
−1{𝑊(𝑧)} = 𝑤(ℎ)  şeklinde yazabiliriz.
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İntegral dönüşümlerinin yapısı, çekirdeğin formuyla ilişkilidir. Örneğin Laplace dönüşümü aşağıdaki gibi 

verilmiştir [42]: 

𝐿{𝑤(ℎ)} = ∫ 𝑒−𝑞ℎ 𝑤(ℎ)
∞

0

 𝑑ℎ.                                                                              

Laplace dönüşümünü (2.1) denkleminde  𝑞 = 1/z ve 𝑟 = 0 alarak 

𝐿{𝑤(ℎ)} = ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑤(ℎ)
∞

0

𝑑ℎ                                                                             

şeklinde yazabiliriz. Benzer şekilde Elzaki dönüşümünü (2.1) denkleminde  𝑞 = 1/z ve 𝑟 = 1 alarak  

𝐸{𝑤(ℎ)} = 𝑧 ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑤(ℎ)
∞

0

𝑑ℎ       

şeklinde tanımlanmıştır [43]. Sawi dönüşümü, (2.1) denkleminde  𝑞 = 1/z ve 𝑟 = −2 alarak  

𝑆{𝑤(ℎ)} =
1

𝑧2
∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑤(ℎ)

∞

0

𝑑ℎ                                                                       

şeklinde tanımlanmıştır [44] ve Sumudu dönüşümü, (2.1) denkleminde  𝑞 = 1/z ve 𝑟 = −1 alarak  

𝑆𝑢{𝑤(ℎ)} =
1

𝑧
∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑤(ℎ)

∞

0

𝑑ℎ                                                                         

şeklinde tanımlanmıştır [45].  Sonuç olarak, 𝐺𝑟-dönüşümü, Laplace, Elzaki, Sumudu ve Sawi 

dönüşümlerinin daha kapsamlı ve temel bir versiyonudur. 

Kim [30], 𝐺𝑟-dönüşümünün temel yapısını ve lineerlik özelliği de dahil olmak üzere bazı özelliklerini 

incelemiştir. Bu çalışmaya göre 𝐺𝑟-dönüşümü  𝐺𝑟{𝑎1𝑤1(ℎ) + 𝑎2𝑤2(ℎ)} = 𝑎1𝑊1(ℎ) + 𝑎2𝑊2(ℎ)  

lineerlik özelliğine,  𝐺𝑟{𝑤(𝑎ℎ)} =
1

𝑎𝑟+1 𝑊(𝑎𝑧) skalerin değişimi özelliğine ve kaydırma özelliği olarak 

bilinen  𝐺𝑟{𝑒𝑎ℎ𝑤(ℎ)} = (1 − 𝑎𝑧)𝑟𝑊(
𝑧

1−𝑎𝑧
)  özelliğine sahiptir. Ayrıca 𝑤(ℎ) fonksiyonunun 𝑖-inci 

basamaktan türevlerinin 𝐺𝑟-dönüşümü 

 𝐺𝑟{𝑤(𝑖)(ℎ)} =
1

𝑧𝑖
 𝐺𝑟{𝑤} −

1

𝑧𝑖−1
𝑤(0)𝑧𝑟 −

1

𝑧𝑖−2
𝑤′(0)𝑧𝑟 − ⋯ − 𝑤(𝑖−1)(0)𝑧𝑟                                       (2.2) 

olarak hesaplanmıştır. 

 

2.2.   𝑮𝒓-Dönüşümü ve Laplace Dönüşümü Arasındaki İlişki 

 

Laplace dönüşümü 𝐺𝑟-dönüşümünün 𝑟 = 0 olması özel bir durumu olduğu için elbette ki  𝐺𝑟-dönüşümü, 

genellikle yaygın olarak kullanılan Laplace dönüşümü kullanılarak çözülebilen tüm problemleri de 

çözebilir. Bu nedenle, eğer 𝑤(ℎ) fonksiyonunun 𝐺𝑟-dönüşümü 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑊(𝑧)  ve w(ξ) 

fonksiyonunun Laplace dönüşümü  𝐿{𝑤(ℎ)} = ∫ 𝑒−𝑧ℎ∞

0
𝑤(ℎ)𝑑ℎ ise,  

𝐿{𝑤(ℎ)} = A(z) = ∫ 𝑒−𝑧ℎ 𝑤(ℎ)
∞

0

 𝑑ℎ =  𝑧𝑟 (
1

𝑧𝑟
∫ 𝑒−𝑧ℎ 𝑤(ℎ)

∞

0

𝑑ℎ) = 𝑧𝑟W ( 
1

𝑧
 )
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ilişkisi sağlanır. Bu ilişki, ihtiyaç duyulduğunda bir dönüşümden diğerine geçmek için bir yol sağlar. 

Buradan 𝐿{𝑤(ℎ)} = A(z)   Laplace dönüşümü için 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧𝑟𝐴 ( 
1

𝑧
 ) eşitliğini kullanarak bazı 

elemanter fonksiyonların 𝐺𝑟 ve ters 𝐺𝑟-integral dönüşümleri sırasıyla aşağıdaki gibi elde edebiliriz 

1) 𝐺𝑟{1} = 𝑧𝑟+1,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1{𝑧𝑟+1}=1, 

2) 𝐺𝑟{ℎ} = 𝑧𝑟+2,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1{𝑧𝑟+2}=h, 

3) 𝐺𝑟{ℎ𝑛} = 𝑛! 𝑧𝑟+n+1,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1{𝑧𝑟+n+1} =

ℎ𝑛

𝑛!
, 

4) 𝐺𝑟{𝑒𝑎ℎ} =
𝑧𝑟+1

1−𝑎𝑧
,  dolayısıyla  𝐺𝑟

−1 {
𝑧𝑟+1

1−𝑎𝑧
} = 𝑒𝑎ℎ, 

5) 𝐺𝑟{sin 𝑎ℎ} =
𝑎𝑧𝑟+2

1+𝑎2𝑧2,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1 {

𝑧𝑟+2

1+𝑎2𝑧2 } =
sin 𝑎ℎ

𝑎
, 

6) 𝐺𝑟{cos 𝑎ℎ} =
𝑧𝑟+1

1+𝑎2𝑧2,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1 {

𝑧𝑟+1

1+𝑎2𝑧2}=cos 𝑎ℎ, 

7) 𝐺𝑟{sinh 𝑎ℎ} =
𝑎𝑧𝑟+2

1−𝑎2𝑧2,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1 {

𝑧𝑟+2

1−𝑎2𝑧2 } =
sinh 𝑎ℎ

𝑎
, 

8) 𝐺𝑟{𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑎ℎ} =
𝑧𝑟+1

1−𝑎2𝑧2,  dolayısıyla  𝐺𝑟
−1 {

𝑧𝑟+1

1−𝑎2𝑧2}=𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑎ℎ. 

 

Teorem 2.2.1. (Konvolüsyon Teoremi) 

Eğer 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = W(z) ve 𝐺𝑟{𝑞(ℎ)} = Q(z) ise konvolüsyonun 𝐺𝑟-dönüşümü 

 𝐺𝑟{(𝑤 ∗ 𝑞)(ℎ)} = 𝑧−𝑟𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} 𝐺𝑟{𝑞(ℎ)} = 𝑧−𝑟W(z)Q(z) 

dır. 

İspat. 𝑤(ℎ) ve 𝑞(ℎ) fonksiyonunun konvolüsyonu  (𝑤 ∗ 𝑞)(ℎ) = ∫ 𝑞(h − 𝑣)
ℎ

0
𝑤(𝑣)𝑑𝑣 dir. 

Eğer (2.1) i kullanarak bu ifadenin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, 

 𝐺𝑟{(𝑤 ∗ 𝑞)(ℎ)} = 𝑧𝑟 ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 (𝑤 ∗ 𝑞)(ℎ)
∞

0
𝑑ℎ = 𝑧𝑟 ∫ 𝑒−ℎ/𝑧  ∫ 𝑞(ℎ − 𝑣)

ℎ

0
𝑤(𝑣)𝑑𝑣

∞

0
𝑑ℎ              

                            = 𝑧𝑟 ∫ ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑞(ℎ − 𝑣)
ℎ

0

𝑤(𝑣)𝑑𝑣
∞

0

𝑑ℎ = 𝑧𝑟 ∫ ∫ 𝑒−ℎ/𝑧 𝑞(ℎ − 𝑣)
∞

𝑣

𝑤(𝑣)𝑑ℎ
∞

0

𝑑𝑣   

elde ederiz. Eğer ℎ −  v = m değişken değiştirmesini yaparsak dℎ =  dm olur ve yukarıdaki eşitlik 

𝐺𝑟{(𝑤 ∗ 𝑞)(ℎ)}  = 𝑧𝑟 ∫ 𝑤(𝑣) ∫ 𝑒−(𝑚+𝑣)/𝑧  𝑞(𝑚)
∞

𝑣

𝑑𝑚
∞

0

𝑑𝑣                                         

                             = 𝑧𝑟 ∫ 𝑒−
𝑣

𝑧𝑤(𝑣)𝑑𝑣 ∫ 𝑒−
𝑚

𝑧   𝑞(𝑚)
∞

𝑣

𝑑𝑚
∞

0

 

                            = 𝑧−𝑟W(z)Q(z)                          

halini alır ki bu da konvolüsyon teoreminin ispatını tamamlar. 

 

3. BULGULAR 

 

Bundan sonra bu makalede, (1.1), (1.2) ve (1.3) denklemlerinin çekirdeğinin bir konvolüsyon tipi 

çekirdek olduğu varsayılacaktır, yani 𝐾(ℎ, 𝑝) = 𝐾(ℎ − 𝑝) olarak alınacaktır.
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3.1. Denklem (1.1) in 𝑮𝒓-Dönüşümü Yardımıyla Çözümü 

 

Eğer (1.1) ikinci tür lineer Volterra integral denkleminde 𝐾(ℎ, 𝑝) = 𝐾(ℎ − 𝑝) olduğunu kullanırsak 

denklem 

𝑤(ℎ) = 𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝                                                                                                            (3.1) 

halini alır. Eğer (3.1) ifadesinin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝐺𝑟 {𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝} 

                   = 𝐺𝑟{𝑓(ℎ)} + 𝐺𝑟 {𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝} 

                   = 𝐺𝑟{𝑓(ℎ)} + 𝜂𝐺𝑟{(𝐾 ∗ 𝑤)(ℎ)}                                                                                                       (3.2)  

elde ederiz. Eğer (3.2) ifadesinde konvolüsyon teoremini kullanırsak kullanırsak  

𝐺𝑟 {𝑤(ℎ)} =
  𝐺𝑟{𝑓(ℎ)}

1 − 𝑧−𝑟𝜂 𝐺𝑟{𝐾(ℎ)} 
                                                                                                                      (3.3)  

elde ederiz. Eğer (3.3) eşitliğinin her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.1) denkleminin 

çözümünü 

𝑤(ℎ) = 𝐺𝑟
−1 {

  𝐺𝑟{𝑓(ℎ)}

1−𝑧−𝑟𝜂 𝐺𝑟{𝐾(ℎ)} 
 }  olarak elde ederiz. 

Örnek 3.1.1.  Aşağıda verilen ikinci tip lineer Volterra integral denklemini ele alalım  

 𝑤(ℎ) = sin ℎ − 2 ∫ cos(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝.                                                                                                         (3.4) 

Eğer (3.4) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 

 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =  𝐺𝑟  {sin ℎ − 2 ∫ cos(ℎ − 𝑝)
ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝} =  𝐺𝑟 {sin ℎ}−2𝐺𝑟 {∫ cos(ℎ − 𝑝)

ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝} 

dolayısıyla 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =  
𝑧𝑟+2

1 + 𝑧2
− 2𝐺𝑟{cos(ℎ) ∗ 𝑤(ℎ)}                                                                                                      (3.5) 

elde ederiz. Eğer (3.5) eşitliğinde konvolüsyon teoremini kullanırasak  

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =  
𝑧𝑟+2

(1 + 𝑧2)2
                                                                                                                                          (3.6) 

elde ederiz. Eğer (3.6) nın her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.4) denkleminin çözümünü  

 𝑤(ℎ) = ℎ𝑒−ℎ  olarak elde ederiz. 

Örnek 3.1.2. Aşağıda verilen ikinci tip lineer Volterra integral denklemini ele alalım  

𝑤(ℎ) = 1 −
1

2
ℎ2 + ∫ 𝑤(𝑝)𝑑𝑝.

ℎ

0

                                                                                                                           (3.7) 
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Eğer (3.7) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧𝑟+1 − 𝑧𝑟+3+𝐺𝑟 {∫ 𝑤(𝑝)𝑑𝑝
ℎ

0
} =  𝑧𝑟+1 − 𝑧𝑟+3 + 𝐺𝑟{1 ∗ 𝑤(ℎ)}                                          (3.8)  

elde ederiz. Eğer (3.8) eşitliğinde konvolüsyon teoremini kullanırasak  

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧𝑟+1 − 𝑧𝑟+3 + 𝑧 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} dolayısıyla 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =  𝑧𝑟+1 + 𝑧𝑟+2                                                                                                                                      (3.9) 

elde ederiz. Eğer (3.9) un her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.7) denkleminin çözümünü  

𝑤(ℎ) = 1 + ℎ olarak elde ederiz. 

 

 3.2.  Denklem (1.2) nin 𝑮𝒓-Dönüşümü Yardımıyla Çözümü 

 

Eğer (1.2) denkleminde 𝐾(ℎ, 𝑝) = 𝐾(ℎ − 𝑝) olduğunu kullanırsak birinci tür lineer Volterra integral 

denklemi  

𝑓(ℎ) = 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝                                                                                                                        (3.10) 

halini alır. Eğer (3.10) nin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 

 𝐺𝑟 {𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝}  = 𝜂𝐺𝑟{(𝐾 ∗ 𝑤)(ℎ)}                                                                                       (3.11) 

elde ederiz. Eğer (3.11) eşitliğinde konvolüsyon teoremini kullanırsak  

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
  𝐺𝑟{𝑓(ℎ)}

𝑧−𝑟𝜂 𝐺𝑟{𝐾(ℎ)} 
                                                                                                                            (3.12)   

elde ederiz. Eğer (3.12) nın her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.10) denkleminin 

çözümünü 

𝑤(ℎ) = 𝐺𝑟
−1 {

  𝐺𝑟{𝑓(ℎ)}

𝑧−𝑟𝜂 𝐺𝑟{𝐾(ℎ)} 
 } olarak elde ederiz. 

Örnek 3.2.1. Aşağıda verilen birinci tip liner Volterra integral denklemlerini göz önünde bulunduralım 

ℎ2 = ∫ 𝑒(ℎ−𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝.                                                                                                                                      (3.13) 

Eğer (3.13) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 𝐺𝑟{ℎ2} = 𝐺𝑟 {∫ 𝑒(ℎ−𝑝)ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝} 

dolayısıyla 

2𝑧𝑟+3 =  𝐺𝑟{𝑒ℎ ∗ 𝑤(ℎ)}                                                                                                                                     (3.14) 

elde ederiz. Eğer (3.14) ifadesinde konvolüsyon teoremini kullanırsak 

𝐺𝑟{ℎ2} = 2𝑧𝑟+3 = 𝑧−𝑟𝐺𝑟{𝑒ℎ}𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧−𝑟 𝑧𝑟+1

1−𝑧
 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)}  elde ederiz. Buradan,   

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 2𝑧𝑟+2 − 2𝑧𝑟+3                                                                                                                               (3.15) 

olarak bulunur. Eğer (3.15) in her iki tarafının tetrs 𝐺𝑟-dönüşümünü alırsak (3.13) denkleminin çözümü 

 𝑤(ℎ) = 2ℎ − ℎ2 olarak elde edilir.
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Örnek 3.2.2. Aşağıda verilen birinci tip lineer Volterra integral denklemini ele alalım 

sin ℎ = ∫ 𝑒(ℎ−𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝.                                                                                                                                  (3.16) 

Eğer (3.16) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak 

𝑧𝑟+2

1 + 𝑧2
=  𝐺𝑟{𝑒ℎ ∗ 𝑤(ℎ)}                                                                                                                                    (3.17) 

elde ederiz. Eğer (3.17) ifadesinde konvolüsyon teoremini kullanırsak 

𝑧𝑟+2

1+𝑧2 = 𝑧−𝑟𝐺𝑟{𝑒ℎ}𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑧−𝑟 𝑧𝑟+1

1−𝑧
 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} dolayısıyla, 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
𝑧𝑟+1

1 + 𝑧2
−

𝑧𝑟+2

1 + 𝑧2
                                                                                                                            (3.18) 

elde ederiz. Eğer (3.18) in her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak (3.16) denkleminin çözümünü  

𝑤(ℎ) = cos ℎ − sin ℎ olarak elde ederiz. 

 

3.3.  Denklem (1.3) ün 𝐆𝐫-Dönüşümü Yardımıyla Çözümü 

 

Eğer (1.3) lineer Volterra integral denkleminde 𝐾(ℎ, 𝑝) = 𝐾(ℎ − 𝑝) olduğunu kullanırsak denklemi  

𝑤(𝑖)(ℎ) = 𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0

𝑤(𝑝)𝑑𝑝, 𝑤(0) = 𝑎0,  𝑤′(0) = 𝑎1, … ,  𝑤(𝑖−1)(0) = 𝑎𝑖−1                (3.19) 

olarak yazılabilir. Eğer (3.19) nin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygulayıp (2.2) yi kullanırsak 

1

𝑧𝑖 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
𝑎0

𝑧𝑖−1 𝑧𝑟+
𝑎1

𝑧𝑖−2 𝑧𝑟  + ⋯ + 𝑎𝑖−1𝑧𝑟+𝑖 + 𝐺𝑟 {𝑓(ℎ) + 𝜂 ∫ 𝐾(ℎ − 𝑝)
ℎ

0
𝑤(𝑝)𝑑𝑝}  

ve basit bir düzenleme ile 

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 𝑎0𝑧𝑟+1 + 𝑎1𝑧𝑟+2 + ⋯ + 𝑎𝑖−1𝑧𝑟+𝑖 + 𝑧𝑖𝐺𝑟{𝑓(ℎ)} + 𝑧𝑖  𝜂  𝐺𝑟{𝐾(ℎ)}𝐺𝑟{𝑤(ℎ)}                (3.20) 

elde ederiz. Eğer (3.8) nin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak (3.19) denkleminin çözümünü 

{𝑤(ℎ)} = 𝑎0 + 𝑎1ℎ + ⋯ + 𝑎𝑖−1
𝑧𝑟+𝑖−1

𝑖!
+ 𝑧𝑖𝐺𝑟

−1{ {𝑓(ℎ)} + 𝜂𝐺𝑟{(𝐾 ∗ 𝑤)(ℎ)}}  olarak elde ederiz. 

 

Örnek 3.3.1. Aşağıda verilen başlangıç koşullu lineer Volterra integro-differensiyel denklemini ele 

alalım 

 𝑤′(ℎ) = 2 + ∫  𝑤(𝑝)𝑑𝑝,   
ℎ

0

    𝑤(0) = 2.                                                                                                         (3.21) 

Eğer (3.21) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygulayıp başlangıç koşulunu kullanırsak 

1

𝑧
 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} = 2𝑧𝑟 + 2𝑧𝑟+1 + 𝐺𝑟 {∫  (ℎ − 𝑝) 𝑤(𝑝)𝑑𝑝

ℎ

0
} elde ederiz. Eğer bu eşitlikte konvolüsyon 

teoremini kullanırasak  

𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
2𝑧𝑟+1

1 − 𝑧
                                                                                                                                                (3.22)



Adil Mısır ve İslam Qasım Abdullah Al-Salih / GÜFFD, 6(1): 102-112(2025) 

 

110 

 

elde ederiz. Eğer (3.22) nin her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.21) denkleminin 

çözümünü 𝑤(ℎ) = 2𝑒ℎ olarak elde ederiz. 

Örnek 3.3.2. Aşağıda verilen başlangıç koşullu lineer Volterra integro-differensiyeldenklemini ele alalım 

𝑤′′(ℎ) = 1 + ∫ (ℎ − 𝑝) 𝑤(𝑝)𝑑𝑝,   
ℎ

0

       𝑤(0) = 1,  𝑤′(0) = 0.                                                                 (3.23) 

Eğer (3.23) denkleminin her iki tarafına 𝐺𝑟-dönüşümünü uygulayıp başlangıç koşullarını kullanırsak 

1

𝑧2  𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
1

𝑧
𝑧𝑟 + 𝑧𝑟+1 + 𝐺𝑟 {∫  (ℎ − 𝑝) 𝑤(𝑝)𝑑𝑝

ℎ

0
} elde ederiz. Eğer bu eşitlikte konvolüsyon 

teoremini kullanırasak 

 𝐺𝑟{𝑤(ℎ)} =
𝑧𝑟+1

1−𝑧2                                                                                                                                                    (3.24) 

elde ederiz. Eğer (3.24) ün her iki tarafına ters 𝐺𝑟-dönüşümünü uygularsak, (3.23) denkleminin çözümünü  

𝑤(ℎ) = cosh ℎ olarak elde ederiz. 

 

4. SONUÇ VE TARTIŞMA 

 

Bu makalede, lineer Volterra integral denklemlerini ve lineer Volterra integro-diferensiyel denklemlerini 

çözmede 𝐺𝑟-integral dönüşümünün uygulanmasını başarıyla gösterdik. Sonuçlar göstermiştir ki, 𝐺𝑟-

integral dönüşümü Volterra integral denklemleri ve Volterra integro-diferensiyel denklemlerinin çözümünü 

elde etmede son derece etkili bir integral dönüşümü olduğunu ve Volterra integral denklemleri ile Volterra 

integro-diferensiyel denklemlerinin doğrudan çözümünde Laplace dönüşümü ve Fourier dönüşümü gibi 

klasik integral dönüşümlerle uyumlu bir yapıya sahip olduğunu göstermiştir. Ayrıca bu denklem 

modellerinde 𝐺𝑟-integral dönüşümünün,  bilinen birçok klasik integral dönüşümlerin bir genelleştirilmiş 

versiyonu olarak çalıştığını, minimal zamanda minimal çabayla, sayısal hesaplamalara gerek kalmadan bu 

tür denklemlerin çözülebileceği örnekler üzerinde gösterilmiştir. 
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