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Öz 

Bu çalışmada literatürde var olan sonlu grupların SS-tümlenmiş 
altgrupları kavramı, sonlu kanonik hipergruplarda 
yorumlanmıştır. SS-tümlenmiş her althipergrubun 
althipergrubunda da ss-tümlenmiş olduğu görülmüştür. 
Hiperyapılarda çarpıcı bir sonuç olarak SS-tümlenmiş bir 
hipergrubun her bölüm hipergrubunun ve güçlü normal 
althipergrubunun da SS-tümlenmiş olduğu ispatlanmıştır. 
Hipercebirsel yapı özelliklerinin çözülebilir hipergruplarda 
korunduğu görülmüştür. Böylece SS-tümleyen althipergruba 
sahip olma özelliği çözülebilir hipergruplarda karakterize 
edilmiştir.  
 
Anahtar Kelimeler Sonlu Kanonik Hipergrup, Güçlü Normal Althipergrup, 
Çözülebilir Althipergrup, SS-Tümlenmiş Althipergrup

Abstract 
In this study, the concept of SS-supplemented subgroups of 
finite groups existing in the literature has been interpreted in 
finite canonical hypergroups. It has been observed that every SS-
supplemented subhypergroup is also SS-supplemented in its 
subhypergroup. As a striking result in hyperstructures, it has 
been proven that every factor hypergroup and strong normal 
subhypergroup of an SS-supplemented hypergroup is SS-
supplemented. It has been observed that hyperalgebraic 
structure properties are preserved in solvable hypergroups. 
Thus, the property of having an SS-supplemented 
subhypergroup has been characterized in solvable hypergroups. 
 
Keywords Finite Canonical Hypergroup, Strong Normal Subhypergroup, 
Solvable Hypergroup, SS-Supplemented Subhypergroup 

  

 

1. Giriş 

Matematikte Sylow teoremleri sonlu gruplar teorisinin 

temelini oluşturmaktadır. Sonlu bir 𝐺 grubunun 

𝐻 altgrubu verilsin. 𝐺 =  𝐻𝐾 ve 𝐻 ∩  𝐾 = {𝑒} koşullarını 

sağlayan bir 𝐾 altgrubu varsa 𝐻 a 𝐺 de tamlanmış altgrup 

adı verilir. Bu durumda 𝐾 ye 𝐻 nin 𝐺 deki tamlayanı adı 

verilir. Hall (1937) de sonlu bir grubun çözülebilir olması 

için gerek ve yeter koşulun bu grubun her bir Sylow 

altgrubunun tamlanmış olması olduğu ispatlanmıştır. Hall 

(1937) de her altgrubu tamlanmış olan grupları 

karakterize etmiştir. Ayrıca bu grupların elementer         

abel Sylow altgruplu süper çözülebilir gruplar oldukları 

gösterilmiştir. Sonlu grupların tamlanmış altgruplarını 

güçlendirerek sonlu gruplarda 𝐶 −tümlenmiş               

altgrup kavramı Ballester vd. (2000) de çalışılmıştır.      

Sonlu bir 𝐺 grubunun 𝐻 altgrubu için 𝐺 =  𝐻𝐾 ve           

𝐻 ∩  𝐾 ≤  𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺  (𝐻) olan bir 𝐾 ≤ 𝐺 mevcutsa 𝐻 ye 𝐺 

de 𝐶 −tümlenmiş altgrup adı verilir. Burada                     

𝐻𝐺  =  𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺  (𝐻)  = ⋂ 𝑎−1𝐻𝑎𝑎∈𝐴   dır. 𝐺 sonlu bir grup 

olsun. 𝐺 nin mertebesi olan | 𝐺 | yi bölen tüm asalların 

kümesi 𝜋(𝐺) ile gösterilmektedir. | 𝐺|𝑝 ise  𝐺 nin 

mertebesini bölen 𝑝 asalının en yüksek kuvvetini 

göstermektedir.  𝐺𝑝 ise      𝑝 ∈  𝜋(𝐺) olan 𝐺 nin Sylow 𝑝 −

 altgrubudur. 𝐺 grubunun asal mertebeli olan altgrubuna 

minimal altgrup denir.  𝐺 sonlu grubunun 𝐻 altgrubu 

verilsin. Eğer 𝐻, 𝐺 nin her Sylow altgrubu ile permüte 

edilebiliyorsa yani G nin her bir 𝑃  Sylow altgrubu için 

𝐻𝑃 = 𝑃𝐻 ise   𝐻 ye 𝐺 de 𝑆 − permüte edilebilir denir 

Kegel (1962). 𝐺 sonlu grubunun 𝐻 altgrubu için                  

𝐺 =  𝐻𝐾 ve 𝐻 ∩  𝐾;   𝐾 de 𝑆 −quasinormal olacak 

şekilde bir 𝐻 ≤  𝐺 varsa 𝐻 ye 𝐺 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

altgrubu denir. Bu takdirde 𝐾 ye 𝐻 nin 𝐺 deki 𝑆𝑆 − 

tümleyeni adı verilir. Burada 𝐻 ∩  𝐾 nın 𝐾 de 

𝑆 −quasinormal olması 𝐾 nın her 𝑃  Sylow altgrubu için 

(𝐻 ∩  𝐾)𝑃 =  𝑃(𝐻 ∩  𝐾) olmasıdır.  Li vd. (2008) in bir 

genelleştirmesi olarak sonlu bir 𝐺 grubunun 𝐻 altgrubu 

için 𝐺 =  𝐻𝐾 ve 𝐻, 𝐾 nın her Sylow altgrubu ile permüte 

edilebiliyorsa 𝐻 a 𝐺 de 𝑆 −quasinormal adı verilir Guo ve 

Lu ( 2012).  

Marty (1934) de cebirsel fonksiyon ve kesir cismi başta 

olmak üzere gruplarla ilgili bazı problemlerin çözüm 

yöntemlerini araştırırken grup kavramından daha genel 
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olan hipergrup kavramını tanımlamıştır. Bu kavram 

Corsini (1993), Corsini ve Leoreanu (2003), Davvaz ve 

Leoreanu Fotea (2007), Vougiouklis (1994) kaynaklarında 

detaylı bir biçimde çalışılmıştır. 𝐻 boştan farklı bir küme 

ve 𝑃∗(𝐻), 𝐻 nin boştan farklı alt kümelerinin bir ailesi 

olsun.  · ∶ 𝐻 ×  𝐻 →  𝑃∗(𝐻), her (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐻 ×  𝐻 için          

· (𝑎, 𝑏)  =  𝑎 ·  𝑏 biçiminde tanımlı dönüşümüne bir 

hiperişlem denir. ∅ ≠ 𝑉, 𝑊 ⊆ 𝐻 için   

𝑉 ·  𝑊 =  ⋃{𝑣𝑤 | 𝑣 ∈  𝑉, 𝑤 ∈  𝑊} 

biçiminde tanımlıdır. Kısalık açısından {𝑤}  ·  𝑉 veya           

𝑉 ·  {𝑤} sırasıyla 𝑤 ·  𝑉 veya   𝑉 ·  𝑤  biçiminde 

yazılacaktır. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝐻 için  𝑎 ·  (𝑏 ·  𝑐)  =  (𝑎 ·

 𝑏)  ·  𝑐 olan (𝐻, ·) yarı hipergrup olarak adlandırılır.        

(𝐻, ·) bir yarı hipergrup olsun. Her 𝑎 ∈  𝐻 için                      

𝑎 ·  𝐻 =  𝐻 =  𝐻 ·  𝑎 ise 𝐻 ye hipergrup adı verilir. 𝐻 

hipergrubunun boştan farklı 𝐾 alt kümesi verilsin.                 

𝐾, 𝐻 daki hiperişlemine göre bizzat bir hipergrup ise  𝐾 

ye 𝐻 nin althipergrubu adı verilir ve 𝐾 ≤  𝐻 ile gösterilir.          

 (𝐻, ·) hipergrubunda her bir 𝑥 ∈  𝐻 için                                

𝑥 ∈ ( 𝑥 ·  𝑒𝑟) (𝑥 ∈  (𝑒𝑙  ·  𝑥)) koşulunu sağlayan 𝑒𝑟 (𝑒𝑙  ) 

elemanı mevcutsa bu elemana 𝐻 nin sağ birim (sol birim) 

elemanı denir. (𝐻, ·) hipergrubunda her bir                         

𝑥 ∈  𝐻 elemanı verildiğinde 𝑥 ∈ ( 𝑥 ·  𝑒)  ∩ (𝑒 ·  𝑥) olan           

𝑒 ∈  𝐻 elemanı mevcutsa bu elemana 𝐻 nin birim 

elemanı adı verilir. (𝐻, ·) hipergrubunda her bir 𝑥 ∈  𝐻 

elemanı için  𝑥 = (𝑥 ·  𝑒𝑟)(𝑥 =  (𝑒𝑙  ·  𝑥)) olan 

𝑒𝑟 (𝑒𝑙  ) elemanına 𝐻 nin skalar sağ birimi (skalar sol 

birimi) denir. Her 𝑥 ∈  𝐻 için 𝑥 = ( 𝑥 ·  𝑒)  = ( 𝑒 ·  𝑥) 

eşitliğini sağlayan 𝑒 ∈  𝐻 varsa buna 𝐻 hipergrubunun 

skalar birimi denir. (𝐻, ·) hipergrubunda 𝑎 ∈  𝐻 için 

𝑒𝑟  ∈ ( 𝑎 · 𝑎′)(𝑒𝑙  ∈ ( 𝑎′ ·  𝑎)) olan 𝑎′ elemanına 𝑎 nın 

sağ (sol) ters elemanı denir. 𝑒 ∈ (𝑎′ ·  𝑎)  ∩ ( 𝑎 ·  𝑎′) ise 

𝑎′ ∈  𝐻  , 𝑎 nın tersi olarak adlandırılır Jantani vd.(2017). 

Skalar birim elemana sahip, her elemanının tek ters 

elemanı bulunan, değişmeli olan ve 𝑥 ∈ ( 𝑦 ·  𝑧) olan her 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝐻 için 𝑦 ∈ ( 𝑥 ·  𝑧−1) ve 𝑧 ∈ ( 𝑦−1  ·  𝑥) 

koşullarını sağlayan (𝐻, ·) ikilisine kanonik hipergrup 

denir. (𝐻, ·) kanonik hipergrup 𝑇 de 𝐻 nin kanonik 

althipergrubu olsun.           
𝐻

𝑇
 =  {𝑥 ·  𝑇  | 𝑥 ∈  𝐻} kümesi 

her 𝑥 ·  𝑇, 𝑦 ·  𝑇 ∈
𝐻

𝑇
 için (𝑥 ·  𝑇) ·  (𝑦 ·  𝑇) = {𝑡 ·

 𝑇 | 𝑡 ∈  𝑥 ·  𝑦} işlemine göre hipergrup olup bu 

hipergruba 𝐻 nin 𝑇 ye göre bölüm hipergrubu adı verilir. 

(𝐻, ·) ve (𝐻′,◦) birer hipergrup olsun. Her 𝑎, 𝑏 ∈  𝐻 için 

𝑓 (𝑎, 𝑏) ⊆  𝑓 (𝑎) ◦  𝑓 (𝑏) olan 𝑓 ∶  𝐻 →  𝐻′ 

fonksiyonuna homomorfizma denir. Burada 𝑓 (𝑎 ·  𝑏) =

 𝑓 (𝑎) ◦  𝑓 (𝑏) eşitliği sağlanıyorsa 𝑓 ye güçlü 

homomorfizma adı verilir. Jantani vd. (2017) da 𝑝 −Sylow 

althipergrup kavramını tanımlamışlardır. Yine Jantani vd. 

(2017) de hipergruplar için bir elemanın mertebesi tanımı 

şu şekilde sunulmuştur: 𝑥𝑙,𝑝(𝐻) ile 𝐻 hipergrubundaki sol 

mertebeleri 𝑝 asalının kuvveti olan tüm elemanlarının 

kümesi gösterilsin. Burada her 𝑥 ∈  𝐻 elemanının sol 

mertebesi 

 0𝑙  (𝑥)  =  𝑚𝑖𝑛{0𝑙  (𝑥, 𝑥′′)|𝑒𝑙 ∈  𝑥′′ ·  𝑥}  

              = min  {min  { 𝑠 >  0 | ∃𝑘, 𝑚 ∈  ℕ ∶  𝑒𝑙 ∈

 𝑥𝑠 (𝑥′′𝑚. 𝑥𝑚)𝑘 ∩ (𝑥′′𝑚 · 𝑥𝑚)𝑘 · 𝑥𝑠 | 𝑒𝑝  ∈  𝑥′′ ·  𝑥} 

biçiminde tanımlanır. 𝐻 nin 𝑥𝑙,𝑝(𝐻) ın alt kümesi olan her 

althipergrubuna sol genelleştirilmiş 𝑝 −althipergrubu 

denir. Kısaca 𝑙𝑔𝑝 − althipergrup olarak gösterilir. 𝐻 nin 

tüm 𝑙𝑔𝑝 −althipergruplarının kümesi 𝑀𝑙,𝑔,𝑝(𝐻) ile 

gösterilir. 𝑀𝑙,𝑔,𝑝(𝐻) nin maksimal elemanlarına 𝐻 nin sol 

genelleştirilmiş 𝑝 − 𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 althipergrupları veya kısaca 

𝑙𝑔𝑝 −Sylow althipergrupları denir. 𝐻 nin 𝑙𝑔𝑝 −

 althipergruplarının mertebesi 𝑝 nin kuvveti olup 𝐻 nin 

mertebesini bölerse bu althipergruplara 𝐻 nin sol 

𝑝 −althipergrubu veya 𝑙𝑝 −althipergrubu denir. 𝐻 nin 

tüm 𝑙𝑔𝑝 − 𝑆ylow althipergruplarının kümesi 𝑆𝑙,𝑔,𝑝(𝐻) ile 

gösterilir. 𝑀𝑙,𝑝(𝐻) ile  𝐻 nin tüm 𝑙𝑝 − althipergruplarının 

kümesi gösterilir. 𝑀𝑙,𝑝(𝐻) nin maksimal elemanlarına 𝐻 

nin sol 𝑝 − 𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 althipergrupları veya 𝑙𝑝 − 𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 

althipergrupları denir. 𝑆𝑙,𝑝(𝐻) ile 𝐻 nin 𝑙𝑝 − 𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 

althipergruplarının kümesi gösterilir. Benzer şekilde sol 

yerine sağ skalar birim alınarak 𝑥𝑟,𝑝(𝐻),  𝑀𝑟,𝑔,𝑝(𝐻),

𝑆𝑟,𝑔,𝑝(𝐻) ve 𝑆𝑟,𝑝(𝐻)tanımlanabilir. Burada 𝑥𝑟,𝑝(𝐻)  

𝐻 hipergrubunda sağ mertebeleri 𝑝 asalının kuvveti olan 

tüm elemanların kümesi olup 𝑥 ∈  𝐻 elemanının sağ 

mertebesi                                  

0𝑟 (𝑥) =  𝑚𝑖𝑛{0𝑟  (𝑥′, 𝑥) |𝑒𝑟  ∈  𝑥 ·  𝑥′} 

                            =  𝑚𝑖𝑛{ 𝑚𝑖𝑛{ 𝑠 >  0 | ∃𝑘, 𝑚 ∈  ℕ ∶

 𝑒𝑟  ∈  𝑥𝑠. (𝑥𝑚  ·  𝑥′𝑚)𝑘  ∩  (𝑥𝑚  ·  𝑥′𝑚)𝑘  ·  𝑥𝑠} |𝑒𝑟  ∈  𝑥 ·

 𝑥′} 

biçiminde tanımlanır. 𝐻 nin 𝑙𝑔𝑝 − Sylow ve 𝑟𝑔𝑝 −Sylow 

olan althipergruplarına  𝑔𝑝 − 𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 althipergrupları 

denir. 𝐻 nin 𝑙𝑝 −althipergruplarına ve 𝑟𝑝 −

 althipergruplarına 𝐻 nin  𝑝 −althipergrupları denir. 𝐻 nin 

𝑙𝑝 −Sylow ve 𝑟𝑝 −Sylow althipergruplarına ise  𝑝 −

𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 althipergrubu denir. Vasil’ev ve Zieschang (2022) 

da çözülebilir hipergrup kavramı literatüre 

kazandırılmıştır. 𝐻 nin boştan farklı 𝐹 alt kümesi 

verildiğinde her 𝑥, 𝑦 ∈  𝐹 için    𝑥 ·  𝑦 ⊆  𝐹 oluyorsa 𝐹 ye 

𝐻  nin kapalı alt kümesi denir. (𝐻, ·) hipergrubunun 𝐷 ve 

𝐸,  kapalı alt kümeleri verilsin. Her 𝑑 ∈  𝐷 için                      

𝐸 ·  𝑑 ⊆  𝑑 ·  𝐸 oluyorsa 𝐷, 𝐸 yi normaller denir. Eğer 𝐻,

𝐻 deki kapalı bir alt küme 𝐹 yi normallerse 𝐹 ye 𝐻 de 

normaldir denir. 𝐻 nin 𝐷 ve 𝐸 kapalı alt kümeleri verilsin. 

Eğer 𝑥−1𝐷𝑥 =  𝐸 eşitliğini sağlayan 𝑥 ∈  𝐻 varsa 𝐷 ve 𝐸 

ye 𝐻 de eşleniktir denir. 𝐻 nin 𝐷 kapalı alt kümesi verilsin. 

𝐷 ⊆  𝐸 olan her bir 𝑥 ∈  𝐸 için 𝑥−1𝐷𝑥 ⊆  𝐷 oluyorsa 

𝐷 ye 𝐸 de güçlü normal alt küme denir. Eğer 𝐸 bir 

hipergrup ve 𝐷 ≤ 𝐸 bir güçlü normal alt küme oluyorsa 𝐷 

ye 𝐸 nin güçlü normal althipergrubu denir. 𝐻 
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hipergrubunun 𝐻0 = {𝑒}, 𝐻𝑛  =  𝐻 kapalı alt kümeleri 

birer althipergrup ise 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} olan her 𝑖 için  

𝐻𝑖−1,  𝐻𝑖  de güçlü normal oluyorsa ve [𝐻𝑖 ∶  𝐻𝑖−1] indeksi 

asal oluyorsa 𝐻 ye çözülebilir hipergrup denir Vasil’ev ve 

Zieschang (2022). 

Okuyucu hiper gruplarla ilgili temel kavramlara Corsini 

(1993), Corsini ve Leoreanu (2003), Davvaz ve Leoreanu 

Fotea (2007) yayınlarından ulaşabilir. 

 

2. Materyal ve Metot  

Bu kısmın alt başlıklarında sonlu gruplarda SS-tümlenmiş 

altgrup kavramı, cebirsel özellikleri ve SS-tümlenmiş 

altgrupların karakterizasyonları Guo ve Lu (2012) den 

alınmıştır. 

2.1 Sonlu Grupların 𝑺𝑺 −Tümlenmiş Altgrupları ve 

Özellikleri 

Bu bölümde öncelikle sonlu grupların SS-tümlenmiş 

altgruplarının özellikleri tartışılarak birtakım önermeler 

verilecektir.  

2.1.1. Tanım 𝐺 grubunun 𝐻 ≤ 𝐺 verilsin. 𝐺 nin 𝐺 = 𝐻𝐾, 

𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 de 𝑆 −quasinormal olan bir 𝐾 altgrubu 

mevcutsa 𝐻 ye 𝐺 de 𝑆𝑆 −tümlenmiş adı verilir. Bu 

durumda 𝐾 ya 𝐻 nin 𝐺 deki 𝑆𝑆 −tümleyeni denir Guo ve 

Lu (2012).  

     𝐺 nin bir 𝐶 −tümlenmiş altgrubu  𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir: 𝐻, 𝐶 −tümlenmiş ise bir 𝐾1 ≤ 𝐺 için 

𝐺 = 𝐻𝐾1 ve 𝐻 ∩ 𝐾1 = 𝐻𝐺  dir. 𝐺 nin 𝐻𝐺  özü 𝐺 nin 

𝐻 tarafından içerilen en büyük normal altgrubu 

olduğundan 𝐻𝐺 ⊲ 𝐺 dir. Buradan 

(𝐻 ∩ 𝐾1)𝑃 = (𝐻𝐺)𝑃 = 𝑃(𝐻𝐺) = 𝑃(𝐻 ∩ 𝐾1) 

sağlanır. 𝐾1, 𝐻 altgrubunun 𝑆𝑆 −tümleyenidir. 

 𝐻, 𝐺 nin bir 𝑆𝑆 −quasinormal altgrubu ise  𝐺 = 𝐻𝐾 ve 𝐻,

𝐾 de 𝑆 −quasinormaldir. 𝑊, 𝐾 nin Sylow altgrubu olsun. 

O zaman 𝐻𝑊 = 𝑊𝐻 olduğundan modüler kuraldan     

(𝐻 ∩ 𝐾)𝑊 = 𝑊(𝐻 ∩ 𝐾) olur. Bu ise 𝐻 ≤ 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiş demektir. 

Her 𝑆𝑆 −quasinormal altgrup 𝐶 −tümlenmiş olmayabilir 

ve 𝐶 −tümlenmiş altgrup da 𝑆𝑆 −quasinormal 

olmayabilir.  

 

2.1.1. Örnek (1) 𝐺 = 𝑆4 ve 𝐻 = 〈(34)〉 olsun. O zaman 

𝐺 = 𝐻𝐴4 ve 𝐻 ∩ 𝐴4 = {𝑒} olduğundan 𝐺 de 

𝐶 −tümlenmiştir. Fakat 𝐴4 ün 𝑃 = 〈(123)〉 Sylow 

3 −altgrubu için 𝐻𝑃 ≠ 𝑃𝐻 olduğundan 𝑆𝑆 −quasinormal 

değildir. 

(2) 𝑃 = 〈𝑥, 𝑦 |𝑥16 = 𝑦4 = 𝑒, 𝑥𝑦 = 𝑥3 〉 olsun. O zaman 

𝛷(𝑃) = 〈𝑥2, 𝑦2 〉 = 〈𝑥2 〉 × 〈𝑦2 〉 ( 〈𝑥, 𝑦2 〉 ve 〈𝑥2, 𝑦 〉 

maksimal altgrupları ve arakesitleri 〈𝑥2, 𝑦2 〉 

altgrubudur).  𝐻 = 〈𝑦2 〉, 𝑃 de 𝑆 −quasinormaldir.  𝑃 nin 

bütün altgrupları ile permüte edilebilir ve 

dolayısıyla 𝑆𝑆 −quasinormaldir. Ancak 𝐻, 𝑃 de 

𝐶 −tümlenmiş değildir (𝑃 nin 𝐻 ∩ 𝐾 ≰ 𝐻𝑃  olacak şekilde 

bir altgrubu yoktur). Guo ve Lu  (2012). 

2.1.2. Örnek Örnek 2.1.1 de verilen 𝑃 grubu için                 

𝐺 = 𝑆4 × 𝑃 olsun. 𝐻 = 𝐶2 × 𝑃1, 𝐶2 = 〈(34)〉 ve               

𝑃1 = 〈𝑦2 〉 ve  𝐾 = 𝐴4 × 𝑃 olarak alalım. Buradan           

 𝐺 = 𝑆4 × 𝑃 = 𝐻𝐾 ve   𝐻 ∩ 𝐾 ≅ 𝑃1 izomorfizmasından 

𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 da 𝑆 −quasinormaldir. Böylece 𝐻, 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir. Fakat 𝐻, 𝐶 −tümlenmiş ya da 

𝑆𝑆 −quasinormal değildir Guo ve Lu (2012). 

Şimdi SS-tümlenmiş altgrupların bazı temel özelliklerini 

verelim. 

2.1.1. Lemma 𝐺 grubunun 𝑆𝑆 −tümlenmiş 𝐻, 𝑁, 𝑀, 𝐿 

altgrupları için aşağıdakiler gerçeklenir. 

(1)  𝐻 ≤ 𝑀 ise, 𝐻, 𝑀 de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

(2) 𝑁 ⊲ 𝐺 ve 𝑁 ≤ 𝐻 ise o zaman 
𝐻

𝑁
  ,

𝐺

𝑁
 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

(3) 𝜋, asalların bir kümesi olsun. Şayet 𝐻, 𝐺 grubunun bir 

𝜋 −altgrubu ve 𝑁, 𝐺 nin bir 𝜋′ − alt grubu ise o zaman 
𝐻𝑁

𝑁
,

𝐺

𝑁
   de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

(4)  𝐻 ≤ Φ(𝐿) ise o zaman 𝐻, 𝐺 de 𝑆 −quasinormaldir 

Guo ve Lu (2012). 

Kanıt. (1) Hipotezden 𝐺 = 𝐻𝐾 ve 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 da 

𝑆 −quasinormal olan 𝐾 ≤ 𝐺 vardır. 𝐾1 = 𝑀 ∩ 𝐾 olsun.     

O zaman 𝐺 = 𝐻𝐾 iken 𝑀 = 𝐺 ∩ 𝑀 = (𝐻𝐾) ∩ 𝑀 =

𝐻(𝐾 ∩ 𝑀) = 𝐻𝐾1 olup 𝑀 = 𝐻𝐾1 bulunur. Ayrıca             

𝐻 ∩ 𝐾1 = 𝐻 ∩ 𝑀 ∩ 𝐾 = 𝐻 ∩ 𝐾 olduğundan 𝐾1 de 

𝑆 −quasinormaldir. 𝑀 ∩ 𝐾 nin  bir 𝑄 Sylow altgrubu için  

𝑄(𝐻 ∩ 𝐾1 ) = 𝑄(𝐻 ∩ 𝐾) = (𝐻 ∩ 𝐾)𝑄 olduğunu 

gösterelim. 𝑄 = 𝑃 ∩ (𝑀 ∩ 𝐾) olacak şekilde 𝐾 nin bir 

Sylow altgrubu 𝑃 vardır ve hipotezden (𝐻 ∩ 𝐾)𝑃 =

𝑃(𝐻 ∩ 𝐾) sağlanır. O halde; 

𝑄(𝐻 ∩ 𝐾1 ) = 𝑄𝐻 ∩ 𝐾1  = (𝑃 ∩ (𝑀 ∩ 𝐾))𝐻 ∩ 𝐾1  

= (𝑃 ∩ 𝑀)𝐻 ∩ 𝐾1 = 𝑃𝐻 ∩ 𝑀 ∩ 𝐾            

= 𝑀 ∩ (𝑃𝐻 ∩ 𝐾) = 𝑀 ∩ (𝑃(𝐻 ∩ 𝐾))  

= 𝑀 ∩ (𝐻 ∩ 𝐾)𝑃 = 𝑀 ∩ (𝐻𝑃 ∩ 𝐾)               

= (𝑀 ∩ 𝐻𝑃) ∩ 𝐾 = 𝐻𝑃 ∩ 𝑀 ∩ 𝐾1   

= 𝐻(𝑃 ∩ 𝑀) ∩ 𝐾1 = 𝐻(𝑃 ∩ (𝑀 ∩ 𝐾)) ∩ 𝐾1   

= 𝐻𝑄 ∩ 𝐾1 = (𝐻 ∩ 𝐾1)𝑄  

olup 𝐻, 𝑀 de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

(2) 𝐺 = 𝐻𝐾 olduğundan 
𝐺

𝑁
=

𝐻

𝑁
  .

𝐾𝑁

𝑁
 sağlanır. Modüler 

kuraldan 
𝐻

𝑁
∩

𝐾𝑁

𝑁
=

𝐻∩𝐾𝑁

𝑁
=

(𝐻∩𝐾)𝑁

𝑁
=

𝑁(𝐻∩𝐾)

𝑁
 dir. Herhangi 

bir 𝑝 asalı için 𝐾𝑃 , 𝐾 nin Sylow 𝑝 −altgrubu olmak üzere 
𝐾𝑁

𝑁
 nin herhangi bir Sylow 𝑝 − altgrubu  

𝐾𝑝 𝑁

𝑁
  formundadır. 

Böylece (𝐻 ∩ 𝐾)𝐾𝑃 , 𝐺 nin bir altgrubu olduğundan                 
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(
𝐻

𝑁
∩

𝐾𝑁

𝑁
) (

𝐾𝑃 𝑁

𝑁
) =

(𝐻∩𝐾)𝐾𝑃𝑁

𝑁
,

𝐺

𝑁
 nin bir altgrubudur. 

Böylece (1) den 
𝐻

𝑁
∩

𝐾𝑁

𝑁
  , 

𝐾𝑁

𝑁
  de 𝑆 −tümlenmiştir. (Yani, 

(
𝐻

𝑁
∩

𝐾𝑁

𝑁
)

𝐾𝑃𝑁

𝑁
=

𝐾𝑃𝑁

𝑁
(

𝐻

𝑁
∩

𝐾𝑁

𝑁
)). Böylece 

𝐻

𝑁
, 

𝐺

𝑁
 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir.  

(3) 𝐻 ve 𝑁 sırasıyla 𝜋 −altgrup ve 𝜋′ −altgrup olsun. 

(|𝑁|, |𝐻|) = 1 ve 𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒} ve 𝑁 ≰ 𝐻 olmadığından 

𝑁 ≤ 𝐾 olmalıdır. Böylece Modüler kuraldan 𝑁𝐻 ∩ 𝐾 =

𝑁(𝐻 ∩ 𝐾) eşitliği elde edilir. 

             𝐺 = 𝐻𝐾 ⇒ 𝐺 = 𝑁𝐻𝐾 = (𝑁𝐻)𝐾 … (𝑖)  

eşitliği sağlanır. Ayrıca 𝐾 nin her Sylow altgrubu 𝑃 için    

(𝑁𝐻 ∩ 𝐾)𝑃 = (𝑁(𝐻 ∩ 𝐾))𝑃 = 𝑁(𝑃(𝐻 ∩ 𝐾)) ve            

𝑁 ⊲ 𝐺 olduğundan 

 𝑁(𝑃(𝐻 ∩ 𝐾)) = 𝑃(𝑁(𝐻 ∩ 𝐾)) = 𝑃(𝑁𝐻 ∩ 𝐾)  … (𝑖𝑖)  

olur. O halde      𝑁𝐻 ∩ 𝐾, 𝐺 de 𝑆 −quasinormaldir. (𝑖) ve 

(𝑖𝑖) den 𝑁𝐻, 𝐺 de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir. (2) gereğince 
𝐻𝑁

𝑁
, 

𝐺

𝑁
 de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

(4) 𝐿 nin maksimal altgruplarının arakesiti olan  𝛷(𝐿) ≠

𝐿 nin Frattini altgrubu olup aynı zamanda 𝐿 nin bütün 

üreteç olmayan elemanlarının kümesidir. Yani                         

𝐿 = 〈𝑋, 𝑎〉 iken 𝐿 = 〈𝑋〉 dir.   

𝐻 ≤ Φ(𝐿) ⇒ 𝐻 ≤ 𝐿 ⇒ 𝐺 = 𝐻𝐾 ⇒ 𝐿 = 𝐿 ∩ 𝐺 = 𝐿 ∩ 𝐻𝐾 

                                       = 𝐻(𝐿 ∩ 𝐾) = 〈𝐻, 𝐿 ∩ 𝐾〉   

                                          = 𝐿 ∩ 𝐾 ⇒ 𝐿 ≤ 𝐾 ⇒ 𝐻 ≤ 𝐿 ≤ 𝐾  

olduğundan 𝐻 ≤ 𝐾 ⇒ 𝐺 = 𝐻𝐾 = 𝐾 olur. Böylece 𝐻 ∩ 𝐾,

𝐾 de 𝑆 −quasinormal olduğundan 𝐻 ∩ 𝐾 = 𝐻 ve  𝐾 = 𝐺  

olup 𝐻, 𝐺 de 𝑆 −quasinormaldir. □    

Aşağıdaki lemmalar verilen bir 𝐺 grubunun 𝑆-quasinormal 

altgruplarına dair bilinen sonuçlardır. 

2.1.2. Lemma  𝐺 grubunun 𝐻 ≤ 𝐺 altgrubu 

𝑆 −quasinormal iken 𝐻, 𝐺 de altnormaldir. Guo ve Lu 

(2012). 

Kanıt. Kabul edelim ki iddia doğru olmasın,                             

yani bir 𝐺 grubunda 𝐻 ≤ 𝐺 𝑆-quasinormal iken 𝐻 

altnormal olmasın. Bu koşulu sağlayan grupların en küçük 

mertebeli olanı 𝐺 grubu olsun.  𝑁 = 𝑁𝐺  (𝐻) =

{𝑔−1 𝐻𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} için 𝐻 ≤ 𝑁 ve 𝑁 ⊲ 𝐺 dir. 𝑁, 𝐺 nin öz 

normal altgrubu iken 𝐻, 𝑁 de quasinormal ve 𝐺 nin 

minimalliğinden 𝐻, 𝑁  de altnormaldir ve 𝑁 ⊲ 𝐺 

olduğundan 𝐻 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺 olur. O halde 𝑁 = 𝐺 =

𝑁𝐺  (𝐻) olmalıdır. 𝑀, 𝐻 yi içeren bir maksimal altgrup ise 

𝑁𝐺  (𝐻) = 𝐺 eşitliğinden öyle bir 𝑁𝑋 (𝑀) için 

𝐻, 𝑁𝑋 (𝑀) de kapsanmaz. Böylece 𝐻𝑁𝑋 (𝑀) = 𝐺 ve 

𝑀𝑁𝑋 (𝑀) = 𝐺  çelişkisi elde edilir ve ispat               

tamamlanır. □    

2.1.3. Lemma Bir 𝑝 asalı için 𝐻, 𝐺 grubunun bir 

𝑝 −altgrubu olsun. O zaman 𝐻 nin 𝐺 de 𝑆 −quasinormal 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑂𝑝 (𝐺) ≤ 𝑁𝐺  (𝐻) 

sağlanmasıdır Guo ve Lu (2012). 

Kanıt. (⟹)  𝐻 ≤ 𝐺, 𝑝 −altgrubu quasinormal olsun. O 

zaman 𝐺 nin her 𝑃 Sylow 𝑝 −altgrubu için 𝐻𝑃 = 𝑃𝐻 dir 

ve 𝐻 bir 𝑝 −altgrup olduğundan 𝐻𝑃 = 𝑃𝐻 = 𝑃 dir. 

𝑂𝑝 (𝐺) ise 𝐺 nin en küçük normal 𝑝 −altgrubu 

olduğundan 𝐻 nin  𝑝 −altgrup olması kullanılarak 𝐻 ⊆ 𝑂𝑝 

(G) bulunur. Lemma 2.1.2 den 𝐺 de altnormaldir. Bundan 

başka bir 𝑞 ≠ 𝑝 için 𝑄 Sylow 𝑝 −altgrubu ise o zaman 

𝐻, 𝑆 −quasinormal olduğundan 𝑄𝐻 = 𝐻𝑄 sağlanır. 

𝑝′, 𝑝 den farklı olan asal olmak üzere 𝑝′ mertebeli bir 

eleman (ya da altgrup) bir 𝑄 Sylow 𝑝′ −altgrubu 

tarafından kapsanır. Böylece 𝑔 ∈ 𝑂𝑝 (𝐺) ⇒< 𝑔 >≤ 𝑄 ve    

𝑄, 𝑝′ mertebeli devirli grupların çarpımı olduğundan 

𝑄𝐻 = 𝐻𝑄  için  < 𝑔 > 𝐻 = 𝐻 < 𝑔 > olup 𝑔 ∈ 𝑁𝐺  (𝐻) =

{𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔} bulunur.  

(⟸) 𝑁𝐺  (𝐻) ⊇ 𝑂𝑝 (𝐺) ise o zaman 𝐻 ⊆ 𝑂𝑝  (𝐺)dır. 

Böylece 𝐻, 𝐺 de altnormaldir ve  𝑞 ≠ 𝑝 için 𝐺 nin her bir 

Sylow 𝑞 −altgrubu tarafından normallenir. □    

 

2.2. Bir Grubun 𝑺𝑺 −Tümlenmiş Altgruplarının 

Karakterizasyonları 

𝐺 sonlu grubunun her altgrubu 𝑆𝑆 −tümlenmiş ise 𝐺 ye 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir denir. Bu bölümde 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

altgrupları kullanarak grupların çözülebilirliği incelenecek 

ve daha sonra 𝑆𝑆 −tümlenmiş gruplar karakterize 

edilecektir. 

2.2.1. Lemma (Schur, Zassenhaus) 𝐺 sonlu grubunun 

𝑒𝑏𝑜𝑏(𝑛, 𝑚) = 1  olmak üzere  |𝐻| = 𝑛, [𝐺: 𝐻] = 𝑚 

koşullarını gerçekleyen 𝐻 normal altgrubu için 𝐺, 

mertebesi 𝑚 olan altgrupları kapsar ve bunlardan 

herhangi ikisi birbiriyle eşleniktir Gorenstein (1968). 

2.2.1. Teorem 𝐺nin çözülebilir grup olması için gerek ve 

yeter koşul 𝐺 nin her bir Sylow altgrubunun 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiş olmasıdır Guo ve Lu  (2012). 

Kanıt. Eğer 𝐺 çözülebilir ise 𝐺 nin bütün Sylow altgrupları 

𝐺 de tamlanmıştır. Böylece 𝐺 de 𝑆𝑆 −tümlenmiştir.     

Tersine 𝐺 nin her 𝑃 Sylow altgrubu 𝐺 de 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

olsun. Tanımdan 𝐺 = 𝑃𝐾 ve  𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾 de 𝑆 −quasinormal 

olan bir 𝐾 ≤ 𝐺 mevcuttur. Lemma 2.1.2 den  𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾 da 

altnormaldir. 𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾 nın Sylow altgrubu olduğundan 

hem de altnormal olmasından  

𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾1 ⊲ 𝐾2 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾  

altnormal serisi vardır. 𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾 nin Sylow altgrubu 

olduğundan her bir 𝐾𝑖   nin de Sylow altgrubudur. Özel 

olarak 𝑃 ∩ 𝐾,  𝐾2 nin de Sylow altgrubudur. 𝑃 ∩ 𝐾 nin 𝐾2 

de normal altgrup olduğunu ispatlamak yeterli olacaktır. 

𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾1 ve 𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾1 de Sylow olduğundan 𝑃 ∩ 𝐾, 𝐾1 

in tek Sylow altgrubudur. Şimdi 𝑃 ∩ 𝐾 nın 𝐾2 nin de tek 

Sylow altgrubu olduğunu ispatlayalım. 𝑄, 𝐾2 nin başka bir 
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Sylow altgrubu olsa Sylow teoreminden                                   

𝑄 = 𝑥−1 (𝑃 ∩ 𝐾)𝑥 olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐾2 vardır.  𝑥 ∈ 𝐾1 

ise 𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾1 olduğundan 𝑄 = 𝑥−1 (𝑃 ∩ 𝐾)𝑥 =  𝑃 ∩ 𝐾 

eşitliği sağlanır. Böylece 𝑄 = 𝑃 ∩ 𝐾  bulunur. 𝑥 ∉ 𝐾1 ise 

𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾1 olduğundan 𝑥−1 (𝑃 ∩ 𝐾)𝑥 ⊲ 𝑥−1 𝐾1 𝑥 = 𝐾1 

bulunur. 

𝑄 da 𝐾1 in Sylow altgrubu olduğundan ve 𝐾1 in de tek bir 

tane Sylow altgrubu olduğundan   𝑃 ∩ 𝐾 = 𝑄 dur. Yani 𝐾2 

nin de tek Sylow altgrubu 𝑃 ∩ 𝐾 olur. O halde                      

𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾2 dir. Seri üzerinde bu şekilde devam edilirse 

𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾 olur. Buradan Schur-Zassenhaus Teoremi 

uygulanırsa 𝑃 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾 ve 𝑃 ∩ 𝐾 Sylow 𝑞 −altgrup 

olduğundan  (|𝑃 ∩ 𝐾|, |
𝐾

𝑃∩𝐾
|) = 1 olup 𝐾 = (𝑃 ∩ 𝐾)𝐾𝑝

′  

olacak şekilde 𝐾 nın bir 𝐾𝑝
′   Hall altgrubu vardır.              

Ayrıca 𝐾𝑝
′  nin tamlayan olması kullanılarak (𝑃 ∩ 𝐾) ∩

𝐾𝑝′ = 𝑃 ∩ 𝐾 ∩ 𝐾𝑝′ = 𝑃 ∩ 𝐾𝑝′ = 1 bulunur. Buradan 

𝐺 = 𝑃𝐾 = 𝑃((𝑃 ∩ 𝐾)𝐾𝑝′ ) = 𝑃(𝑃 ∩ 𝐾)𝐾𝑝
′ = 𝑃𝐾𝑝

′  elde 

edilir. Böylece 𝐺 nin her 𝑃 Sylow altgrubu 𝐺 de tamlanmış 

olduğundan 𝐺 çözülebilir gruptur. □    

Teorem 2.2.1 deki argümanlar ile aşağıdaki sonucu elde 

ederiz. 

Bir sonlu 𝐺 grubunun 𝐻 altgrubunun mertebesi |𝐻| ile 

[𝐺: 𝐻] aralarında asal ise 𝐻 altgrubuna 𝐻𝑎𝑙𝑙 𝑎𝑙𝑡𝑔𝑟𝑢𝑏𝑢 

denir. 

2.2.1. Sonuç 𝐺 grubunun 𝐻 Hall altgrubu verilsin. 𝐻  nin 

tamlanmış olması ancak ve ancak 𝐻 nin 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiş olmasıyla sağlanır. Guo ve Lu (2012). 

Kanıt. Schur-Zassenhaus teoremi gereğince her bir Hall 

altgrubunun 𝐺 de tamlayanı vardır ve böylece 𝐻, 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir. 

Tersine 𝐺 nin bir Hall altgrubu 𝐻, 𝐺 de 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

olsun. 𝐺 = 𝐻𝐾 ve 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 de 𝑆 −quasinormal 

olan   𝐾 ≤ 𝐺 mevcuttur. Lemma 2.1.2 den 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 de 

altnormaldir. Ayrıca 𝐻 ∩ 𝐾 ≤  𝐾 dır. Böylece 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾    

de hem altnormal ve hem de Hall altgrup olduğundan  

𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 de normaldir.  

𝐻 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾1 ⊲ 𝐾2 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐾, 𝐻 nin altnormal serisi ise 

𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾1 de normal Hall altgruptur ve böylece 𝐾1 de 

karakteristiktir. O halde  𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾1 de karakteristiktir ve 

𝐾1 ⊲ 𝐾2 olduğu için       𝐻 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾2 olur. Bu şekilde 

devam edilirse 𝐻 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾 bulunur. Burada Schur-

Zassenhaus Teoremi uygulanırsa 𝐻 ∩ 𝐾 ⊲ 𝐾 ve 𝐻 ∩ 𝐾 

Sylow 𝑞 −altgrubu için (|𝐻 ∩ 𝐾|, |
𝐾

𝐻∩𝐾
|) = 1 olup 𝐾 =

(𝐻 ∩ 𝐾)𝐾𝑝
′  olacak şekilde 𝐾 nın bir 𝐾𝑝

′   Hall altgrubu 

vardır. Ayrıca 𝐾𝑝
′  tamlayan olduğundan (𝐻 ∩ 𝐾) ∩ 𝐾𝑝′ =

𝐻 ∩ 𝐾 ∩ 𝐾𝑝′ = 𝐻 ∩ 𝐾𝑝′ = 1 olur. O halde 𝐺 = 𝐻𝐾 =

𝐻((𝐻 ∩ 𝐾)𝐾𝑝′ ) = 𝐻(𝐻 ∩ 𝐾)𝐾𝑝
′ = 𝐻𝐾𝑝

′   olup böylece 

𝐺 nin her 𝐻 Hall-altgrubu 𝐺 de tamlanmıştır. □    

2.2.2. Teorem Bir 𝐺 grubunun çözülebilir olması için gerek 

ve yeter koşul 𝐺 nin her maksimal altgrubunun 𝐺 de 

altnormal olan bir 𝑆𝑆 −tümleyeninin olmasıdır Guo ve Lu  

(2012). 

Kanıt. 𝐺 çözülebilir grubunun 𝐻 ≤ 𝐺 maksimal altgrubu 

verilsin. 𝐻 nin 𝐺 de altnormal bir 𝑆𝑆 −tümleyeni 

olduğunu gösterelim. |𝐺| üzerine tümevarım 

uygulayalım. |𝐺| = 1 ise ispat açıktır. İddia mertebesi 𝐺 

nin mertebesinden küçük olan gruplar için doğru olsun. 

Şimdi 𝐻𝐺 ≠ {𝑒} olsun. 𝐻𝐺 ⊲ 𝐺 ve dolayısıyla 𝐻𝐺 ⊲ 𝐻 

bulunur. |
𝐺

𝐻𝐺
| < |𝐺| olduğundan  

𝐻

𝐻𝐺
 , 

𝐺

𝐻𝐺
 nın maksimal 

altgrubu olup hipotezden 
𝐻

𝐻𝐺
 nin  

𝐺

𝐻𝐺
 de bir 

𝐾

𝐻𝐺
 

𝑆𝑆 −tümleyeni vardır ve 
𝐾

𝐻𝐺
,  

𝐺

𝐻𝐺
 de altnormaldir. Yani 

𝐾

𝐻𝐺
⊲

𝐾1

𝐻𝐺
⊲ ⋯ ⊲

𝐺

𝐻𝐺
  altnormal serisi vardır. Bu serinin 𝐻𝐺  

ile genişlemesinden 𝐾 ⊲ ⋯ ⊲ 𝐺 alt normal serisi bulunur. 

𝐻𝐺 = {𝑒}  olsun. 𝑁, 𝐺 nin minimal normal altgrubu ve 

𝑁 ≰ 𝐻 olduğundan 𝐺 = 𝐻𝑁 ve   𝐻 ∩ 𝑁 ≤ 𝐻𝐺 = {𝑒} olup 

𝑁, 𝐻 nin tamlayanı ve 𝑆𝑆 −tümleyenidir. Böylece 𝑁 ⊲ 𝐺 

altnormaldir. 

Tersine iddianın doğru olmadığını kabul edelim ve 𝐺 bu 

iddiayı sağlamayan en küçük mertebeli grup olsun. 𝐻, 𝐺 

nin maksimal altgrubu olmak üzere 𝐺 = 𝐻𝐾 ve 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 

da 𝑆-quasinormal olacak şekilde 𝐾 altnormal altgrubu 

bulunsun. 𝐺 abel olmayan basit grup ise o zaman 𝐻 ≠ 𝐺 

olduğundan 𝐾 = 𝐺 dir. Lemma 2.1.2. gereğince 𝐻, 𝐺 de 

altnormal altgruptur. Buradan 𝐻 = {𝑒} olmalıdır. Bu ise 𝐺 

nin 𝑝 asal mertebeli devirli sonlu grup olması demektir. O 

halde 𝐺 çözülebilirdir. Bu ise çelişkidir. Eğer 𝐺 basit grup 

değilse ve 𝑁 ≤ 𝐺 minimal normal altgrup ise hipotezden 

iddia 
𝐺

𝑁
 için gerçeklenir. 𝐺 nin minimalliğinden 

𝐺

𝑁
 

çözülebilirdir. Bundan başka 𝑁 nin, 𝐺 nin tek minimal 

normal altgrup olduğunu ve 𝑁 nin  Φ(𝐺) tarafından 

içerilmediğini varsayabiliriz. O zaman, bu durumda 𝐺 nin 

𝑀𝐺 = {𝑒} olan bir 𝑀 maksimalini alabiliriz. Hipotezden 

𝐾 ≤ 𝐺 altnormal olmak üzere 𝐺 = 𝑀𝐾 ve 𝑀 ∩ 𝐾, 𝐾 da 

𝑆 −quasinormaldir. 𝐾, 𝐺 de altnormal olduğu için Lemma 

2.1.2 den 𝑀 ∩ 𝐾, 𝐺 de altnormaldir. Eğer 𝑀 ∩ 𝐾 ≠ {𝑒} ise 

o zaman 𝑀 ∩ 𝐾 tarafından içerilen 𝐺 nin bir minimal 

altnormal altgrubu olarak 𝐿 yi alabiliriz.  𝐿 ∩ 𝑁 ⊴ 𝐿 

olduğundan ve 𝐿 minimal altnormal olduğundan 𝐿 ∩ 𝑁 =

{𝑒} ya da 𝐿 ∩ 𝑁 = 𝐿 bulunur. Böylece 𝐿 ≤ 𝑁 olur. Guo ve 

Lu (2012, Lemma 2.7) den 𝑁, 𝐿 yi normaller. Eğer  𝐿 ∩

𝑁 = {𝑒} ise o zaman 𝑁𝐿 = 𝑁 × 𝐿 ve 𝐿 ≤ 𝐶𝐺  (𝑁) = {𝑒} 

bulunur. Buradan  𝐿 = {𝑒} olur. Eğer 𝐿 ∩ 𝑁 = 𝐿 yani 𝐿 ≤

𝑁 ise o zaman  𝑀 ∩ 𝐾 = {𝑒} alabiliriz. Benzer bir yolla 𝐺 

nin bütün minimal altnormal altgruplarının 𝑁 tarafından 

içerildiği gösterilebilir. Her bir 𝑁𝑖  belirli bir abel olmayan 

basit gruba izomorf olmak üzere 𝑁 = 𝑁1 × 𝑁2 × … ×

𝑁𝑟 olsun. O zaman kolayca 𝑁1, 𝑁2, … , 𝑁𝑟 nin, 𝐺 nin bütün 

minimal altnormal altgrupları ile çakıştığı gösterilebilir. 

Genelliği bozmadan 𝑁1 ≤ 𝐾 kabul edebiliriz. O zaman 

öyle bir 𝑝  asalı için 𝑝, [𝐺: 𝑀] = |𝐾| sini böler. Böylece 

𝐺 nin bir çözülebilir normal altgrubu mevcut olup 𝑁 tek 

minimal normal olarak bu normal altgrup tarafından 
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içerildiğinden 𝑁  çözülebilirdir. 
𝐺

𝑁
  ve 𝑁 çözülebilir 

olduğundan 𝐺 çözülebilir olur ki bu ise çelişkidir. O halde 

kabulümüz yanlış olup ispat tamamlanır. □   

Teorem 2.2.2 yardımıyla doğrudan aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

2.2.2. Sonuç Bir 𝐺 grubunun çözülebilir olması için gerek 

ve yeter koşul𝐺 grubunun herhangi bir 𝑀 maksimal 

altgrubu için  𝐺 nin 𝐺 = 𝑀𝐾 ve 𝑀 ∩ 𝐾 ≤ 𝑀𝐺  olan bir 

𝐾 altnormal altgrubunun bulunmasıdır Guo ve Lu (2012). 

Uyarı: 𝐺 grubu çözülebilir olmasın. Bu takdirde 𝐺 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiş olan çözülebilir maksimal bir altgrup 

bulunmayabilir. Örneğin 𝐴5 = 〈𝐴4, (1234)〉 ve                  

𝐴4 ∩ 〈(1234)〉 = {𝑒} olduğundan 𝐴4, 𝐴5 in 

𝑆𝑆 −tümlenmiş altgrubuna izomorftur. 𝐴5 çözülebilir 

değildir fakat 𝐴5 in  𝐴4 e izomorf olan altgrubu maksimal 

çözülebilir olma koşulunu sağlar. 

  𝐺 grubunun çözülebilir olması durumunda grupta 

çözülebilir maksimal altgrubun varlığı aşağıdaki Teoremde 

ispatlanmıştır. 

2.2.3. Teorem Bir 𝐺 grubunun çözülebilir olması için gerek 

ve yeter koşul 𝐺 nin, 𝐺 de normal olan bir 𝐾 

𝑆𝑆 −tümleyeni bulunan bir 𝐻 çözülebilir maksimal 

altgrubunun bulunmasıdır Guo ve Lu (2012). 

Kanıt. 𝐺 çözülebilir grup ise 𝐺 grubunun bir 𝐻 maksimal 

normal altgrubu vardır. Bu durumda 𝐾 = 𝐺 için 𝐺, 𝐻 nin 

normal 𝑆𝑆 −tümleyenidir.  

Tersine iddianın doğru olmadığını kabul edelim. O zaman 

𝐺 bu iddiayı sağlamayan en küçük mertebeli grup olsun. 

Eğer 𝐻𝐺 ≠ {𝑒} ise o zaman 
𝐻

𝐻𝐺
  

𝐺

𝐻𝐺
 nin bir çözülebilir 

maksimal altgrubudur ve 
𝐾𝐻𝐺

𝐻𝐺
,

𝐻

𝐻𝐺
  nin 

𝐺

𝐻𝐺
 deki bir normal 

𝑆𝑆 −tümleyenidir. 𝐺 nin seçiminden 
𝐺

𝐻𝐺
  çözülebilirdir ve 

böylece 𝐺 çözülebilir gruptur, bu ise çelişkidir. O zaman          

𝐻𝐺 = {𝑒} olmalıdır.  𝑁, 𝐺 de bir minimal normal altgrup 

ve 𝐶 = 𝐶𝐺(𝑁) = {𝑔 ∈ 𝐺 |  ∀𝑛 ∈ 𝑁, 𝑔𝑛 = 𝑛𝑔} olsun.          

Doerk ve Hawkes (1992) den dolayı 𝑁, 𝐺 nin tek minimal 

normal altgrubudur ve  𝐶 ≤ 𝑁 dir ya da 𝑁 ≅ 𝑅 abel 

olmayan ve  𝑅 = 𝐶𝐺  (𝑁) = 𝐶, 𝑅 ∩ 𝐻 =   𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒} 

olan 𝐺 nin 𝑁 ve 𝑅  olmak üzere iki minimal normal 

altgrubu vardır. Hipotezden 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 de 

𝑆 −quasinormal olduğundan Lemma 2.1.2. gereği            

𝐻 ∩ 𝐾, 𝐾 da ve dolayısıyla 𝐺 de altnormaldir. Şimdi           

𝐻 ∩ 𝐾 ≠ {𝑒} ve 𝐿, 𝐺 nin 𝐻 ∩ 𝐾 tarafından içerilen 

minimal altnormal altgrubu olsun. Eğer 𝐿 ≤ 𝑁 ise o 

zaman 𝐿𝐺 = 𝐿𝑁𝐻 = 𝐿𝐻 ≤ 𝐻𝐺 = {𝑒} olup çelişki elde 

edilir. O halde 𝐿 ≰ 𝑁 dir ve benzer şekilde 𝐿 ≰ 𝑅 dir. 

Böylece 𝑁 ∩ 𝐿 = {𝑒} = 𝑅 ∩ 𝐿 olmalıdır. Diğer taraftan 

Guo ve Lu (2012, Lemma 2.7) gereği  𝑁𝐿 = 𝑁 × 𝐿 

bulunur. Bu ise   𝐿 ≤ 𝐶 ve   𝐶 ≤ 𝑁 olduğundan 𝐿 ≤ 𝑁  ya 

da   𝐶 = 𝑅 ile çelişir. Böylece 𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒} olmalıdır. O 

halde 
𝐺

𝐾
≅ 𝐻 ve 𝐾, 𝐺 nin minimal normal altgrubudur. 

Şimdi kabul edelim ki 𝑇, 𝐻 maksimal normal altgrubunun 

bir minimal normal altgrubu olsun. O zaman                          

𝑝 ∈ 𝜋(𝐻) olmak üzere 𝑇 elementer abel 

𝑝 −gruptur. 𝐶𝐾 (𝑇) hem 𝐻 hem de                           

𝐾 tarafından normallendiğinden 𝐶𝐾 (𝑇), 𝐻 tarafından 

normallenir. Yani 𝐻 ≤ 𝑁𝐺  (𝐶𝐾 (𝑇)) dir. Gerçekten de                                  

𝐶𝐾 (𝑇) = {𝑘 ∈ 𝐾│𝑡𝑘 = 𝑘𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑇} ve 𝑁𝐺  (𝐶𝐾 (𝑇)) =

{𝑔 ∈ 𝐺│𝑔𝐶𝐾 (𝑇) = 𝐶𝐾 (𝑇)𝑔} dir. 𝑇 ⊲ 𝐻, 𝐾 ⊲ 𝐺 olan 

ℎ ∈ 𝐻 ve 𝑡 ∈ 𝑇 keyfi elemanlarını alalım.     𝑇 ⊲ 𝐻 olduğu 

için  ℎ𝑡ℎ−1 ∈ 𝑇 dir. O halde ∀𝑘 ∈ 𝐶𝐾 (𝑇) için 

 𝑘(ℎ𝑡ℎ−1 ) = (ℎ𝑡ℎ−1 )𝑘 ⇒ ℎ−1 𝑘ℎ𝑡ℎ−1 = 𝑡ℎ−1 𝑘 

⇒ ℎ−1 𝑘ℎ𝑡ℎ−1 = 𝑡ℎ−1 𝑘 ⇒ ℎ−1 𝑘ℎ𝑡 = 𝑡ℎ−1 𝑘ℎ  

eşitliği elde edilir. Böylece ∀𝑡 ∈ 𝑇 𝑖ç𝑖𝑛 ℎ−1 𝑘ℎ, 𝑡 ile 

değişmelidir. Bu takdirde   ℎ−1 𝑘ℎ ∈ 𝐶𝐾 (𝑇) ⇒ ℎ𝐶𝐾 (𝑇) =

𝐶𝐾 (𝑇)ℎ ⇒ 𝐻 ≤ 𝑁𝐺  (𝐶𝐾 (𝑇))  bulunur. 𝐶𝐾 (𝑇) hem 𝐻  

hem de 𝐾 tarafından normallendiğinden ve 𝐺 = [𝐾]𝐻 

olduğundan 𝐶𝐾 (𝑇),   𝐺 tarafından normallenir yani 

𝐶𝐾 (𝑇) ⊲ 𝐺 dir. Üstelik 𝐶𝐾 (𝑇) ≤ 𝐾 iken 𝐶𝐾 (𝑇) ⊲ 𝐾 dır. 

𝐾, 𝐺 nin minimal normal altgrubu olduğundan 𝐶𝐾 (𝑇) =

𝐾 yada 𝐶𝐾 (𝑇) = 1 olmalıdır. Eğer  𝐶𝐾 (𝑇) = 𝐾 ⇒ ∀𝑡 ∈ 𝑇 

ve ∀𝑘 ∈ 𝐾 için 𝑘𝑡 = 𝑡𝑘 ⇒ 𝑘 ∈ 𝑁𝐺  (𝑇) ⇒ 𝐾 ≤ 𝑁𝐺  (𝑇) ⇒

𝑇 ⊲ 𝐾 𝑣𝑒 𝑇 ⊲ 𝐻 ⇒ 𝑇 ⊲ 𝐺  

𝑇 ≤ 𝐻 için 𝑇, 𝐺 de normal olduğundan 𝑇, 𝐺 nin 𝐻 

tarafından içerilen normal altgrubudur. En genişi 

𝐻𝐺  olduğuna göre 𝑇 ≤ 𝐻𝐺 . Bu ise 𝐻𝐺 = {𝑒} olmasıyla 

çelişir. O halde  𝐶𝐾 (𝑇) = {𝑒} olmalıdır. Gorenstein (1968) 

deki Teorem 2.2 ve Teorem 2.3 gereğince 𝐾 bir 𝑝′ −grup 

olup 𝐾, her 𝑞 ∈ 𝜋(𝐾) asalı için bir tek 𝑄, 𝑇 −invaryant 

Sylow 𝑞 −altgrubu içerir. Herhangi bir ℎ ∈ 𝐻 için 

(𝑄ℎ  )𝑇 = (𝑄𝑇  )ℎ = 𝑄ℎ  olup 𝑄, 𝑇 −invaryant 

olduğundan Sylow 𝑞 −altgrubudur ve böylece 𝑄 = 𝑄ℎ  

dır. Sonuç olarak [𝑄]𝐻 = 𝐺 = [𝐾]𝐻 ve 𝐾 = 𝑄 bir 

𝑝 −gruptur. O halde 𝐺 çözülebilir grup olur bu ise 

çelişkidir. İspat tamamlanır.  □   

Şimdi 𝑆𝑆 −tümlenmiş grupları karakterize edelim. 

2.2.4. Teorem 𝐺 bir grup olsun. O zaman aşağıdakiler 

denktir. 

(1)  𝐺 bir 𝑆𝑆 −tümlenmiş gruptur. 

(2)  𝐺 süper çözülebilirdir,  
𝐺

Φ(𝐺)
nin her Sylow altgrubu 

elementer abeldir ve 𝛷(𝐺) nin her altgrubu 𝐺 de 

𝑆 −quasinormaldir. 

(3)   
𝐺

Φ(𝐺)
 nin her altgrubu tamlanmıştır ve 𝛷(𝐺) nin her 

altgrubu 𝐺 de 𝑆 −quasinormaldir. Guo ve Lu (2012). 

Kanıt. (1) ⇒ (2) Öncelikle, 𝐺 grubunun süper çözülebilir 

olduğunu gösterelim. Hipotezden ve Teorem 2.2.1 den 𝐺 

çözülebilirdir. 𝑁, 𝐺 de bir minimal normal altgrup iken 

𝑝 asal olmak üzere 𝑁,  elementer abel 𝑝 −gruptur. 

Lemma 2.1.1(2) den  
𝐺

𝑁
  , 𝑆𝑆-tümlenmiştir ve böylece 

mertebesi 𝐺 nin mertebesinden küçük olanlar için doğru 
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olması kullanılarak tümevarımla 
𝐺

𝑁
 nin süper çözülebilir 

olduğu görülür. Buradan 𝐺 nin süper çözülebilir olduğunu 

göstermek için 𝑁 = 〈𝑥〉 devirli olduğunu göstermek 

yeterlidir. 𝑃, 𝐺 nin bir Sylow 𝑝 −altgrubu ve 𝑥 ∈ 𝑁 ∩ 𝑍(𝑃) 

için  |𝑥| = 𝑝 ise 〈𝑥〉𝐾 = 𝐺  ve 〈𝑥〉 ∩ 𝐾, 𝐾 da 

𝑆 −quasinormal olacak şekilde 𝐾 ≤ 𝐺 vardır. Burada 𝐾 

elementer abel olduğu için 〈𝑥〉 ∩ 𝐾 , 𝐾 nın tüm Sylow 

altgrupları ile değişmelidir. 〈𝑥〉 ∩ 𝐾, 𝐾 nın bütün 

𝑝′ elemanları tarafından normallendiğinden 〈𝑥〉 ∩ 𝐾, 𝐾 

nın 𝑝′ −Sylow altgrupları ile de değişmeli olduğundan  𝑃 

tarafından merkezlenir ve böylece 〈𝑥〉 ≤ 𝑍(𝑃) olup  〈𝑥〉 ∩

𝐾, 𝐺 nin normal altgrubu olur. 𝑁 minimal olduğundan 

〈𝑥〉 ∩ 𝐾 = {𝑒} ya da (〈𝑥〉 ∩ 𝐾 = 𝑁) ⇒ 𝑁 ≤ 𝐾 olmalıdır. 

〈𝑥〉 ∩ 𝐾 = {𝑒} ise 𝑁 = 〈𝑥〉 elde edilir. 𝑁 ≤ 𝐾 ise 〈𝑥〉 =

〈𝑥〉 ∩ 𝐾 ≤ 𝑁 iken 𝑁 = 〈𝑥〉 bulunur. 𝑁 elementer abel 

𝑝 −grup yani her karakteristik altgrubu {𝑒} ya da 𝑁 ye eşit 

olduğundan ve 〈𝑥〉  karakteristik altgrubu basit 

olduğundan 𝑁 = 〈𝑥〉 bulunur. 

Şimdi 𝑃, 𝐺 nin Sylow 𝑝 −altgrubu ve 𝐻, Φ(𝑃) nin bir 

altgrubuiken, Lemma 2.1.1(4) gereğince 𝐻, 𝐺 de 

𝑆 −quasinormaldir. Lemma 2.1.3 den Φ(𝑃), 𝐺 de 

normaldir. Lemma 2.1.1(4) deki 𝐻 yerine Φ(𝑃) alınırsa                     

𝑂𝑃 (𝐺) ≤ 𝑁𝐺  (Φ(𝑃)) olup 𝑝′  mertebeli elemanlarının 

birleşiminin ürettiği grup Φ(𝑃) yi normaller. Φ(𝑃), 𝑃 de 

normal olduğundan 𝑝 mertebeli elemanları tarafından 

normallenir. Böylece Φ(𝑃) ≤ Φ(𝐺) ve buradan 
𝐺

Φ(𝐺) 
 nin 

her Sylow altgrubu elementer abeldir. Son iddia ise 

Lemma 2.1.1 (4) den elde edilir.   

(2)⇒(3) 𝐺 süper çözülebilir olduğundan çözülebilir serinin 

esas bölüntüleri devirli olup Hall (1937) deki Teorem 2 

gereğince tamlanmıştır.  

(3)⇒(1) Kabul edelim ki 
𝐺

Φ(𝐺) 
 nin her altgrubu tamlanmış 

ve Φ(𝐺) nin her altgrubu 𝐺 de    𝑆-quasinormal olsun.  

𝐻, 𝐺 nin altgrubu ise o zaman (
𝐻Φ(𝐺)

Φ(𝐺)
) (

𝐾

Φ(𝐺)
) =

𝐺

Φ(𝐺)
 ve 

(
𝐻𝜙(𝐺)

Φ(𝐺)
) ∩ (

𝐾

Φ(𝐺)
) =

(𝐻∩𝐾)Φ(𝐺)

Φ(𝐺)
= {𝑒} olacak şekilde 

𝐺

Φ(𝐺)
 

nin 
𝐾

Φ(𝐺)
 altgrubu mevcuttur. Bu eşitliklerde 𝐻𝐾 = 𝐺 ve 

𝐻 ∩ 𝐾 ≤ Φ(𝐺) olur. Böylece 𝐻 ∩ 𝐾, 𝐺 de 𝑆-

quasinormaldir. Tanımdan 𝐻, 𝐺 de 𝑆𝑆-tümlenmiştir ve 𝐺 

bir 𝑆𝑆-tümlenmiş gruptur.   □   

3. Bulgular 

Bu kısımda sonlu gruplarda çalışılan SS− tümlenmiş 

altgrup kavramı sonlu kanonik hipergruplara taşınarak, 

hiper cebirsel yapı özelliklerini çözülebilir hipergruplar 

yardımıyla incelenecektir. Çalışmada hipergruplar sonlu 

kanonik hipergrup olacak şekilde ele alınacaktır. 

 

3.1. Tanım 𝐻 hipergrubunun 𝐾  althipergrubu verilsin. 

𝐻 =  𝐾𝑇  ve 𝐾 ∩  𝑇, 𝑇 nin tüm  𝑊 Sylow 

althipergrupları tarafından permüte edilebiliyorsa, yani 

𝑊(𝐾 ∩  𝑇)  =  (𝐾 ∩  𝑇)𝑊 oluyorsa 𝑇 ye 𝐾 nın 𝐻 da 

𝑆𝑆 −tümleyeni ve 𝐾 ya 𝐻 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

althipergrubu denir. 

3.2. Örnek 𝑍6 çözülebilir hipergrubunun 𝐻 =  ⟨2̅⟩ 

althipergrubunu ele alalım. 𝐾 =  ⟨3̅⟩ althipergrubu  

𝑍6   =  ⟨2̅⟩  + ⟨3̅⟩ eşitliğini sağlar. 𝑍6  nın 2 −Sylow ve  

3 − Sylow althipergrupları sırasıyla 𝐾, ⟨5̅⟩ ve 𝐻 dır.  

𝐻 ∩  𝐾 =  ⟨0̅⟩ olup 𝐾 + ⟨0̅⟩  =  ⟨0̅⟩  +  𝐾 ve  

⟨5̅⟩  + ⟨0̅⟩  =  ⟨5̅⟩  =  ⟨0̅⟩  + ⟨5̅⟩  ve 𝐻 +  ⟨0̅⟩  =  ⟨0̅⟩  +

 𝐻 dır.  Böylece 𝑍6 nın 𝐻 althipergrubu 𝑆𝑆 −

 tümlenmiştir. 

3.3. Önerme 𝐻 hipergrubunun 𝑆𝑆 − tümlenmiş olan 𝐾  

althipergrubu verilsin. 𝐿, 𝐻 nin 𝐾 ≤  𝐿 olan althipergrubu 

ise 𝐾, 𝐿 de 𝑆𝑆 − tümlenmiştir. 

Kanıt. Hipotez gereğince 𝐻 = 𝐾𝑇 ve 𝐻 nin tüm 𝑊 Sylow 

althipergrupları için 𝑊(𝐾 ∩ 𝑇) = (𝐾 ∩ 𝑇)𝑊 eşitliği 

sağlanır. 𝐾 ≤ 𝐿 olduğundan 𝐿 = 𝐿 ∩ 𝐻 = 𝐿 ∩ (𝐾𝑇) =

𝐾(𝐿 ∩ 𝑇) eşitliği sağlanır. 𝐿 ∩ 𝑇 = 𝑇′ diyelim. Böylece 

𝐿 = 𝐾𝑇′ bulunur. 𝐾 ∩ 𝑇′ = 𝐾 ∩ (𝐿 ∩ 𝑇) = 𝐾 ∩ 𝑇 

olduğundan 𝐾, 𝐿 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş althipergrubudur.  □ 

3.4. Lemma 𝐻 hipergrubunun 𝑆𝑆 −tümlenmiş olan 𝐾 

althipergrubu verilsin. 𝑁, 𝐻 nin 𝑁 ≤  𝐾 olan güçlü normal 

althipergrubu ise 𝐾/𝑁, 𝐻/𝑁 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

althipergrubudur. 

Kanıt. 𝐾, 𝐻 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş althipergrubu olsun. Bu 

takdirde 𝐻 = 𝐾𝑇 ve 𝐻 nin tüm 𝑊 Sylow althipergrupları 

için 𝑊(𝐾 ∩ 𝑇) = (𝐾 ∩ 𝑇)𝑊  dir. 𝐻 = 𝐾𝑇 ve 𝑁 ≤ 𝐾 iken 
𝐻

𝑁
=

𝐾

𝑁
 .

𝑇𝑁

𝑁
 eşitliği sağlanır. Ayrıca 

𝐾

𝑁
 ∩

𝑇𝑁

𝑁
=

(𝐾∩𝑇)𝑁

𝑁
 dir.           

𝐻 nin keyfi bir 𝑝 asal sayısına karşılık gelen 𝑝 −Sylow 

althipergrubu 𝐿𝑝 ise ; her 𝑙 ∈ 𝐿 için 𝜋(𝑙) = 𝑙𝑢 kuralı ile 

verilen 𝜋: 𝐿 →
𝐿𝑁

𝑁
 güçlü kanonik homomorfizması 

yardımıyla 
𝐻

𝑁
 nin 𝑝 −Sylow althipergrubunun 

𝐿𝑝𝑁

𝑁
 

formunda olduğu açıktır. Üstelik  
𝐿𝑝𝑁

𝑁
 .

(𝐾∩𝑇)𝑁

𝑁
=

𝐿𝑝(𝐾∩𝑇)𝑁

𝑁
=  

(𝐾∩𝑇)𝑁

𝑁
 .

𝐿𝑝𝑁

𝑁
  eşitliği sağlanır. Böylece  

𝐾

𝑁
,

𝐻

𝑁
 nin 

𝑆𝑆 −tümlenmiş althipergrubudur.  □ 

3.5. Teorem 𝐻 hipergrup ve 𝐾, 𝐻 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

althipergrubu ve 𝐾, tüm elemanlarının mertebesi 

𝜋 asalına bölünebilen 𝐻 nin 𝜋 −althipergrubu olsun. 𝑁,  

tüm elemanlarının mertebesi 𝜋′ asalına bölünebilen 𝐻 nin 

𝜋′ −althipergrubu ise 𝐾𝑁/𝑁, 𝐻/𝑁 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

althipergrubudur. 

Kanıt. Hipotez gereğince (|𝑁|, |𝐾|) = 1 dir.                 

Buradan         𝑁 ∩ 𝐾 = {𝑒} olup 𝑁 ≰ 𝐾, ayrıca 𝐻 = 𝐾𝑇 ve 

𝐻 nin tüm 𝑊 Sylow althipergrupları için 𝑊(𝐾 ∩ 𝑇) =

(𝐾 ∩ 𝑇)𝑊 dir. 𝐻 = 𝐾𝑇 iken 𝐻 = 𝑁𝐾𝑇 = (𝑁𝐾)𝑇 dir. 

Ayrıca her 𝑊 < 𝑇 için  

(𝑁𝐾 ∩ 𝑇)𝑊 = (𝑁(𝐾 ∩ 𝑇))𝑊 = 𝑁(𝑊(𝐾 ∩ 𝑇)) 

ve 𝑁, 𝐻 nin güçlü normal althipergrubu olduğundan 

𝑁(𝑊(𝐾 ∩ 𝑇)) = 𝑊(𝑁(𝐻 ∩ 𝑇)) = 𝑊(𝑁𝐾 ∩ 𝑇) 
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bulunur. Böylece 𝑁𝐾, 𝐻 nin 𝑆𝑆 −tümlenmiş 

althipergrubudur. Lemma 3.4 gereğince 
𝑁𝐾

𝑁
,

𝐺

𝑁
 de 

𝑆𝑆 −tümlenmiştir. □ 

3.6. Sonuç 𝐻 hipergrup ve 𝐾, 𝐻 da 𝑆𝑆 − tümlenmiş 

althipergrup olsun. Φ(𝐿), 𝐻 nin tüm maksimal 

althipergruplarının arakesiti olsun. 𝐾 ≤  Φ(𝐿) ise 𝐾 nın 

tüm 𝑊 Sylow althipergrupları için 𝐾𝑊 =  𝑊𝐾 dır. 

Kanıt. Φ(𝐿) ≠ 𝐿 ve 𝐾 ≤ Φ(𝐿) iken  𝐾 ≤ 𝐿 sağlanır. 

Hipotez gereğince 𝐻 = 𝐾𝑇 ve 𝑇 nin tüm 𝑊 Sylow 

althipergrupları için (𝐾 ∩ 𝑇)𝑊 = 𝑊(𝐾 ∩ 𝑇) dir. Buradan 

𝐿 = 𝐿 ∩ 𝐻 = 𝐿 ∩ 𝐾𝑇 = 𝐾(𝐿 ∩ 𝑇) = 〈𝐻, 𝐿 ∩ 𝑇〉 = 𝐿 ∩ 𝑇 

bulunur. Böylece 𝐿 ≤ 𝐾 olup 𝐾 ≤ 𝐿 ≤ 𝑇 zinciri elde edilir. 

𝐾 ≤ 𝑇 iken 𝐻 = 𝐾𝑇 = 𝑇 dir. 𝐾 ∩ 𝑇 = 𝐾, 𝑇 = 𝐾𝑇 = 𝐻 

daki her 𝑊 Sylow althipergrubu için 𝐾𝑊 = 𝑊𝐾 eşitliği 

sağlanır. □ 

3.7. Tanım 𝐻 hipergrup ve 𝐾 ≤  𝐻 althipergrup olsun. 

𝐾 den 𝐻 ye uzanan güçlü normal althipergrupların sonlu 

bir zinciri mevcut ise 𝐾 althipergrubuna 𝐻 nin güçlü 

altnormal althipergrubu adı verilir. 

3.8. Lemma 𝐻 hipergrup ve 𝐾 ≤  𝐻 olsun. Eğer 𝐻 nin 

tüm 𝑊 Sylow althipergrupları için 𝐾𝑊 =  𝑊𝐾 ise 

𝐾, 𝐻 nin güçlü altnormal althipergrubudur. 

Kanıt. Kabul edelim ki iddia doğru olmasın. Bu takdirde 

𝐾 ≤ 𝐻 ve 𝐻 nin tüm 𝑊 Sylow althipergrupları için 𝐾𝑊 =

𝑊𝐾 iken 𝐾 güçlü altnormal olmasın. Bu koşulu sağlayan 

hipergrupların en küçük mertebeli olanı 𝐻 hipergrubu 

olsun. 𝑁 = 𝑁𝐻(𝐾) = {ℎ−1𝐾ℎ |ℎ ∈ 𝐻} için 𝐾 ≤ 𝑁 ve 𝑁,

𝐻 nin güçlü normal althipergrubudur. Eğer 𝑁, 𝐻 nin öz 

güçlü normal althipergrubu ise 𝐾, 𝑁 deki her 

althipergrupla çarpımsal olarak değişmelidir. 𝐻 nin 

minimalliği gereğince 𝐾, 𝑁 de güçlü altnormal 

althipergrup olur. 𝑁, 𝐻 nin güçlü normal althipergrubu 

olduğundan 𝐾 ≤ ⋯ ≤ 𝐻 güçlü normal althipergruplarının 

zinciri için 𝑁 = 𝑁𝐻(𝐾) = 𝐻 olmalıdır. Bu ise 𝐾 nın 𝐻 da 

güçlü altnormal olması ile çelişir. Kabulümüz yanlış olup 

istenen elde edilir.  □ 

3.9. Lemma 𝐾, 𝐻 nin güçlü altnormal althipergrubu ve 

𝑇, 𝐻 nin bir minimal güçlü normal althipergrubu ise      

𝑇 ≤  𝑁𝐻(𝐾) dır. 

Kanıt. 𝐾 = 𝐾𝑟 ≤ ⋯ ≤ 𝐾1 ≤ 𝐻 ve 𝑇, 𝐻 nin minimal güçlü 

normal althipergrubu olsun. 𝑟 üzerine tümevarım 

uygulayalım. 𝑟 = 1 için 𝐾, 𝐺 nin güçlü normal 

althipergrubu ise 𝑁𝐻(𝐾) = 𝐻 olup 𝑇 ≤ 𝐻 = 𝑁𝐻(𝐾) 

eşitliği sağlanır. İddia serinin uzunluğunun 𝑟 den küçük 

olması durumunda sağlansın.  𝑇 minimal güçlü normal 

olduğundan 𝑇 ∩ 𝐾1 = {𝑒} ya da 𝑇 ∩ 𝐾1 = 𝑇 dir. Şayet   

𝑇 ∩ 𝐾1 = {𝑒} ise her   𝑡 ∈ 𝑇 ve her 𝑘1 ∈ 𝐾1 için                

𝑡𝑘1 = 𝑘1𝑡 olup 𝑡 ∈ 𝐶𝐻(𝐾1) bulunur. Böylece 𝑇 ≤ 𝐶𝐻(𝐾1) 

ve   𝐾 ≤ 𝐾1 olduğundan  𝑇 ≤ 𝐶𝐻(𝐾) ≤ 𝑁𝐻(𝐾) dır.             

𝑇 ∩ 𝐾1 = 𝑇 ise 𝑇 ≤ 𝐾1 dir. Her minimal güçlü normal 

althipergrup kendisini kapsayan hipergruplarda birtakım 

minimal güçlü normal althipergruplarının çarpımı 

biçiminde yazılabildiğinden  𝑁 ≤ 𝑀 ≤ 𝐻  koşulunu 

sağlayan 𝐻 nin bir 𝑁 minimal güçlü normal althipergrubu 

ve 𝐻 nin bir 𝑀 güçlü normal althipergrubu için 𝑁, 𝑀 nin 

minimal normal althipergruplarının çarpımı biçiminde 

yazılabilir. Tümevarım kabulünden 𝑁𝑖 ≤ 𝑁𝐻(𝐾) olup     

𝑇 = 𝑁 ≤ 𝑁𝐻(𝐾) bulunur. □ 

 

3.10. Teorem 𝐻 hipergrubunun çözülebilir olması için 

gerek ve yeter koşul 𝐻 hipergrubunun her maksimal 

althipergrubunun 𝐻 de güçlü altnormal olan bir 

𝑆𝑆 −tümleyeninin olmasıdır. 

Kanıt. 𝐻 çözülebilir hipergrup ve 𝐾, 𝐻 nin maksimal 

althipergrubu olsun. 𝐾 nın 𝐻 de güçlü altnormal bir 

𝑆𝑆 −tümleyeni olduğunu göstermeliyiz. |𝐻| üzerine 

tümevarım uygulayalım.  |𝐻| = 1 ise iddianın doğruluğu 

açıktır. Mertebesi |𝐻| den küçük olan hipergruplar için 

iddia doğru olsun. 𝐾𝐻 ≠ {𝑒} olsun. 𝐾𝐻 , 𝐺 nin güçlü 

normal althipergrubu olup 𝐾𝐻 , 𝐾 da güçlü normaldir. 

Ayrıca  |
𝐻

𝐾𝐻
| < |𝐻|  için 

𝐾

𝐾𝐻
,

𝐻

𝐾𝐻
 nın maksimal 

althipergrubu ve hipotezden 
𝐾

𝐾𝐻
 nın 

𝐻

𝐾𝐻
 nın maksimal 

althipergrubu ve hipotezden 
𝐾

𝐾𝐻
  nın  

𝐻

𝐾𝐻
  de bir  

𝑇

𝐾𝐻
  

𝑆𝑆 −tümleyeni vardır ve 
𝑇

𝐾𝐻
,

𝐻

𝐾𝐻
 de güçlü altnormaldir. 

Böylece  
𝑇

𝐾𝐻
≤

𝑇1

𝐾𝐻
≤ ⋯ ≤

𝐻

𝐾𝐻
  güçlü altnormal serisi vardır. 

Bu serinin 𝐾𝐻 ile genişlemesinden 𝑇 ≤ ⋯ ≤ 𝐻 güçlü 

altnormal serisi bulunur. 𝐾𝐻 = {𝑒} olsun. 𝑁, 𝐻 nin 

minimal normal althipergrubu için 𝑁 ≰ 𝐻 iken 𝐻 = 𝐾𝑁, 

𝐾 ∩ 𝑁 ≤ 𝐾𝐻 = {𝑒} olup 𝑁, 𝐾 nın tamlayanı ve 𝑆𝑆 − 

tümleyenidir. Böylece 𝑁 ≤ 𝐻 güçlü altnormaldir.  

Tersine iddianın doğru olmadığını kabul edelim ve 𝐻 bu 

iddiayı sağlamayan en küçük mertebeli althipergrup 

olsun. 𝐾, 𝐻 nin maksimal althipergrubu olmak üzere    

𝐻 = 𝐾𝑇 ve 𝑇 nin her 𝑊 Sylow althipergrubu için 

𝑊(𝐾 ∩ 𝑇) = (𝐾 ∩ 𝑇)𝑊  olan 𝐻 nin 𝑇 güçlü altnormal 

althipergrubu bulunsun. Şayet 𝐻 abel olmayan basit 

hipergrup ise 𝐾 ≠ 𝐻 olduğundan 𝑇 = 𝐻 dır. Lemma 3.8 

den 𝐾, 𝐻 da güçlü altnormal althipergruptur. Böylece 𝐾 =

{𝑒} olmalıdır. Bu ise 𝐻 nin 𝑝 asal mertebeli devirli sonlu 

hipergrup olduğundan 𝐻 çözülebilir hipergruptur. Bu ise 

bir çelişkidir. Şimdi 𝐻 basit olmasın ve 𝑁, 𝐻 nin bir 

minimal güçlü normal althipergrubu olsun. Hipotez 

gereğince iddia 
𝐻

𝑁
 için doğrudur. 𝐻 nin minimalliğinden 

𝐻

𝑁
 

çözülebilirdir. 𝑁 nin  𝐻 nin tek minimal güçlü normal 

althipergrubu olması ve 𝑁 nin 𝜙(𝐻) da 

kapsanmadığından 𝐻 nin 𝑀𝐻 = {𝑒} olan bir 𝑀 maksimal 

althipergrubu mevcuttur. Hipotez gereğince 𝐻 nin bir 𝑇 

güçlü altnormal althipergrubu için 𝐻 = 𝑀𝑇 ve 𝑇 nin her 

𝑊′ Sylow althipergrubu için 𝑊′(𝑀 ∩ 𝑇) = (𝑀 ∩ 𝑇)𝑊′ 
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dür. 𝑇, 𝐻 da güçlü altnormal althipergrup olduğundan 

Lemma 3.8 den 𝑀 ∩ 𝑇, 𝐻 de güçlü altnormaldir. Eğer 

𝑀 ∩ 𝑇 ≠ {𝑒} ise 𝐿 yi 𝑀 ∩ 𝑇 tarafından içerilen 𝐻 nin bir 

minimal güçlü altnormal althipergrubu olarak alınabilir. 

𝐿 ∩ 𝑁, 𝐿 nin güçlü normal althipergrubu ve 𝐿 minimal 

güçlü altnormal althipergrup olduğu için    𝐿 ∩ 𝑁 = {𝑒} 

veya 𝐿 ∩ 𝑁 = 𝐿 dir. Böylece 𝐿 ≤ 𝑁 bulunur. Lemma 3.9 

dan 𝑁, 𝐿 yi normaller. Şayet 𝐿 ∩ 𝑁 = {𝑒} ise 𝑁𝐿 = 𝑁 × 𝐿 

olup 𝐿 ≤ 𝐶𝐻(𝑁) = {𝑒} bulunur. Buradan 𝐿 = {𝑒} elde 

edilir. Eğer 𝐿 ≤ 𝑁 ise 𝑀 ∩ 𝑇 = {𝑒} olup benzer ispat 

yöntemi kullanılarak 𝐻 nin tüm minimal güçlü altnormal 

althipergruplarının 𝑁 tarafından içerildiği gösterilebilir. 

Her biri değişmeli olmayan basit hipergruplara izomorf 

olan 𝑁𝑖  ler için 𝑁 = 𝑁1𝑁2 … . 𝑁𝑟 olsun. Bu takdirde 𝑁𝑖  lerin 

𝐻 nin tüm minimal güçlü altnormal althipergrupları ile 

çakıştığı görülür. Genelliği bozmadan 𝑁1 ≤ 𝐾 alalım. 

Buradan öyle bir 𝑝 asalı için 𝑝 ∕ [𝐻: 𝑀] = |𝑇|  dir. Bu 

yüzden 𝐻 nin çözülebilir güçlü normal althipergrubu 

vardır. 𝑁, tek minimal güçlü normal althipergrup olarak 

bu güçlü normal althipergrup tarafından içerildiğinden 

çözülebilirdir. 
𝐻

𝑁
 ve 𝑁 çözülebilir olduğundan Vasil’ev ve 

Zieschang (2022) deki Lemma 7.3 den 𝐻 çözülebilir olur ki 

bu ise çelişkidir. O halde kabulümüz yanlış olup istenen 

görülür.  

 

3.11. Sonuç Bir 𝐻 hipergrubunun çözülebilir olması için 

gerek ve yeter koşul  𝐻 nin herhangi bir 𝑀 maksimal 

althipergrubu için 𝐻  nin  𝐻 =  𝑀𝑇 ve 𝑀 ∩  𝑇 ≤  𝑀𝐻 

olan bir 𝑇 güçlü altnormal althipergrubunun olmasıdır.   □ 

 

4. Sonuçlar ve Tartışma  

Bu çalışmada, sonlu gruplarda 𝑆𝑆 −tümlenmiş altgrup 

kavramından yola çıkılarak bu kavramın Grup Teorideki 

önemli özelliklerine yer verilmiştir. Guo ve Lu (2012) 

makalesinde kanıtlanan bulgular yardımıyla 𝑆𝑆 − 

tümlenmiş altgrupların grubun çözülebilirlik kavramıyla 

sınıflandırılmasında kullanıldığı gösterilmiştir. Önemli 

grup karakterizasyonlarını içermesi sebebiyle bulguların 

hipergruplara genelleştirilmesine yer verilmiştir.  Sonlu 

Kanonik hipergrupların SS-tümlenmiş althipergruplarını 

tanımlanarak cebirsel özelliklerini Sylow althipergruplar 

yardımıyla çalışılmıştır. Ayrıca hipergrup sınıfının 

çözülebilir hipergruplar ile bağıntısı verilmiştir. 
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