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ÖZ 

 
 

Eksenel yönde değişken kesit alanına sahip fonksiyonel olarak dereceli çubuğun deformasyon analizi ele 
alınmıştır. Elastik modül ve yoğunluk gibi malzeme özelliklerinin eksenel yönde derecelendirildiği 

varsayılmıştır. Bu koşullar, geleneksel analitik yöntemlerle çözülmesi zor olan değişken katsayılı kısmi 

diferansiyel denklemle sonuçlanır. Laplace dönüşümü altında, kısmi diferansiyel denklem eksenel yönde 
zamandan bağımsız bir sınır değer problemine dönüştürülmüş ve pseudospektral Chebyshev yöntemi ile 

çözülmüştür. Modifiye edilmiş ters Durbin yöntemi kullanılarak fiziksel uzaydaki yer değiştirmeler elde 

edilmiştir. Birleştirilmiş sayısal yöntemle elde edilen sonuçlar literatürle doğrulanmıştır. Rastgele seçilen 

malzeme karışımının yer değiştirme dağılımları üzerindeki etkileri tartışılmıştır. 
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ABSTRACT 

 
 

Deformation analysis of functionally graded rods with variable cross-sectional area in axial direction are 

considered. Material properties such as elastic modulus and density are assumed to be graded in axial 

direction. These conditions result in partial differential equation with variable coefficients which are 

difficult to solve by conventional analytical methods. Under Laplace transform, partial differential 

equation is transformed into a time-independent boundary value problem in axial direction and solved by 

pseudospectral Chebyshev method. Displacements in physical space are obtained by using modified 

inverse Durbin method. The results obtained by combined numerical method are verified with literature. 

Effects of randomly selected material mixture on displacement distributions are discussed. 
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Giriş 

Günümüz mühendislik tasarımlarında, gerekli yapısal 

performansı elde etmek için homojen olmayan malzemelerin 

kullanımı yaygınlaşmıştır. Homojen olmayan yapısal 

elemanların (çubuklar, kirişler, şaftlar, borular, tüpler, vb.) 

deformasyon analizi, özellikle mühendislik tasarımında 

oldukça önemlidir. Bu elemanların mühendislik 

uygulamalarındaki potansiyel kullanımları arasında 

havacılık araçları, motor parçaları, füzyon enerjisi cihazları 

ve diğer mühendislik yapıları yer alır. Homojen olmayan 

elemanların kullanımı, tasarımcının ağırlık ve gerilme 

yoğunluğu faktörlerini azaltmasına; kalıntı gerilme 

dağılımını, yüksek sıcaklığa dayanıklılık yeteneğini ve 

yapıların mukavemeti ile kararlılığını iyileştirmesine 

yardımcı olabilir. Malzeme özellikleri, oluşturdukları 

yapıların davranışını iyileştirecek şekilde tasarlanabilir. 

Farklı uygulamalardaki bu yapıların miktarı arttıkça, 

homojen olmayan elemanlardan yapılmış yapısal bileşenleri 

tasarlamak ve analiz etmek için karakterizasyon açısından 

farklı teknikler ile metodolojilerin kullanılması gerekir.  

Bu çalışmada fonksiyonel dereceli ve değişken kesitli 

çubukların uzunlamasına deformasyon analizi ele alınmıştır. 

Çeşitli çubuk türlerinin uzunlamasına deformasyon ve 

titreşim analizi hakkında literatürde birçok makale 

yayınlanmıştır. Bunlardan bazıları kronolojik sıralamaya 

göre verilmeye çalışılmıştır.  

Eisenberger [1], değişken kesitli bir çubuğun uzunlamasına 

titreşim analizi için analitik bir çözüm sunmuştur. Bu analitik 

yöntemin, kesit alanındaki ve eleman boyunca kütle 

dağılımındaki herhangi bir polinom varyasyonu için uygun 

olduğu gözlemlenmiştir. Abrate [2], değişken kesitli çubuk 

ve kirişlerin hareket denklemlerini, basit bir dönüşümle 

düzgün çubuk veya kiriş için hareket denklemine 

dönüştürmüştür. Keyfi kesit ve sınır koşullarına sahip 

değişken kesitli kirişlerin serbest titreşimini analiz etmek 

için tek terimli Rayleigh-Ritz yaklaşımını kullanmıştır. 

Çeşitli sınır koşullarına sahip değişken kesitli kirişlerin doğal 

frekansını tahmin etmek için basit formüller sunmuştur. 

Kumar ve Sujith [3], polinom ve sinüzoidal kesit alanına 

sahip uzunlamasına çubukların hareket denklemini, uygun 

dönüşümler altında analitik olarak çözülebilir diferansiyel 

denkleme indirgeyip analitik çözümü elde etmişlerdir. 

Çeşitli sınır koşullarına sahip değişken kesitli çubukların 

doğal frekanslarını elde etmek için Bessel, Neumann ve 

trigonometrik fonksiyonlardan yararlanmışlardır. Gürgöze 

[4], bir yay-kütle sisteminin açıklıkta tutturulduğu bir uç 

kütlesi taşıyan uzunlamasına titreşen bir çubuğun frekans 

denklemini ele almıştır. Frekans denklemi oluşturulduktan 

sonra Dunkerley prosedürüne dayalı olarak temel frekans 

için yaklaşık bir formül verilmiştir. Li [5], değişken kesitli 

çubukların uzunlamasına titreşimini modelleyen 

denklemleri, basit kuvvet ve üstel fonksiyon dönüşümleri ile 

Bessel denklemlerine dönüştürerek analitik olarak 

çözmüştür. Bu çubukların doğal frekans ve mod tahmini için 

basit formüller verilmiştir. Kademeli değişken kesitli serbest 

çubuklar [6] ile kütle ve yay destekli çubuklar [7] için benzer 

araştırmaları yapmıştır. Turhan [8], kesit alanındaki 

süreksizliğin, uzunlamasına titreşen çubukların özdeğerleri 

üzerindeki etkisini incelemiştir. Özdeğerlerin ve 

özvektörlerin, kesit değişiminin konumu ve büyüklüğüne 

bağımlılığının belirli genel özellikleri belirlenmiş ve bu 

işlevsel bağımlılığı yaklaşık olarak tanımlayan kapalı form 

formüller önerilmiştir. Gürgöze ve Erol [9], farklı fiziksel 

parametrelere sahip birkaç parçadan oluşan ve dış viskoz 

sönümlemeye tabi tutulan, uç kütlesi taşıyan sürekli bir 

çubuğun özdeğerlerini değişkenlerine ayrıma yöntemi ile 

analitik çözen iki yöntem sunmuşlardır. Raj ve Sujith [10], 

değişken kesitli çubukların uzunlamasına titreşim analizini 

analitik olarak çözmüşlerdir. Birleşik hipergeometrik 

fonksiyon açısından çözümler veren kesit alan değişimleri 

aranmış ve sistemi idare eden diferansiyel denklem, genel bir 

dönüşüm kullanılarak birleşik hipergeometrik diferansiyel 

denkleme uygun şekilde indirgenip çözüm elde edilmiştir. 

Genel sınır koşullarında belirli kesit alan değişimlerine sahip 

çubukların özdeğerleri analitik olarak elde edilmiştir. Cortes 

ve Elejabarrieta [11], özellikleri frekansa bağlı olan ve üstel 

bir modelle modellenip kompleks bir rijitlikle karakterize 

edilen bir sönümleyiciye sahip çubuğun mekanik 

davranışına ilişkin bir çalışma sunmuşlardır. Çalışmalarında, 

karmaşık özdeğerler ve mod şekillerini analiz edip çubuğun 

harmonik bir uyarılmaya maruz kaldığında zorlanmış 

tepkisini incelemişlerdir. Kesit alan denkleminden türetilen 

kompleks özdeğer problemi Nelder-Mead optimizasyon 

yöntemi kullanılarak çözülmüştür. Al Kaisy vd. [12], serbest 

ve kenetlenmiş sınır koşulları altında değişken kesitli 

çubuğun boyutsuz doğal frekansı ve normalize edilmiş mod 

şekillerini diferansiyel kareleme yöntemi ile elde etmişlerdir. 

Değişen kesit alanının titreşim üzerindeki etkisini 

incelemişlerdir. Promyslova [13], değişken kesitli konik, 

üstel ve katenoidal tipteki elastik çubukların uzunlamasına 

titreşimlerini incelemiştir. Farklı sınır koşullarında 

konsantratörlerin kazanç faktörleri için analitik ifadeler elde 

etmiştir. Özdeğer sayısı arttıkça kazanç faktör eğrilerinin, 

limit eğrilerine doğru eğilim gösterdiğini gözlemlemiştir. 

Provatidis [14], serbestçe titreşen elastik yapıların özdeğer 

analizi için yeni bir kollokasyon yöntemi sunmuştur. Kuvvet 

serisi, Lagrange, Bernstein veya Chebyshev polinomları 

biçiminde tek boyutlu baz fonksiyonları kullanılarak 

deplasman yaklaşık olarak hesaplanmıştır. Farklı sınır 

koşulları için iyi sonuçlar elde edilmiştir. Calio ve Elishakoff 

[15], belirli bir malzeme yoğunluk dağılımına sahip 

uzunlamasına homojen olmayan çubuklar için kapalı form 

çözüm geliştirmişlerdir. Eksenel rijitlik ve malzeme 

yoğunluğunun dağılımları, trigonometrik fonksiyonlar 

cinsinden temsil edilmiştir. Belirli malzeme yoğunluğu için, 

varsayılan mod şekliyle uyumlu eğilme rijitliğini, doğal 

frekansların önceden seçilen değere eşit olduğu şekilde 

yeniden yapılandırmışlardır.  

Yarimoğlu [16], Kumar ve Sujith [3]’in düzgün olmayan 

uzunlamasına çubuğun analitik çözümünde sinüzoidal kesit 

alanına sahip doğal frekans değerlerindeki hata için aynı 

dergide bir düzeltme yayınlamıştır. Bahrami [17], Kumar ve 

Sujith [3] in düzgün olmayan uzunlamasına çubuğun analitik 
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çözümünde hem parabolik hem de sinüzoidal kesit alanına 

sahip doğal frekans değerlerindeki hata ile Yarimoğlu 

[16]’nu yapmış olduğu düzeltmedeki hata için aynı dergide 

bir düzeltme yayınlamıştır. Guo ve Yang [18], kararlı 

durumda değişken kesitli çubukların zorlanmış 

uzunlamasına titreşim analizini seri çözümü ile elde 

etmişlerdir. Celebi vd. [19], eksenel yüklenmiş homojen 

olmayan bir çubuğun elastik davranış problemini analiz 

etmişlerdir. Problemin çözümü Laplace uzayında elde 

edilmiş ve zaman uzayına ters dönüşüm Rezidü teoremi 

kullanılarak yapılmıştır. Askari vd. [20], kübik doğrusal 

olmayan bir terime ve çubuğun ekseni boyunca etki eden bir 

Winkler elastik kuvvetine sahip doğrusal olmayan kısmi 

diferansiyel denklemle tanımlanan çubuğun titreşimini 

incelemişlerdir. Diferansiyel denklemi çözmek ve sistemin 

doğal frekansını elde etmek için homotopi analiz, enerji 

dengesi yöntemleri ile Hamilton yaklaşımını 

kullanmışlardır. Roody vd. [21], gerinim-yer değiştirme 

denkleminde basitleştirme yapılmadan, sonlu gerinim 

geçiren farklı sınır koşullarına sahip bir çubuğun titreşimini 

incelemişlerdir. Sistemin modeli Green-Lagrange gerinimi, 

yapısal sönümleme ve Hamilton prensibi kullanılarak 

oluşturulmuş ve ardından doğrusal olmayan kısmi 

diferansiyel denklem Galerkin yöntemi ile adi diferansiyel 

denkleme dönüştürülerek çözüm elde edilmiştir. 

Celebi vd. [22], eksenel yönde keyfi olarak değişen malzeme 

özelliklerine ve kesit alanlarına sahip çubukların 

uzunlamasına titreşim analizini incelemişlerdir. Sistemi 

modelleyen değişken katsayılı kısmi diferansiyel denklem, 

birleştirilmiş Laplace dönüşümü-tamamlayıcı fonksiyonlar 

yöntemi ve modifiye edilmiş ters Durbin yöntemi 

kullanılarak çözülmüştür. Bu birleşik yaklaşımla, doğal 

frekanslar ile mod şekillerinin belirlenmesine gerek 

kalmadan zorlanmış titreşim tepkisinin doğrudan elde 

edileceği belirtilmiştir. Kulterbaev vd. [23], sabit kesitli 

homojen çubukların serbest ve zorlanmış uzunlamasına 

salınımlarını ele almışlardır. Zorlanmış salınımlar için 

dağıtılmış ve yoğunlaştırılmış yükler dikkate alınmıştır. 

Aslan vd. [24], farklı sınır koşulları, uzunluk-yükseklik 

oranları ve malzeme değişim katsayılarının fonksiyon 

dereceli Euler-Bernoulli ve Timoshenko kirişlerinin 

sönümlü ve sönümsüz zorlanmış titreşimleri üzerindeki 

etkileri de parametrik olarak incelenmiştir. Demir [25], sabit-

serbest uzunlamasına titreşen bir çubuk ile enine titreşen bir 

kirişin frekans denklemleri oluşturup Rayleigh oranı, 

Dunkerley formülü ve sürekli sistem modeli gibi çeşitli 

yöntemler kullanılarak doğal frekanslar elde edilmiştir. 

Babaei [26], yerel olmayan gerinim gradyanlı çubukların 

zorlanmış uzunlamasına titreşim analizini elde etmiş ve yerel 

olmayan, gerinim gradyanı ve klasik çubukların tepkisiyle 

karşılaştırmıştır. Sistemi yöneten denklemler boyuta bağlı 

kinematik ve genişletilmiş Hamilton ilkesi kullanılarak 

türetilmiştir. Bu çalışmada ilk defa harmonik dış yükleme 

maruz kalan, klasik ve klasik olmayan uzunlamasına 

çubukların zorlanmış titreşim davranışı sunulmuştur. 

Kondakcı vd. [27], değişken kesit alanlarına sahip homojen 

ve fonksiyonel olarak derecelendirilmiş çubukların serbest 

eksenel titreşiminin analizi için analitik tabanlı sayısal bir 

yaklaşım önermişlerdir. Önerilen yaklaşım, Adomian 

ayrıştırma yöntemi, varyasyonel yineleme yöntemi ve 

homotopik bozulma yöntemi gibi analitik yaklaşım 

tekniklerine dayanmaktadır.  

Sabit kesitli çubukların deformasyon analizi için literatürde 

analitik ve iyi bilinen bir takım çözümler mevcuttur. Ancak, 

kesit alanı çubuğun uzunluğuna göre değişiyorsa, sistemi 

modelleyen denklem, analitik çözümleri çok kısıtlı koşullar 

altında elde edilebilen değişken katsayılı diferansiyel 

denklem haline gelir. Değişken kesitli çubukların 

fonksiyonel dereceli bir yapı şeklinde oluşturulması, 

değişken katsayılı diferansiyel denklemi konvansiyonel 

yöntemlerle çözmeyi daha da zorlaştırır. Literatürden farklı 

olarak fonksiyonel dereceli ve değişken kesitli çubukların 

deformasyon analizi ilk defa bu çalışmada pseudospektral 

Chebyshev yöntemi ile incelenmiştir. Düşük hesaplama 

maliyetine, yüksek doğruluğa ve uygulama kolaylığına sahip 

bu yöntemle, diferansiyel denklem doğrusal bir denklem 

sistemine dönüştürülerek herhangi bir ayrıştırma yöntemiyle 

kolayca çözülebilir hale getirilir. Ayrıca farklı kesit alanları 

görselleştirilerek, deformasyonun kuvvet altındaki etkisi 

daha anlaşılır hale getirilmiştir. Elastik modülü ve yoğunluk 

gibi malzeme özelliklerinin yanında değişken kesit alanının 

çubuğun uzunlamasına yer değiştirmesi üzerine etkileri 

araştırılmıştır. 

Materyal ve Yöntem 

Dış eksenel yüklerin sadece uç yüklerden oluştuğu değişken 

kesitli fonksiyonel dereceli titreşen bir çubuğun eksenel 

dinamik davranışını yöneten kısmi diferansiyel denklem 

[22], 

 

                      
𝜕

𝜕𝑡
[𝐸(𝑥)𝐴(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
] = 𝜌(𝑥)𝐴(𝑥)

𝜕𝑢2(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2                   (1) 

 
şeklindedir. Burada 𝑢(𝑥, 𝑡) yer değiştirmeyi, 𝐴(𝑥) değişken 

kesiti, 𝐸(𝑥) elastic modülünü, 𝜌(𝑥) yoğunluğu, 𝑥 eksenel 

yönü, 𝑡  zamanı ve 𝐿 çubuğun uzunluğunu göstermektedir. 

Değişken kesitli çubuğun temsili kesit alanı da Şekil 1’de 

verilmiştir.  

 

 

Şekil 1. Değişken kesitli çubuğun temsili kesit alanı. 
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Genelliği bozmadan,   

 

                         𝑈(ƞ, 𝜏) =
𝑢(𝑥,𝑡)

𝐿
,     ƞ =

𝑥

𝐿
,     𝜏 =

𝑐𝑡

𝐿
                     (2) 

 

boyutsuz parametreleri kullanılarak değişken katsayılı kısmi 

diferansiyel denklem (1) boyutsuz ve açık formda, 

 
𝜕𝑈²(ƞ,𝜏)

𝜕ƞ²
+

1

𝐸(ƞ)

𝜕𝐸(ƞ)

𝜕ƞ

𝜕𝑈(ƞ,𝜏)

𝜕ƞ
+

1

𝐴(ƞ)

𝜕𝐴(ƞ)

𝜕ƞ

𝜕𝑈(ƞ,𝜏)

𝜕ƞ
= 𝑐²

𝜌(ƞ)

𝐸(ƞ)

𝜕𝑈²(ƞ,𝜏)

𝜕𝜏²
    (3) 

 

şeklinde elde edilir. Burada  𝑐² = 𝐸₀ 𝜌₀⁄  uzunlamasına 

dalganın yayılımını ifade etmektedir. 

 

Başlangıç anında herhangi bir etkinin olmadığı, sol ucu 

sabitlenmiş, serbest ucu ise dinamik eksenel kuvvet etkisi 

altında olduğu düşünülen çubuğun başlangıç 

 

                    𝑈(ƞ, 0) = 0,                 
𝜕𝑈(ƞ,0)

𝜕𝜏
= 0                  (4) 

 

ve sınır koşulları [22], 
 

                     𝑈(0, 𝜏) = 0,      
𝜕𝑈(1,𝜏)

𝜕ƞ
=

𝑃(𝜏)

𝐴(1)𝐸(1)
.                 (5) 

 

şeklinde alınmıştır. 

Laplace dönüşümü 

Zorlanmış çubuğun lineer kısmi diferansiyel denklemindeki 

zamana bağımlılığı ortadan kaldırmak için Laplace 

dönüşümü kullanılmıştır. Boyutsuz kısmi diferansiyel 

denklemin (3) başlangıç koşulları (4) kullanılarak Laplace 

dönüşümü alınırsa,  

 

                          𝑈′′ + [
𝐸′

𝐸
+

𝐴′

𝐴
] 𝑈′ −

𝑠²𝑐²𝜌

𝐸
𝑈 = 0               (6)       

 

Laplace uzayında eksenel yönde türevli adi diferansiyel 

denklem elde edilir. Burada ℒ[𝑈(ƞ, 𝜏)] = 𝑈(𝜂, 𝑠) iken, ( )′, 
ƞ yönündeki türevi, 𝑠 ise Laplace parametresini 

göstermektedir. Laplace uzayında dönüştürülmüş sınır 

koşulları ise, 

 

                  𝑈(0, 𝑠) = 0,               
𝜕𝑈(1,𝑠)

𝜕ƞ
=

ℒ{𝑃1(𝜏)}

𝐴(1)𝐸(1)
            (7) 

 

şeklindedir.  Analizlerde, çubuğun serbest ucunda dinamik 

yükleme, 

 

                         𝑃1(𝜏) = 𝑃₀[1 − 𝑑cos (𝛾𝜏)]                        (8)   

 

biçimi dikkate alınmıştır [22]. Burada 𝑃₀ yüklemenin 

genliğini, 𝑑 cosinüs fonksiyonunun genliğini, 𝛾  ise dairesel 

frekansı ifade etmektedir. 𝑑 = 0 alındığında yükün sabit 

olduğu kolayca görülebilir. 

 

Fonksiyonel dereceli malzeme modelleri 

Fonksiyonel olarak derecelendirilmiş malzemeler hem iç 

mekân hem de çevre koşullarına dayanıklı olacak şekilde 

üretilebilen ve lamine kompozitlere alternatif olarak ortaya 

çıkan yeni nesil malzemelerdir. Bu malzemelerin bileşimi 

homojen olmayıp tüm özellikleri makroskobik anlamda bir 

yüzeyden diğerine sürekli olarak değişmektedir. 

Fonksiyonel dereceli çubukların mühendislik 

uygulamalarındaki potansiyel kullanımları arasında 

havacılık araçları, motor parçaları, füzyon enerjisi cihazları 

ve diğer mühendislik yapıları yer alır. Homojen olmayan 

elemanların kullanımı, tasarımcının ağırlık ve gerilme 

yoğunluğu faktörlerini azaltmasına; kalıntı gerilme 

dağılımını, yüksek sıcaklığa dayanıklılık yeteneğini ve 

yapıların mukavemeti ile kararlılığını iyileştirmesine 

yardımcı olabilir. Özel bir kompozit sınıfı malzeme 

kategorisinde olan ve üretilmesi daha zor olan bu 

malzemelerin, üretilmeden önce tanımlanması ve 

analizlerinin yapılması gerekir. 

Bu çalışmada, malzeme gradyan parametrelerinin çubuktaki 

yer değiştirmeler üzerindeki etkilerini tespit etmek için iki 

farklı durum ele alınmıştır. Ayrıca değişken kesitli çubuğun 

da yer değiştirme üzerindeki etkileri iki farklı çubuk kesiti 

için incelenmiştir. Sabit kesit alanı literatür ile karşılaştırma 

için seçilmiş, sinüzoidal kesit alanı ise, kesitin sağ ve sol 

ucunu daha rahat kontrol edebilmek için tercih edilmiştir.  
Bu durmalar aşağıdaki şekilde ifade edilmiştir.  

 

Durum-1 Sabit kesitli parabolik malzeme modeli, 

 

𝐸(ƞ) = 𝐸0(1 + 𝑎ƞ)2,   𝜌(ƞ) = 𝜌0(1 + 𝑎ƞ)2, 𝐴 = 𝐴₀ 

 

için sistemi modelleyen adi diferansiyel denklem Laplace 

uzayında 

 

                 �̅�
′′

+ (
2𝑎

1+𝑎ƞ
) �̅�

′
− 𝑠²�̅� = 0              (9) 

şeklini alır. 

 

Durum-2 Sinüzoidal kesitli parabolik malzeme modeli, 

 

𝐸(ƞ) = 𝐸0(1 + 𝑎1ƞ)2, 𝜌(ƞ) = 𝜌0(1 + 𝑎2ƞ)2, 
 

             𝐴(ƞ) = 𝐴0𝑠𝑖𝑛2(𝑏1ƞ + 𝑏2) 

 

için sistemi modelleyen adi diferansiyel denklem Laplace 

uzayında 

 

 �̅�′′ + (
2𝑎

1+𝑎ƞ
+ 2 𝑏1cot[𝑏1ƞ + 𝑏2]) �̅�′ − (

1+𝑎2ƞ

1+𝑎1ƞ
)

2
𝑠²�̅� = 0   (10) 

 

şeklini alır. Burada 𝑏1 ve 𝑏2 sırasıyla kesitin sol ve sağ 

ucundaki genliği kontrol etmek için kullanılan parametreleri 

göstermektedir. 

 

Pseudospektral Chebyshev yöntemi (PCY) 

Pseudospektral yöntemler, sözde yerleşim noktalarında 

kesin enterpolasyona izin veren ayrık fonksiyon 

yaklaşımlarına dayanır. Bu yöntemlerin en belirginleri, 

trigonometrik baz fonksiyonlarına dayanan Fourier yöntemi 

ile Chebyshev polinomlarına dayanan Chebyshev 
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yöntemidir. Fourier yöntemi, dolaylı olarak periyodik 

davranışların modellenmesinde kullanılır. Dolayısı ile 

serbest yüzey veya emici davranış gibi sınır koşullarının 

uygulanması zordur. Bir tür trigonometrik pseudospektral 

yöntem olan pseudospektral Chebyshev yöntemi, birinci tür 

Chebyshev polinomlarına dayanır.  Periyodik olmayan sınır 

koşullarına sahip problemler için tercih edilmektedir [28-

31]. Lagrange interpolasyonunda, Gauss-Lobatto 

interpolasyon noktaları  

                      ƞ𝑗 = cos (
𝑗𝜋

𝑁
) ,     𝑗 = 0,1, … 𝑁                   (11) 

    

bu polinomun sıfırları olarak alınırsa, hata en aza indirilir. 

Chebyshev yerleşim noktalarının sınırlarında ızgara 

yoğunluğu nedeniyle, problemin çözümünde daha az nokta 

kullanarak yüksek hassasiyette çözümler elde edilir. 

Lagrange interpolasyonu ile Gauss-Lobatto noktaları 

kullanılarak elde edilen diferansiyel matris 𝐷, sol taraftan bir 

kere 𝑈(𝜂, 𝑠) vektörü ile çarpıldığında bu vektörün birinci 

türevine  𝑈′(𝜂, 𝑠) = 𝐷𝑁𝑈(𝜂, 𝑠), iki kere çarpıldığında bu 

vektörün ikinci türevine �̅�′′(𝜂, 𝑠) = 𝐷𝑁
2 𝑈(𝜂, 𝑠) karşılık 

gelir. Bu şekilde türevli ifadeleri yüksek hassasiyetli bir 

yaklaşım sağlarken, adi diferansiyel denklemi lineer 

denklem sistemine indirger. Pseudospektral Chebyshev 

yönteminin son zamandaki uygulamaları ve detaylı çözüm 

açıklamaları için [28-31] çalışmaları incelenebilir. 

Sabit kesitli parabolik malzeme modeli için ikinci dereceden 

sınır değer problem (9) PCY kullanılarak,  

 

                                      𝑀�̅� = 0                                     (12) 

 

𝑀 = 𝐷² + (
2𝑎

1 + 𝑎ƞ
) 𝐷 − 𝑠² 

 

doğrusal bir sisteme dönüştürülür. Sinüzoidal kesitli 

parabolik malzeme modeli için ikinci dereceden sınır değer 

problem (10) PCY kullanılarak,  

 

                                      𝑀�̅� = 0                                     (13) 

 

𝑀 = 𝐷2 + (
2𝑎

1+𝑎ƞ
+ 2 𝑏1cot[𝑏1ƞ + 𝑏2]) 𝐷 − (

1+𝑎2ƞ

1+𝑎1ƞ
)

2

𝑠²  

 

doğrusal bir sisteme dönüştürülür. Homojen lineer denklem 

sistemlerinin (13-14) aşikâr olmayan çözümü, sınır 

koşullarının (7), lineer sistemin ilk ve son satırına entegre 

edilmesi ile bulunur. 

 

Modifiye Edilmiş Durbin Yöntemi 

 

Laplace uzayında elde edilen yer değiştirme değerlerinin 

fiziksel uzaydaki sayısal değerlerinin ters dönüşüm 

formülleri ile bulunması zor ve pratik değildir. Bunun yerine 

sayısal değerlerin fiziksel uzaydaki değerlerini hesaplamak 

için modifiye edilmiş Durbin yöntemi kullanılmıştır [32]. 

Fourier cosinüs seri yaklaşımına dayanan ve Dubner ve 

Abate'nin geliştirdiği ters dönüşüm yönteminden esinlenilen 

bu yöntemde Fourier cosinüs ve sinüs seri yaklaşımları 

birlikte kullanılmıştır. Bu yöntemdeki sonuçların 

iyileştirilmesi için Narayanan [33] tarafından önerilen 

Lanczos faktörü her bir terimle ayrı ayrı çarpılmıştır. 

Yöntemin son zamandaki uygulamaları ve detaylı çözüm 

açıklamaları için [34-38] çalışmaları incelenebilir. 

 

Bulgular ve Tartışma 

Bu çalışmada, zorlanmış fonksiyonel dereceli bir çubuğun 

yer değiştirme analizi birleştirilmiş Laplace-Pseudospektral 

Chebyshev ve modifiye edilmiş ters Durbin yöntemi ile ele 

alınmıştır. Sinüzoidal ve sabit olmak üzere iki farklı eksenel 

uç kuvveti dikkate alınmıştır.  

 

Birleştirilmiş yöntemin doğruluğunu test etmek için analitik 

çözümün de mevcut olduğu sabit kesitli birinci durum 

literatürde mevcut olan analitik çalışma [19] ile farklı 

parametre değerleri için karşılaştırılmış, sonuçlar Tablo 1-2 

de listelenmiştir. Tablo1-2’deki sonuçlar incelendiğinde, 

uzunluk boyunca sadece 10 noktada yapılan hesaplamalar ile 

birleştirilmiş Laplace-Chebyshev-Durbin yöntemi ile 

yaklaşık sonuçların elde edildiği görülmüştür. Tablo 1-

2’deki sonuçların sonsuzluk normuna göre hatası 0.002 

civarındadır. 

Tablo 1. Çubuğun yüklü ucundaki yer değiştirmenin, birinci 

durumda PCY ile analitik çözümün 𝑃₁(𝜏) yükü için 

karşılaştırılması (𝑎 = 1, 𝛾 = 0.6 ve 𝑑 = 1). 

𝑈(1, 𝜏) 

𝜏 PCY Celebi vd. [19] 

5 1.302633 1.304106 

10  -0.037243 -0.037100 

20 -0.100100  -0.099140 

30  -0.086524  -0.084870 

40 0.076120   0.078120 

50 0.372020  0.374067 

 

Tablo 2. Çubuğun yüklü ucundaki yer değiştirmenin, birinci 

durumda PCY ile analitik çözümün 𝑃₁(𝜏) yükü için 

karşılaştırılması (𝑎 = 2, 𝛾 = 0.6  ve 𝑑 = 1). 

𝑈(1, 𝜏) 

𝜏 PCY Celebi vd. [19] 

5 0.880537 0.881667 

10 -0.362467 -0.362710 

20  0.058422  0.059314 

30  -0.158132  -0.157670 

40  0.215168 0.216752 

50  0.189630  0.190822 

Sinüzoidal kesitli parabolik malzeme modeli için 

malzemenin sertliğinin ve yoğunluğunun çubuğun uç 

kısmında doğru arttığı varsayılmış, bunun için 𝑎1 = 0.1 ve 

𝑎2 = 0.2 alınmıştır. Ayrıca sayısal analizde işlem kolaylığı 

için 𝑃0 = 1  ve 𝐴0 = 1  alınmıştır. Şekillerin daha düzgün 

görünmesi için analizde 12 örgü noktası kullanılmıştır.  
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Şekil 2. Dinamik yük altında (𝑃₁(𝜏)), Durum 2 için farklı kesit alan 

profilleri. Yukarıdan aşağıya doğru 𝑏1 = 0, 0.5, 0.8, 1.2. (𝑏2 =
1.5, γ = 0.6). 

 

 

 

 

Şekil3. Dinamik yük altında (𝑃₁(𝜏)), Durum 2 için boyutsuz uç yer 

değiştirmenin farklı genliklerde zaman boyunca solda karşılık gelen 

kesitler (Şekil 2) için davranışı (𝑏1 = 0, 0.5, 0.8, 1.2,  𝑏2 =
1.5, γ = 0.6). 
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Şekil 4. Çubuğun ucuna uygulanan 𝑃1(𝜏) yükünün farklı 

genlikler için davranışı (γ = 0.6). 

 

 

 

Şekil 5. Dinamik yük altında (𝑃₁(𝜏)), Durum 2 için farklı kesit alan 

profilleri. Yukarıdan aşağıya doğru 𝑏2 = 1.7, 2.1  (𝑏1 = 0.5, d =
1.5). 

 

 

 

 

Şekil 6. Dinamik yük altında (𝑃₁(𝜏)), Durum 2 için boyutsuz uç 

yer değiştirmenin farklı dairesel frekanslarda zaman boyunca Şekil 

5’e karşılık gelen kesitler için davranışı (𝑏1 = 0.5,  𝑏2 = 1.7,
2.1, 𝑑 = 1.5). 

 

Farklı kesit alanları (Şekil 2) ve farklı genlikli yükleme tipleri 

(Şekil 4) için çubuğun serbest ucundaki yer değiştirme 

grafikleri Şekil 3’de verilmiştir. Şekil 3’te 𝑑 = 0 değeri sabit 

yüklemeye karşılık gelmektedir. Analizlerde 𝑃1(𝜏) yükü için 

dairesel frekans sabit olmasına rağmen (γ = 0.6), 

yüklemenin genliği arttıkça (𝑑 = 1, 1.5) zamana bağlı 

yüklemenin periyod değeri ile deplasmanın genliği  

artmaktadır. Sabit yükleme durumunda (𝑑 = 0), titreşimin 

periyod değeri ile genliğinin zamana bağlı yüklemelere (𝑑 =
1, 1.5)  göre daha düşük olduğu görülmüştür. Çubuğun uç 

noktasında kesitin daralmasıyla yer değiştirmenin genliğinde 

artış görülürken, hareketin de düzensizleştiği görülmüştür.  

Şekil 6’te yüklemenin genliği sabit tutulurken (𝑑 = 1.5), 

daralan kesit alanlı çubuklar (Şekil 5) için farklı dairesel 

frekanslarda çubuğun serbest ucundaki yer değiştirme 

grafikleri verilmiştir. Dairesel frekans değeri arttıkça, 

hareketin periyod değeri azalırken, genlikte artış 

gözlemlenmiştir. Çubuğun uç noktasında kesitin 

daralmasıyla (𝑏1 = 0.5,  𝑏2 = 2.1), hareketin periyodunda 

bir değişiklik gözlemlenmezken yer değiştirme genliğinde 

artış görülmüştür.  
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Sonuç 

Bu çalışmada, fonksiyonel dereceli ve değişken kesitli 

çubukların deformasyon analizi ele alınmıştır. Elastik 

modülü ve yoğunluk gibi malzeme özelliklerinin yanında 

değişken kesit alanı, yer değiştirme için değişken katsayılı 

diferansiyel denklem oluşturur.  Analitik çözümleri çok 

kısıtlı koşullar altında elde edilebilen değişken katsayılı 

diferansiyel denklem, pseudospektral Chebyshev yöntemi ile 

çözülmüştür. Yöntemin doğruluğu için literatür ile 

karşılaştırma yapılmış, sınırlı örgü noktalarında yöntemin iyi 

sonuçlar verdiği görülmüştür. Farklı kesit alanları ve 

yükleme tipleri için çubuğun ucundaki yer değiştirme 

davranışı incelenmiş, çubuğun serbest ucu daraldığında 

titreşimin genliğinin arttığı gözlemlenmiştir. Analizde, 

dairesel frekans sabit alındığında, yüklemenin genliği 

arttıkça yüklemenin periyod değerinin de arttığı 

görülmüştür. Çubuğun kesitinin tamamındaki daralmanın ise 

daha yüksek genlikli titreşimlere sebep olduğu görülmüştür. 
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