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Anahtar Kelimeler 0z: Gelisimleri boyunca kisa siireli dis etkilere maruz kalan gercek diinyadaki

Diferansiyel Denklem, bircok siire¢ ve olgu vardir. Calisilan siire¢ ve olgularin toplam siiresiyle

gm?)m;gkts'ls'tem' kiyaslandiginda bu siireler ihmal edilirler. Boylece, bu dis etkilerin "anlk" oldugu
aroe 1S1

yani darbeler biciminde oldugu varsayilir. Boyle anlik gelisen dinamik durumlarin
arastirilmas1 mekanik, kontrol teorisi, farmakokinetik, epidemiyoloji, popiilasyon
dinamikleri, ekonomi ve ekoloji gibi farkli bilimlerin bir konusudur. impalsif
(darbe etkili) diferansiyel denklemler bu tiirden dinamiklerin dogasini anlamak
icin karsimiza c¢ikmaktadir. Dolayisiyla bu denklemler saf bir olgu olarak
calisilabilir. Bu ¢alismada ani etkilere maruz kalan bazi siireg ve olgular tanitildi ve
impalsif diferansiyel denklemlerin kisa bir tarihgesi verilerek genel
karakterizasyonu anlatildi.

About the Impulsive Differential Equations

Keywords Abstract: There are many processes and phenomena in the real world, which are
Differential Equation, subjected during their development to the short-term external influences. Their
Dynamic System, duration is negligible compared with the total duration of the studied phenomena

Impulse Effect and processes. Therefore, it can be assumed that these external effects are

"instantaneous", i.e. they are in the form of impulses. The investigation of such
instant developing dynamical states is a subject of different sciences: mechanics,
control theory, pharmacokinetics, epidemiology, population dynamics, economics,
ecology, etc., Therefore, these equations can study as a pure phenomenon. In this
study, it is introduced some of the processes and phenomena exposed to instant
impact and described it's general characterization by giving a brief history of
impulsive differential equations

1. Giris

Dis etkenler sebebiyle bazi siirecler anlik degisimlere maruz kalmaktadir. Adi diferansiyel denklemler bu
stireclerin modellenmesinde yeterli olamamaktadir. Sisteme disaridan bir etki yapildig1 zaman, bu etki siirecin
durumunda impals olarak adlandirilan anlik degisimlere sebep olmaktadir [1]. Bu tiir darbelere maruz kalan
siiregler bir¢ok bilim dalinin arastirma konusu oldugundan dolay: bu siireglerle ilgili birgok 6rnek verilebilir [2-
6]. Bunlar: vurus etkilerine maruz kalan bir amortisor, aciktan kapali duruma gecisindeki vana kapaginin
hizindaki degisim, dis impalsif etki durumunda sarkag sistemindeki dalgalanmalar, bir saat mekanizmasinin
vurus modeli, titresimli vurus sistemleri, elektromekanik sistemlerin gevseme salinimlari, elektronik semalar,
impalsif etkilere maruz kalan inis ¢ikishi osilatér, otomatik kontrollii dinamik bir sistem, belirli bir siv1
yogunlugundan baska bir sivi yogunluguna gegen kat1 nesnenin durumu, radyal ivme kullanan uydu yoériingenin
kontrolii, bir katalizin kaldirilmasi yada eklenmesiyle kimyasal bir reaksiyonun hizinin degisimi, hiicresel sinir
aglarindaki bozukluklar, izole edilen popiilasyonlarin dinamiklerindeki impalsif dis miidahale optimizasyon
problemleri, impalsif etkilerin bir sonucu olarak popiilasyonlardaki o6liimler, av-avci tipi popiilasyon
dinamiklerindeki impalsif dis miidahale optimizasyon problemleri, kapali pazar iiriin fiyatlarindaki degisim vb.
seklinde verilebilirler. Bu durumlardaki impalsif diferansiyel denklemlerin model sistemleri bicimindeki
matematiksel elemanlarin kullanimi, dogal ve bir kurala baghdir [7].
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2. impalsif Diferansiyel Denklemlerin Genel Yapisi

Bu kisimda bu denklemlerin kisa bilimsel bir tarihgesi verilmis daha sonra bu denklemlerin matematiksel yapisi
aciklanmuistir.

2.1. impalsif Diferansiyel Denklemlerin Kisa Bilimsel Tarihcesi

Impalsif diferansiyel denklemlerin matematiksel teorisi iki ana dogrultuda gelismistir. Birincisi, S. Zavalishchin,
A. Sesekin, S. Drozdenko, A. Halanay, D. Veksler, S. Pandit ve S. Deo tarafindan yapilan ¢alismalarda goriiliir.
Genellestirilmis fonksiyonlar (Dirac delta fonksiyonu tipi) impalsif etkileri tanimlayan temel matematiksel
araglardirlar. Impalsif etkinin anlar1 bu yazarlarin calismalarindaki problemlerde énceden belirlenir. Bundan
dolay1 impalsif etki bolgesinin her aninda, ¢oziimlerin degerlerine bagli olarak impalsif anlarinin dinamik olarak
belirlendigi modelleme sistemleri i¢in uygun degildir.

"Sigrama" stireglerinin arastirmalarindaki ikinci dogrultu, ¢oziimlerin kararhilig: icin 1960' larda Milman ve
Myshkis tarafindan elde edildiler [8]. Ayrica A. Samoilenko, N. Perestyuk and P. Zabrejk gibi matematikgciler bu
matematiksel teorinin gelisimine katki saglamislardir.

Seksenlerin basindan itibaren uygulamalariyla impalsif diferansiyel denklemlerin temel ve kalitatif teorisi
tizerinde bilimsel arastirmalari siirdiiren ¢esitli matematik gruplari olusturuldu. Bunlardan bazilar1 R. Agarval, D.
Bainov, P. Eloe, J. Henderson, V. Lakshmikantham, ]J. Nieto, S. Ntouyas, D. O’'Regan, N. Perestyuk, M. Pinto, A.
Samoilenko [9-13] seklindedirler.

2.2. impalsif Diferansiyel Denklemlerin Sistemlerinin Genel Karakterizasyonu

M, belirli bir evrim siirecinin diizlem uzayi, yani bu siirecin tiim muhtemel sonuclarinin seti ve x(t) ise t aninda
bu siirecin durumunu temsil eden bir noktay1 gostersin. Strecin sinirli boyuttadir yani, sabit bir ¢ anindaki
durumunun ifadesi i¢in n tane parametre sayisi gereklidir. Bu varsayimlar altinda sabit bir ¢ aninda x(t) noktas;,
R" 6klidyen uzayinin n-boyutlu bir vektori olarak yorumlanabilir ve M ise R" in bir seti olarak dikkate alinabilir.
R reel eksen ve M diizlem uzayinin, MxR topolojik iiriint, bu diistinceler altinda evrim siirecinin genisletilmis
diizlem uzay1 olarak adlandirilir. Siirecin evriminin kanunu a, b ve ¢ vasitasiyla asagidaki sekilde tanimlandig:
varsayilir.

a) T=f(tx), x€M, teR 1)

biciminde verilen diferansiyel denklem sistemi,
b) Genisletilmis diizlem uzayinda verilen I'; seti ve
c¢) T} = A.T;olacak sekilde A;:T; — I'; operatori

seklindedirler. Siire¢ asagida takip edildigi sekliyle isler: Temsil edilen bir P.(t,x(t)) noktast bir (tg,xg)
noktasindan baslar ve (1) denklemin sisteminin x(t) = x(t, ty, xo) ¢6ziimii vasitasiyla belirlenen {t, x(t)} egrisi
boyunca hareket eder. Bu egri boyunca hareket (t, x(t)) noktasinin I'; setiyle karsilastig1 (T'; setinin bir noktasina
carptifl) t = t; > t, zamanina kadar siirer. t = t; ¢arpma zamaninda P; noktasi, anlik bir sekilde A; operatorii
vasitasiyla P, = (t;, x(t;)) konumundan P} = A, P,, = (t;,x*(t;)) € I';, konumuna transfer edilir. Daha sonra
(1) denklemin sisteminin x(t) = x(t, t;,x*(t1)) ¢ozimii vasitasiyla belirlenen {t,x(t)} egrisi boyunca hareket
tanimlanir. Gosterilen egri boyunca hareket P, noktasinin I'; setiyle tekrar karsilastigi bir t, > t; zamanina kadar
stirer. Bu zamanda P, noktasi anlik bir sekilde A, operatériiniin hareketi altinda P, (t,, x(t;)) konumundan P =
A¢, Py, = (tz,x*(t;)) konumuna sigrar ve I, setiyle yeni bir kontak kurana kadar (1) denklem sisteminin x(t) =
x(t, ty, x¥(t;)) ¢ozliimii vasitasiyla tanimlanan egri boyunca daha ileri dogru hareket ederek siire¢ bu sekilde
daha ileriye dogru devam eder.

Bu slirecin evriminin karakterize ettigi a — ¢ iliskilerinin koleksiyonu darbe hareketiyle diferansiyel
denklemlerin bir sistemi ve genisletilmis diizlem uzayindaki bir P, noktasinin {t, x(t)} yoriingesi ise bir integral
egrisi olarak adlandirilir. Ayrica bu egriyi tanimlayan x = x(t) fonksiyonu bu sistemin bir ¢éziimi olarak
séylenir. impalsif diferansiyel denklemlerin bir sistemi, yani yukaridaki a — c iligkilerinin koleksiyonu daha
kompakt bir formda su sekilde yazilabilir:

dx

E = f(t,X), (t,X) ¢ Ft

Ax| (¢ pyer, = Aex — x

(2)
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Boylece (2) denklemin sisteminin bir x = @(t) ¢6ziimi, I'; setinin disinda (1) denklemini saglar. Genel olarak t
noktasi I'; setine karsilik geldigi anlarda x deki degisim;

Ax =x(t+0)—x(t—0)=A,0(t—0)— @t —0)

seklinde ifade edilir. A; operatoriiniin sabit noktalarinda degisim yoktur. Ayrica bu ¢oéziim, I'; noktalarinda
birinci ¢esit siireksizligiyle sahip bir fonksiyondur.

(2) denkleminin ¢oziimleri muhtemelen asagidaki ii¢ tipten biridir.

i) Coziimler anlik degisikliklere maruz kalmazlar; Bu durumda (1) denklem sisteminin integral egrisi I';
setini kesmez ya da A; operatoriiniin sabit noktalarinda keser.

i) Coziimler sinirl bir sekilde bir¢ok anlik degisikliklere maruz kalirlar; Bu durumda integral egrisi A;
operatoriniin sabit bir noktasi olmayan sinirli bir sekilde bircok noktada I'; setini keser.

iii) Coziimler sayilabilir bir¢cok anlik degisikliklere maruz kalirlar; Bu durumda A; operatoriiniin sabit bir
noktasi olmayan sayilabilir bircok noktada integral egrisi I'; setini keser.

Integral egrilerinin T'; nin sayilabilir bircok noktas1 boyunca gegen ¢oziimler arasinda, T, seti vasitasiyla emilen
¢oziimlerin, yani belirli bir t; > t, zamaniyla baslayan I', de kalan ¢éziimlerin ya da bir birikim noktasina sahip
olan ¢oziimlerin ayrilmasi gerekir. Belirli bir ¢; > t;, zamaniyla baslayan I'; seti vasitasiyla emilen bir yoriinge
boyunca hareket, (t;,x;) konumundan (t;,A¢ ;) konumuna daha sonra (tl,Aﬁlxl)’e daha sonra (tl,Aglxl)
konumuna ve boylece devam eden P, noktasi olarak temsil edilen noktanin ardisik gecislerinden olusur. I'; de bir
birikim noktasina sahip olan bir yoériinge boyunca hareket, zaman belirli bir t; > t, anina yaklastik¢a, sayilabilir
bir¢cok kez I'; setine ayrilan ve karsilasan bir harekettir. Dolayisiyla bu hareket t = t; anina genisletilemez.

Darbe eylemiyle sistemin diisiincesi adi diferansiyel denklemlerdeki gibi ayni problemlere sahiptir. Ancak, baz1 6zel
problemler de ortaya ¢ikar. Bu problemlerin karakterleri A, operatdriiniin 6zelliklerine biiyiik 6l¢iide baghdir. Ornegin,
eger A, operatdri 1 — 1 oldugu varsayilmazsa, 0 zaman P, ile temsil edilen noktanin T'; setiyle kontak kurdugu
zamanlarda, cesitli noktalara anlik bir sekilde ayrilabilmesi sebebiyle, hareketin ¢aligmalariyla alakali problemlerle
karsilasilir. Eger A, operatdrii 1 — 1 ve 6rten oldugu kabul edilmezse, o zaman bagimsiz bir sekilde hareket eden
noktalarin anlik bir sekilde I'; setiyle kontak kurdugu zamanlarda tek bir noktaya birlesme nedeniyle alakali
problemleri dikkate alinabilir (yani farkli anlarda I'; setiyle kontak kurdugunda P; ile temsil edilen noktanin
ayn1 noktaya karsilik gelebilmesi).

Eger baz1 y, c I'; igin A.y, setinin bos oldugu varsayilirsa benzer 6zel problemler ortaya ¢ikar. Bu varsayim
olumli sistemlerin dikkate alinmasini saglar: y, ye ¢arpan, temsil edilen bir P, noktas1 A, operatoru vasitasiyla
bos bir sete transfer edilir yani nokta oliir ve y, , yortingelerin 6liim seti olarak ifade edilir. Bu tipten sistemler
icin ty) < t < T zamaninda 6liimin olasiligl olan hareketli bir noktanin ortalama yasam zamani problemlerini
akla getirmek dogaldir.

Maalesef P, ile temsil edilen noktanin I'; setine temas ettiginde iki ardisik zaman arasindaki bir stirecin evrimini
tanimlayan diferansiyel denklemlerin sistemlerinin genis bir degisimi ve I', setleri ile A;:T, —» ', dontstmleri,
spesifik 6zelliklerine gore darbe hareketiyle diferansiyel denklemlerin sistemlerinin derin bir siniflandirilmasini
yapmaya imkan vermez. Darbe hareketinin karakterine bagli olarak denklem sistemlerinin ii¢ 6nemli farkh
siiflandirma sekli asagidaki sekliyle ayirt edilebilir:

e Sistemler sabit zamanlarda darbe hareketine maruz kalabilirler,

e Sistemler, sunulan bir P, noktasi genisletilmis diizlem uzaymin verilen bir t = t;(x) yiizeylerine
carptigl zamanlarda darbe hareketine maruz kalabilirler ya da

e Sireksiz dinamik sistemler olabilirler.

Boylece TI'; seti ve A; operatoriine bagl olarak degisen darbe hareketiyle bir sistemdeki yoriingeler ve
hareketleride degisir [14].

3. Tartisma ve Sonug

impalsif diferansiyel denklemler, anlik degisimlerin siirecin daha iyi analizine katki sagladig1 bir¢ok bilim dah ve
6zel konularda gittikce yaygin bir sekilde kullamilmaktadir. Dolayisiyla bu denklemler temel alinarak ortaya
atilan problemler adi diferansiyel denklemlerden ¢ok daha zengin dinamik davranislar sergilemektedir.
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