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ÖZET 

De�i�ken kesitli kiri�ler, in�aat, makine, havac�l�k ve uzay gibi mühendislik alanlar�nda yayg�n olarak 
kullan�lmaktad�r. Bu çal��mada, de�i�ken kesitli kiri�lerde çökmeler ile buna sebep olan d�� yükler 
aras�nda kurulan dördüncü dereceden diferansiyel denklemler sonlu farklar yöntemi ile çözümlenmi�tir. 
Bu amaçla bir bilgisayar program� geli�tirilmi�tir. Literatürde konu ile ilgili yer alan örneklerin 
geli�tirilen bilgisayar program� ile çözümü sonucunda sonlu fark bölüm say�s� ile de�i�ken kesitli kiri�in 
belirli noktas�ndaki çökme de�eri aras�ndaki ili�kiler tablo ve grafikler �eklinde sunulmu�tur. Bu sonuçlar 
sonlu elemanlar yöntemi ile elde edilen sonuçlarla kar��la�t�r�lm��t�r. 

 
Anahtar Kelimeler: De�i�ken kesitli kiri�, çökme, elastik e�ri, sonlu farklar yöntemi. 

 
 

DETERMINING THE ELASTIC CURVES OF BEAMS HAVING VARIABLE 
SECTIONS BY FINITE DIFFERENCE METHOD 

 
ABSTRACT 

Beams with variable thickness are commonly used in engineering fields such as civil, mechanical and 
aerospace engineering. In this study, relation between the deflection of beams with variable thickness and 
load is expressed as fourth order differential equations and calculated by finite difference method. 
Calculations were made by a developed computer program. Relationship between finite difference mesh 
number and deflection value at the specific point of beam with variable thickness were presented in tables 
and graphs as a result of the solutions of examples by developed computer program. Results have been 
compared with the ones obtained from the finite element analysis. 

 
Keywords: Beams with varying cross section, deflection, elastic curve, finite difference method. 
 
1. G�R�� 
 
Mühendislik bilimleri alanlar�ndaki problemler K�smî Diferansiyel Denklemler kurularak matematiksel 
olarak modellenir. Modellenen bu problemlerin çözümü için uygulanan çe�itli say�sal yöntemler vard�r. Bu 
yöntemlerin ba��nda Sonlu Farklar Yöntemi, S�n�r Eleman Metodu, Sonlu Elemanlar Metodu gelmektedir. 
Sonlu farklar yönteminde s�n�r �artlar�n�n gerçekle�mesi kesin iken diferansiyel denklemin sa�lanmas� 
yakla��kt�r. Tüm yöntemlerde sonuca ula�abilmek için olu�turulan do�rusal denklem tak�mlar� bir �ekilde 
çözülmelidir. Bilgisayarlar�n kullan�lmas�yla denklem tak�m� çözümleri k�sa sürede elde edilebilmektedir. 
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Programlama tekni�ine ve problemin tipine ba�l� olarak de�i�en denklem tak�mlar�n�n çözümleri birbirlerine 
göre çe�itli farkl�l�klar göstermektedir. 
Sonlu farklar yöntemi kullan�larak olu�turulan do�rusal denklem tak�mlar�nda katsay� matrisi bant matris 
özelli�i göstermektedir. Sonlu farklar yönteminin bir özelli�i olarak sonlu fark bölüm say�s� ile elde edilen 
yakla��k çözümün do�rulu�u aras�nda bir ili�ki vard�r. Sonlu fark bölüm say�s� ne kadar fazla ise elde edilen 
yakla��k çözüm de do�ruya o kadar yak�nd�r. Bu durum sonucunda olu�turulan katsay�lar matrisinin 
büyüklü�ü artar. Kabul edilebilir do�rulu�a sahip sonuçlar elde etmek için sonlu farklar yöntemi çok say�da 
dü�üm noktas� ile analiz yapmay� gerektirmektedir. Gerekli bilgisayar kapasite ihtiyac� do�rusal denklem 
tak�m�n�n büyüklü�ü ile orant�l� olarak artar. Ancak,  iyi bir programlama tekni�i ile bu ihtiyaç azalt�labilir. 
Di�er yöntemlerden farkl� olarak sonlu farklar yönteminde katsay� matrislerinin s�f�r de�erine sahip eleman 
say�s�n�n fazla olmas� bu çal��mada geli�tirilen program�n bir avantaj� olarak kullan�lm��t�r. 
 
Mühendisli�in pek çok alan�nda kar��la��labilen de�i�ken kesitli kiri�ler için bugüne kadar pek çok 
ara�t�rmac� bu konuda çal��malar yapm��lard�r. Daha çok sonlu elemanlar yöntemi kullan�larak yap�lan bu 
çal��malar aras�nda sonlu farklar yöntemi kullan�larak yap�lanlar çok fazla de�ildir [1-17]. 
 
S. Li, J. Hu, C. Zhai ve L. Xie yapt�klar� çal��mada; uyarlanabilir deplasman enterpolasyon fonksiyonlu kiri� 
eleman� kullanarak baz� analizler gerçekle�tirmi�lerdir. De�i�ken kesitli, de�i�ken malzeme özellikli gibi 
farkl� örnekler çözerek sonuçlar� irdelemi�lerdir [1]. S. T. Wasti, yapt��� çal��mada eni sabit fakat yüksekli�i 
do�rusal olarak de�i�en prizmatik olmayan bir eleman� çok say�da prizmatik elemanla modelleyerek analiz 
etmi� ve kabul edilebilir düzeyde sonuçlar alm��t�r [2]. T. Tankut, kiri�siz dö�eme yap�lar�n hesab� için yeni 
bir yöntem isimli çal��mas�nda, deney sonuçlar�n� de�i�ken kesitli kiri� kavram�na dayanarak de�erlendirmi� 
ve oldukça gerçekçi sonuçlar elde etmi�tir [4]. Cook R. D. vd., de�i�ken kesitli bir konsol kiri�in sonlu 
elemanlar metodu ile analizi için problemin her birisi sabit kesitli olan çok say�da elemana ay�rarak 
modellenebilece�inden söz etmi�lerdir [5]. Xu Y. ve Zhou D., çal��malar�nda statik yükler alt�nda iki 
ucundan basit mesnetli çok aç�kl�kl� ve de�i�ken kesitli kiri�lerin gerilme ve yer de�i�tirme hesaplar�n� 
yapm��lard�r [6]. Ayn� yazarlar bir ba�ka çal��malar�nda, basit mesnetli de�i�ken kesitli piezoelektrik 
kiri�leriniki boyutlu analizlerini yapm��lard�r [7]. F. Romano ve G. Zingone, do�rusal ve (binom �eklinde) 
parabolik olarak de�i�en derinlikte ve do�rusal olarak de�i�en geni�likte e�ilme kiri�leri için kapal�-form 
çözümler sunmu�lard�r [8]. Z. Girgin, E. Demir ve C. Kol, Do�rusal de�i�ken kesitli bir kiri�in titre�im 
problemini genelle�tirilmi� diferansiyel quadrature metodu ile incelemi�lerdir [9]. A.K. Ashok ve S.B. 
Biggers çal��malar�nda; Newmark’�n say�sal yöntemini kullanarak prizmatik olmayak kiri�-kolon elemanlar� 
için rijidlik matrisi üreten bir algoritma sunmu�lard�r. Bu algoritma ile bir bilgisayar program� geli�tirerek 
elde ettikleri sonuçlar�n uygun oldu�u sonucuna ula�m��lard�r [10]. H. Al-Gahtani ve M. Khan, genel s�n�r 
ko�ullar�ndaki prizmatik olmayan kiri�ler için kesin analiz sunmu�lard�r. Do�rusal ve parabolik olarak 
de�i�en kesitlerdeki kiri�ler için temel çözümler elde etmi� ve sonuçlar� iki say�sal örnek ile test etmi�lerdir 
[11]. T.J. Kotas çal��mas�nda; dü�ey yükleme alt�nda düzgün olmayan e�ilme rijidliklerine sahip hiperstatik 
kiri�lerin analizi için oldukça rahat bir yöntem geli�tirmi�tir. Buna göre kiri�lerde iki nokta s�n�r de�er 
problemi çözümü için say�sal çözüm tekni�ini sunmu�tur [12]. R. Attarnejad veA. Shahba yazd�klar� 
makalede prizmatik olmayan döner kiri�lerin serbest titre�im analizinde diferansiyel dönü�üm yönteminin 
uygulanmas�n� aç�klam��lard�r. Çal��t�klar� kiri�ler Euler-Bernoulli kiri�leridir. Bu yönteme göre kiri� 
boyunca herhangi iki keyfî fonksiyonla de�i�en kesit alan� ve atalet momenti modellenebilmektedir. Bundan 
dolay� bu yöntem pek çok mühendislik uygulamas�nda kullan�labilir [13]. M. Veiskarami ve S. Pourzeynali, 
analitik bir yakla��mla de�i�ken kesitli basit kiri�lerin çökmesi için tesir çizgisi geli�tirmi�lerdir. Bunun için 
Green’in fonksiyonunu uygulam��lard�r [14]. M. Brojan, T. Videnic ve F. Kosel, çal��malar�nda özel 
malzemelerden üretilmi� farkl� fonksiyonlarla tan�mlanm�� de�i�ken kesitli konsol kiri�lerin �ekil 
de�i�tirmelerini ve büyük yer de�i�tirmelerini incelemi�lerdir [15]. M. Brojan, M. Cebron ve F. Kosel, 
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do�rusal olmayan elastik malzemeden yap�lm�� prizmatik olmayan konsol kiri�lerin büyük deplasmanlar�n� 
çal��m��lard�r. Elde ettikleri nümerik sonuçlar ile daha önceden yap�lm�� olan çal��ma sonuçlar� ve 
laboratuvar deneyleri sonuçlar� ile uyumlar�n� de�erlendirmi�lerdir [16]. S.A. Hamoush, M.J. Terro ve W.M. 
Mcginley, eksenel ve dü�ey kuvvetlerin birlikte etki ettikleri prizmatik olmayan elemanlar�n elastik ve elastik 
ötesi davran��lar�n� ortaya koymu�lard�r. De�i�ken kesitli elemanlar�n sehimlerini göstermek için e�im-sehim 
ili�kilerine dayanan sonlu fark tekni�i uygulam��lard�r [17]. 
 
De�i�ken kesitli kiri�ler havac�l�k ve uzay, makine, in�aat gibi mühendislik alanlar�nda s�k olarak 
kullan�lmaktad�r. Bu çal��mada dü�ey yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli kiri�lerde elastik e�riler 
incelenmi�tir. Bilgisayarlar�n geli�mesiyle yap�lan analiz sonuçlar� k�sa sürede elde edilebilmektedir. Bu 
avantaj kullan�larak, çal��ma kapsam�nda C++ dili yard�m�yla bir bilgisayar program� geli�tirilmi� ve 
sonuçlar geli�tirilen bu bilgisayar program� kullan�larak elde edilmi�tir. 
 
 
2. MATERYAL VE METOT 
 
Ta��y�c� çubu�un ekseni yükleme sonras�nda ilk konumuna göre de�i�ir ve elastik e�ri ad�n� al�r. Ta��y�c� 
çubuk sistemlerin statik hesab�nda elastik e�ri önemli bir yer tutar. Elastik e�ri probleminde önemli olan 
çökme de�erleri (����) ile buna sebep olan yükler (�����) aras�nda bir ba��nt� kurmakt�r (�ekil 1).  
 

 
 

�ekil 1. E�ilme kiri�i ve “ dx ” boyundaki �ekil de�i�tirme durumu. 
 
 
�ekil 1 ’ de görülen kiri�te e�rilik diferansiyel geometriden 
 

�
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����       (1) 

 
�eklinde yaz�labilir. Di�er taraftan, kiri� teorisinden [18] 
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���� 


�	
���	

      (2) 
 
oldu�u bilinmektedir. Burada e�rilik yar�çap� :�� , e�ilme momenti :�� ve e�ilme rijitli�i :����� ile ifade 
edilmektedir. Denklem 2 ’nin x ’e göre iki defa türevi al�nd���nda elde edilen diferansiyel denklem kiri� 
eksenine dik olarak etki eden yay�l� yük��’nin bir fonksiyonu olarak ortaya ç�kar: 
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Sabit kesitli kiri�lerde atalet momenti �����sabit iken de�i�ken kesitli kiri�lerde atalet momenti, çökme 
fonksiyonu ���� ve e�ilme momenti fonksiyonu�����gibi“x” eksenine göre de�i�en bir fonksiyon olacakt�r: 
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�     (4) 

 
Çökmelerin türevleri, çubu�a ait geometrik ve mekanik tipten büyüklükler ile orant�l�d�r. 
 
���� çökmeler 
����� e�imler veya kesit dönmeleri 
������������ �� e�ilme momenti 
������������ ��� kesme kuvveti 
�������
��� ��� yay�l� yükün �iddeti 
 
Bir problemde çökme fonksiyonu����belirlenmi� ise, ard���k türevlerle e�imi, e�ilme momentini, kesme 
kuvvetini ve dü�ey yükleri bulmak mümkündür. Bunun aksine, say�lan fonksiyonlardan her hangi biri 
verilmi� ise, yukar�ya do�ru entegrasyonla ç�kmak mümkün olur; fakat her integral ad�m�nda denklemlere 
eklenecek yeni integral sabitlerini belirtmek gerekir; bunlar da ancak s�n�r �artlar�ndan bulunabilir [18]. 
 
E�er yük fonksiyonu biliniyorsa buna ba�l� olarak e�ilme momenti fonksiyonu ����� elde edilebilir. Atalet 
momenti�����de�i�ken kesitli kiri�in de�i�im fonksiyonuna göre hesaplanmal�d�r. Yüksekli�i “x” eksenine 
göre de�i�en dikdörtgen kesitli bir kiri�te atalet momenti kübik olarak de�i�ecektir. Buradan çökme 
fonksiyonu ����’in dördüncü dereceden türevi, elde olunanlarla ifade edilebilir. 
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Denklem 5 ’te verilen dördüncü dereceden diferansiyel denklemde çubuk eksenine dik do�rultudaki yer 
de�i�tirmeler (çökmeler:v) bilinmeyenlerdir. Denklemin çözümü için bu çal��mada sonlu farklar yöntemi 
kullan�lm��t�r. Bu durumda Denklem 5 ’in sonlu farklar yöntemindeki ifadesi �u �ekildedir: 
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Sonlu farklar yönteminde çözüm için diferansiyel denklem ayr�kla�t�r�l�r ve say�sal olarak çözülür. Türevlerin 
yerine say�sal de�erlerin konulmas� ayr�kla�t�rma sonunda elde edilen dü�üm noktalar�ndaki fonksiyon 
de�erlerinin kullan�lmas�yla olur. Bu �ekilde dü�üm noktas�na ba�l� olarak denklemler olu�turulur. Elde 
edilen bu denklemler do�rusal denklem tak�m� �eklinde çözülerek her nokta için bilinmeyen ���� de�erleri 
elde edilir. 
 
Sonlu farklar yönteminde s�n�r �artlar�n�n gerçekle�mesi kesindir fakat diferansiyel denklemin sa�lanmas� 
yakla��kt�r. Kiri�lerin sonlu farklar yöntemine göre çözümünde ilk olarak kiri� belirli say�da e�it parçaya 
bölünerek sonlu fark a� noktalar� olu�turulur. Kiri�in mesnetlerindeki s�n�r �artlar�na göre baz� sanal sonlu 
fark a� noktalar�na ihtiyaç olabilir. Bu durumda fiktif sonlu fark a� noktalar� için gerekli de�erler gerçek 
sonlu fark a� noktalar�nda yaz�lan de�erler cinsinden tarif edilir (Çizelge 1). 
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De�i�ken kesitli kiri�in sonlu farklarla çözümü için kiri� ekseni yönündeki bölüm say�s� “ n ” olmak üzere 
sonlu fark a�� olu�turulur. Sonlu farklar yönteminde bölüm say�s� artt�kça ���� de�erleri kesin sonuca daha 
da yakla�maktad�r. De�i�ken kesitli kiri�te hesaplanan en büyük ����de�erleri ile “ n ” bölüm say�s� 
aras�ndaki ili�kiyi gösteren bir grafik çizildi�inde teorik olarak grafik yataya te�et haline gelmesi gerekir. Bu 
te�etin grafi�in ���� eksenini kesti�i de�er en do�ru ���� de�eri olacakt�r. 
 
Çizelge 1. Dördüncü dereceden diferansiyel denklemin ve baz� s�n�r �artlar�n�n sonlu fark ifadeleri. 
 

 
 

Sonlu farklar yöntemi ile de�i�ken kesitli kiri�lerde elastik e�rinin hesab� için C++ dilinde bir bilgisayar 
program� geli�tirilmi�tir. Bu program�n ak�� �emas� �ekil 2’de verilmektedir. Geli�tirilen bilgisayar program� 
ilk olarak dördüncü dereceden diferansiyel denklemi (Denklem 3) olu�turmaktad�r. Bunun için ilk olarak 
kullan�c�dan sonlu fark bölüm say�s� “ n ”de�erini almaktad�r. Geli�tirilen bilgisayar program�, sonlu fark 
bölüm say�s� “ n ” de�erine göre katsay� matrisini, çökmelerin tutulaca�� bilinmeyenler vektörünü ve kar�� 
taraf bilinenler vektörünü olu�turmaktad�r. Olu�turulan bu matrisler, dördüncü dereceden diferansiyel 
denklemin sonlu farklar ifadesine göre tarif edilmektedirler. Do�rusal denklem tak�m�n�n katsay� matrisi, 
Çizelge1‘den de görülebilece�i gibi ()* �+* ,* �+* )�- katsay�lar�ndan olu�an bant geni�li�i 5 olan kare bir 
matristir. Bu matrisin ba��nda ve sonunda bulunan baz� de�erler s�n�r �artlar�na göre farkl�l�klar 
gösterebilmektedir (Çizelge 1). Sa� taraf bilinenler vektöründe ise yük de�eri ��  , e�ilme rijitli�i ����  ve 
sonlu fark ifadesindeki de�i�ken kesitli kiri�in uzunlu�u “ L” nin sonlu fark bölüm say�s� “ n ”ye bölümünden 
elde edilen &� 
 . /0  de�erinin dördüncü dereceden ifadesi �&��!  yer almaktad�r. Bilgisayar program�n�n 
sistematik olarak olu�turdu�u do�rusal denklem tak�m� Gauss Eliminasyon Yöntemine göre 
çözümlenmektedir. Buna göre do�rusal denklem tak�m�n�n katsay� matrisi kar�� taraf vektörü ile beraber üst 
üçgen hale getirilmekte ve daha sonra geriye do�ru çözüm yap�larak bilinmeyenler elde edilmektedir. 
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Bir döngü ile sonlu fark bölüm say�s� “ n ” periyodik olarak artt�r�larak hesaplanan ���� de�erlerinden kritik 
olan de�er elde edilmektedir. Hesaplanan ���� de�erlerinin aras�ndaki ba��l yüzde hata ile kabul edilen hata 
s�n�r de�eri tespit edilmektedir. Kabul edilen hata s�n�r de�erine göre do�ru de�eri verecek olan sonlu fark 
bölüm say�s� “ n ” de�erine bu �ekilde karar verilmektedir. 
 
Do�ru de�eri verecek olan sonlu fark bölüm say�s� “n” de�erine göre program tekrar çal��t�r�larak de�i�ken 
kesitli kiri� boyunca çökme de�erleri hesap edilmektedir. Hesaplanan bu de�erlerden de�i�ken kesitli kiri�in 
elastik e�risi grafik olarak çizilebilmektedir. 
 
 
 
 

 
 
 

�ekil 2. Geli�tirilen bilgisayar program�n�n ak�� �emas�. 
 
  

n n periyot� �
çökme de�eri v

Sonlu fark noktalar�n�n
yer de�i�tirmeleri

De�i�ken kesitli kiri�in
elastik e�ri grafi�i

ba��l yüzde hata
0.01 den küçük mü ?

H E

Gauss eliminasyon

DUR

BA�LA

Sonlu fark bölüm say�s� n
Malzeme özellikleri
Geometrik özellikler

� �A matrisi
x vektoru

b vektoru

�
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3. ÖRNEKLER VE TARTI�MA 
 
Geni�li�i sabit, yüksekli�i do�rusal olarak de�i�en iki adet konsol kiri� ile de�i�ken kesitli bir adet basit 
kiri�in elastik e�risi örnek olarak incelenmi�tir. Konsol kiri�in birincisi düzgün yay�l� yükle yüklü iken 
ikincisi ucundan tekil yükle yüklüdür. Basit kiri� ise bir adet tekil yükle beraber düzgün yay�l� yükle 
yüklüdür. Bu örnekler, geli�tirilen bilgisayar program� kullan�larak sonlu farklar yöntemi ile analiz edilmi� 
olup her biri ayr� ba�l�klar alt�nda a�a��da detayl� olarak aç�klanm��t�r. Sonlu fark bölüm say�s� “ n ” de�erine 
karar verilirken kullan�lan ba��l yüzde hata de�erleri a�a��daki �ekilde hesaplanmaktad�r. 
 
12��3�4ü567�8292 
 :
;%"���
;
;%"

: < )==            (7) 
 
Ayr�ca, her bir örnek için yüklü çubuklara ait elastik e�riler geli�tirilen bilgisayar program� ile ve sonlu 
elemanlar yöntemi ile çal��an SAP 2000 v15 paket program� ile hesaplanm�� ve kar��la�t�rmal� olarak 
grafikler �eklinde sunulmu�tur. 
 
3.1. Düzgün Yay�l� Yükle Yüklenmi� De�i�ken Kesitli Konsol Kiri� 
 
Bu problem için uç noktan�n����de�eri kesin çözüm ile k�yaslanm��t�r[1]. �ekil 3’de gösterildi�i gibi kiri� 
geni�li�i sabit 1 
 >==�?? ve yüksekli�i de�i�ken 8��� 
 8@ � AB A>0 �eklindedir. Burada 8@ 
 )===�?? 
konsol kiri�in ankastre mesnetli ucundaki kesit yüksekli�idir. Elastisite modülü � 
 A)====��C2, üzerinde 
ta��d��� düzgün yay�l� yük � 
 A==�DE?? ve uzunlu�u . 
 )====�??’dir (�ekil 3). 
 
 

 
�ekil 3. Düzgün yay�l� yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�. 

 
 
Kiri�in sonlu fark bölüm say�s�“ n ” art�r�larak hesaplanan uç noktas�n�n����de�erleri vuç Çizelge 2’de 
verilmi� ve bu de�erler kullan�larak �ekil 4’teki grafik çizilmi�tir. 
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Çizelge 2. Düzgün yay�l� yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�te��� 
 .�çökme de�erleri. 
 

 

 
Bu problemde ����de�erine karar verilirken ba��l hata yüzdesinin 0.01 oldu�u nokta dikkate al�nm��t�r.  
Buna göre n=1400 için hesaplanan 60.9354mm de�eri, düzgün yay�l� yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli 
konsol kiri�te uç noktan�n do�ruya en yak�n ����de�eridir. Bu de�er, 60.92mm olankesin çözüm [1] 
de�erinden % 0.025 farkl�l�k göstermektedir.  Pratik olarak bu çökme de�erleri ayn� kabul edilmelidir. 
 
 
 

 
�ekil 4. Düzgün yay�l� yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�te ��� 
 .�de�erleri. 

 
 
Elde edilen bu sonuca göre karar verilen n=1400 de�eri için yükten dolay� konsol boyunca olu�an elastik e�ri 
�ekil5’te görülmektedir. 

60.8
60.9
61.0
61.1
61.2
61.3
61.4
61.5
61.6
61.7
61.8

0 400 800 1200 1600 2000 2400

U
ç 

no
kt

an
�n

 ç
ök

m
e 

de
�e

ri
   

( m
m

 )

Sonlu Fark Bölüm Say�s�  ( n )

n FGç 
[mm] 

Ba��l hata 
[%] 

200 61.6642  
400 61.1061 0.9133 
600 61.0027 0.1695 
800 60.9665 0.0594 

1000 60.9497 0.0276 
1200 60.9407 0.0148 
1400 60.9354 0.0087 
1600 60.9317 0.0061 
1800 60.9294 0.0038 
2000 60.9267 0.0044 
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�ekil 5. Düzgün yay�l� yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�in elastik e�risi. 

 
 
3.2. Tekil Yükle Yüklenmi� De�i�ken Kesitli Konsol Kiri� 
 
Bu problem için uç noktan�n ����de�eri kesin çözüm ile k�yaslanm��t�r[2]. �ekil 6 ’da gösterilen de�i�ken 
kesitli konsol kiri�in geni�li�i ( b ) sabit)�? ve yüksekli�i 8��� 
 �H >0 � I HB A=0 olarakseçilmi�tir. Burada 
�H >0 ��?79J7  konsol kiri�in serbest ucundaki kesit yüksekli�idir. Elastisite modülü � 
 A <
)=K LD ?M0 ,serbest uçta dü�ey do�rultuda etkiyentekil yük C 
 )==�LD ve uzunlu�u . 
 +�?olarak kabul 
edilmi�tir (�ekil 6). 
 

 
�ekil 6. Tekil yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�. 
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Çözümde P tekil yükünün küçük bir alanda konsantre olarak etki etti�i dü�ünülmü�tür. Kiri�in sonlu fark 
bölüm say�s�“ n ” art�r�larak hesaplanan uç noktas�n�n ����de�erleri vuç Çizelge 3’te verilmi� ve bu de�erler 
kullan�larak �ekil 7 ’deki grafik çizilmi�tir. 
 
Çizelge 3. Tekil yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�te��� 
 =�de�erleri. 
 

n FGç 
[mm] 

Ba��l hata 
[%] 

1000 -1.1298  
2000 -1.1353 0.4827 
3000 -1.1371 0.1601 
4000 -1.1380 0.0808 
5000 -1.1386 0.0483 
6000 -1.1389 0.0316 
7000 -1.1392 0.0228 
8000 -1.1394 0.0176 
9000 -1.1395 0.0132 

10000 -1.1397 0.0105 
 
Bu problemde ����de�erine karar verilirken ba��l hata yüzdesinin 0.01 oldu�u nokta dikkate al�nm��t�r.  
Buna göre n=8000 için hesaplanan– 1.1394mm de�eri, tekil yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�te 
uç noktan�n do�ruya en yak�n ����de�eridir. Bu de�er, – 1.2115 mm olan kesin çözüm [2] de�erinden % 
5.951 farkl�l�k göstermektedir.   
 
 

 
�ekil 7. Tekil yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�te ��� 
 =�de�erleri. 
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Elde edilen bu sonuca göre karar verilen n=8000 de�eri için yükten dolay� konsol boyunca olu�an elastik e�ri 
�ekil 8 ’de görülmektedir. 
 
 

 
�ekil 8. Tekil yükle yüklenmi� de�i�ken kesitli konsol kiri�in elastik e�risi. 

 
 
3.3. De�i�ken Kesitli Basit Kiri� 
 
Bu problem için tekil yükün etki etti�i noktan�n ����de�eri kesin çözüm ile k�yaslanm��t�r [3]. �ekil 9’da 
gösterilen de�i�ken kesitli basit kiri�in toplam uzunlu�u 8 m’dir. Kiri� üzerinde de�i�ken kesitlere ait e�ilme 
rijitlikleri ile yükleme durumu �ekil 9 ’da verilmi�tir. 
 

 
�ekil 9. De�i�ken kesitli basit kiri�i. 

 
 
 

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0 1000 2000 3000 4000

Ç
ök

m
e 

de
�e

ri
  (

 m
m

 )

Uç noktadan uzakl�k  ( mm )

Bu�çal��ma

Sonlu�Elemanlar�Yöntemi



 DPÜ Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi                De�i�ken Kesitli Kiri�lerde Elastik E�rinin Sonlu Farklar 
 Say� 33, Nisan 2014                                                                                                       Yöntemi �le Hesab� 

                                              M. Halûk Saraço�lu, M. Sami Döven, B. Kaymak 
 

20 
 

Hesaplanan ��� 
 A?�de�erinin kiri�in sonlu fark bölüm say�s�“ n ”ile de�i�imi incelenmi�tir. Bu de�i�im 
Çizelge 4’te verilmi� ve bu de�erler kullan�larak �ekil 10’daki grafik çizilmi�tir. 
 
Çizelge 4. De�i�ken kesitli basit kiri�in dörtte bir noktas�ndaki ����de�erleri. 
 

 

 
Bu problemde ����de�erine karar verilirken ba��l hata yüzdesinin 0.01 oldu�u nokta dikkate al�nm��t�r.  
Buna göre n=4000 için hesaplanan (– 153.055 / EI )  de�eri, de�i�ken kesitli basit kiri�te uç noktan�n do�ruya 
en yak�n çökme de�eridir. Bu de�er,(– 153.5 / EI) olan kesin çözüm [3] de�erinden % 0.29 farkl�l�k 
göstermektedir. 
 

 
 
 
 
 

n NO P �FQ 
[kNm3] 

Ba��l hata 
[%] 

500 -153.187  
1000 -152.762 0.2782 
1500 -152.982 0.1438 
2000 -153.026 0.0288 
2500 -153.105 0.0516 
3000 -152.978 0.0830 
3500 -153.041 0.0412 
4000 -153.055 0.0091 
4500 -153.094 0.0255 
5000 -153.015 0.0516 
5500 -153.048 0.0216 
6000 -153.051 0.0020 
6500 -153.073 0.0144 
7000 -153.013 0.0392 
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�ekil 10. De�i�ken kesitli basit kiri�in dörtte bir noktas�ndaki EI ����de�erleri. 
 
 
Elde edilen bu sonuca göre karar verilen n=4000 de�eri için yükten dolay� basit kiri� boyunca olu�an elastik 
e�ri �ekil 11’de görülmektedir. 
 
 

 
�ekil 11. De�i�ken kesitli basit kiri�in elastik e�risi. 
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4. SONUÇ 
 
Bu çal��mada de�i�ken kesitli kiri�lerin sonlu farklar yöntemi ile elastik e�risinin hesab� C++ dilinde 
geli�tirilen bir bilgisayar program� yard�m�yla üç farkl� örnek için gerçekle�tirilmi�tir. 
 
Elde edilen bulgular maddeler halinde a�a��da belirtilmi�tir. 
 

� De�i�ken kesitli kiri�in çökme fonksiyonu ����  , e�ilme momenti fonksiyonuRS���  ve e�ilme 
rijitli�i �TS��� cinsinden ifade edilmi� ve elde edilen dördüncü dereceden diferansiyel denklemin 
çözümü için sonlu farklar yöntemi kullan�lm��t�r. 

 
� Belirli bir noktadaki ����çökme de�eri ile sonlu fark bölüm say�s� “ n ” aras�ndaki ili�kiyi gösteren 

bir grafik çizilmi� ve bu grafi�e göre����çökme de�erinin do�ru sonuca en yak�n oldu�u de�er elde 
edilmi�tir. Bu de�er tespit edilirken sonlu fark bölüm say�s� “ n ” ile hesaplanan ����çökme 
de�erleri aras�ndaki ba��l yüzde hata s�n�r de�eri dikkate al�nm��t�r. 
 

� Farkl� s�n�r �artlar�na sahip yüklü e�ilme çubuklar� için sonlu eleman yöntemi ile elde edilmi� olan 
çökme de�erleri, sonlu farklar yöntemi ile çal��an ve bu çal��mada kullan�lan bilgisayar program�na 
ait de�erlerle kar��la�t�r�ld���nda, sonlu farklar yöntemi ile tatminkâr sonuçlar�n elde edilebilece�i 
görülmü�tür. 
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