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OZET

Geri ¢ekme simplisel obje Glenn [6] tarafindan tanimlanmistir. Bu c¢alismada degismeli cebirler i¢in
inceliyecegiz.

Anahtar Kelimeler: Simplisel cebirler, geri ¢ekme obje.
PULLBACK SIMPLICIAL ALGEBRAS

ABSTRACT
Pullback simplicial object had been defined by Glenn [6]. In this work we consider this object for
commutative algebra case.

Key Words: Simplicial algebra, Pullback object.

1. SIMPLISEL CEBIRLER

(En)nen degismeli k-cebirlerin bir ailesi olsun.
dME, 2 E,_;0<j<n#0
SjEy o Eny;0<j<n

homomorfizmler olmak iizere,

dr'd}' = d_f_]d['r.f‘{j

Siad; i<j
dr's_,' = 1 H Jf=j,j+1

sid; .y 3 ix]+1
58 = SiaSiis]

sartlar1 saglantyorsa E=( (Ep)nen, d;, Sj) Ugliisiine simplisel cebir denir. Buradaki d; ve s; homomorfizmlerine
sirasiyla yiiz ve dejenere operatorler denir [1,2]. Diyagram olarak,
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E bir simplisel cebir olsun.

n—1

(NE),="| Cekd]

i=0

olmak tizere dy; = 0,,: NE,, = NE,_; homomorfizmlerini tanimlayalim. Bu durumda

NE:- 111" NE, —1:" NEJ:—1L1E" tr —:’ NE, —1" NE;

zinciri bir komplekstir. Gergekten de x € N
n
Eni1 = n Cek di**
i=0

igin
On0Ony1(x) = dﬁdﬂi%(x)
oldugundan simplisel 6zdesliklerden

drdpii(x) = dp(0)=0

olup, 0,0,,4+1 = 0 dir. O halde NE bir komplekstir. Bu komplekse E simplisel cebirinin Moore kompleksi denir
ve (NE,0) veya kisaca NE ile gosterilir. Eger, n > k i¢in NE, = 0 ise E simplisel cebrinin Moore kompleksinin
boyutu k£ dan kiigiik veya esittir denir ve <k ile gosterilir. Moore kompleksinin boyutu < k olan simplisel cebirler
kategorisi Simp(Ceb.y) ile gosterilir.

E simplisel cebirinin #n. Homotopi modiilii 7r,(E), E nin Moore kompleksinin n. homolojisine esittir. Yani

m,(E) = H,(NE,0)

_ Nizo Cek d}
I GHGINTIT D!

seklindedir [5].

2. CAPRAZLANMIS MODULLER
C bir R-cebir olsun. Bu durumda
RxC->C
(r,c)e»r-c
degismeli cebir etkisi olmak iizere d : C — R, R-cebir homomorfizmi her ¢, ¢’ € C igin
CM1.3d(r-c) =radc
CM2.9(c) - ¢’ =cc’
sartlarini sagliyor ise ¥ = (C,R,0) U¢liisiine veya 0 : C — R ye bir ¢aprazlanmig R-modiil denir.
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Teorem: Moore kompleksi 1 olan simplisel cebirler kategorisi, ¢aprazlanmig modiiller kategorisine dogal
denktir. [2]

ispat: E,, Moore kompleksi 1 olan simplisel cebir olsun.
C=NE,;,R=NE,ved=d,
alalim.
NE,; x NEy — NE;
(x,a) & x-a =xsy(a)

tanimlayalim. d,(NE,) = Cekd, Cekd; ve Moore kompleksinin boyutu 1 oldugundan Cekd, Cekd; = 0 dur.
Boylece bu ideallerin tiretegleri her x,y € NE; i¢in y(sod; (x) — x) seklindedir.

CM2. d(x)y =s,0(x)y
= sodq (X)y
=Xy (Ciinki 0,(NE,) = 0)
olup 0 : C — R caprazlanmig R-modiildiir.

Tersine, d : C — R ¢aprazlanmis R-modiil olsun. R nin C {izerine etkisiyle C XR yari-direkt carpimi
tanimlayabiliriz.

E,=C xR,E,=R

ve
do(c,r) =1
di(c,r)= di(c)+r
so(r) = (0,7)
olup

(Ei): E; - - Ey

—_—

1-kat simplisel cebiri elde edilir. Buradan n-kat simplisel cebiri;
E,=C x(C x(..(CxXR)..)) (n tane)
olup

d,(Cpy ey C1, 1) (Cpe1y s €y, 0(cy) + 1)

di(cp ey, 1) = (Cpy e+er Cipq F Ciy ey €1, 1)
do(lcpy wnyc,7) = (Cpe1y s C1, 1)
si(Cp—1, s €1, 7)) = (cpe1r 0,0, c,7) 5 (0<j<n-1)

seklindedir. Boylece E simplisel cebiri elde edilir.

3. GERi CEKME SiMPLIiSEL CEBIiRLER
¢ : S - r,k-cebir morfizmi yardimiyla

F: Ceb/R — Ceb/S
funktoru olusturulabilir. Buradan,
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¢*:Simp (Ceb/R) — Simp (Ceb/S)
Funktorunun tanimlanabilecegini gésterecegiz. Bu funktora geri ¢ekme simplisel funktoru denir. Dolayisiyla
E € Ob (Simp (Ceb/R)) igin
¢ (E) = E'
objesine geri cekme (ko-indirgenmis) simplisel cebir denir.

Bdylece her n € N i¢in

9" (En)={(x,5) | pdy" (Xa) = @ ()} S En x S
dir.

Her n € N i¢in geri ¢ekme diyagramlarini incelemeden dnce Grothendieck yardimei teoremini verecegiz.

Yardimc1 Teorem (Grothendieck): p epimorfizm, p, ve p, , p nin ¢ekirdek ikilileri ve gy ve g , ¢ nin gekirdek

ikilileri,

E|—=E

u d} H d}

b=k

diyagraminda,
Jopi=qifi  (1=0,1)
ve
fr=af

olsun.
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gericekme ise

geri ¢cekmedir.

Sonu¢ Geri ¢ekme karelerin bileskesi yine bir geri ¢ekmedir.
Simdi n = 1 i¢in geri ¢ekmeyi inceleyelim.

E,—=F

1
[ ]pd’h”:pdé
5 R

-IiIJ
Diyagrami geri gekmedir. Burada

¢'(E)= E; = {(e1,s) | pdy(er)= @ (5)} SE1 x S
dir. Simdi Gronthendieck Yardimci Teoremini uygulayabilmek igin

E, -~ F

K

E; g Ey
a

diyagraminin geri gekme diyagrami oldugunu gostermeliyiz.

E,

oo

E/=8S——=E,=R
o
diyagrami verildiginde

@' (E1)=Eixg, S=1{(e1,s) |dj(er)=¢,(s), d|(er)=g,(s)}

olup
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diyagrami bir geri ¢ekmedir. Boylece Grothendieck Yardimci Teoremi geregince,

E=s2 -F,

|
:,-

- H
¢

diyagramu bir geri ¢ekmedir. Demin verilmis olan sonug geregince

E 2L F
e
S——*H

&

diyagrami bir geri ¢ekmedir.

Ayrica
(do)'(e1,8) = s = (d1)'(e4,5) ve so(s) = (0, )
alinirsa
dise(s) = d,(0,s) = s
dysy(s) = dy(0,5) = s

simplisel esitlikleri saglanir. Boylece

E|: F; %zS > 5
1-kat geri cekme simplisel cebir elde edilir.
n=2igin

p(f':::'=_r;l.r4',’: dy

-—

|

=R

olup E; = E, X S dir. Buradan
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S=F—"" -p

(=]

2-kat geri ¢cekme simplisel cebir elde edecegiz. Burada,
dy(ey,5) = (dy (€,),5)
dy(e3,5) = (d; (e2),5)
d(ey,5) = (dy(€,),5)
so(e1,5) = (s9(€)), 5)

51' (e,5)=(s1 (e)),5)

almirsa,
dyso(ey,5) = d) (5(;,9))
= di(So(el),S)
=(d, (so(e)),s)
=(d, so(e),s)
ve

dyso(,8) = do (50 (e1.5))
= dy(so(@)).5)
=(dy (s0(€1)),9)
=(dgso(er),s)
=(e,s) (ciinkii  dysy =id)

Simplisel esitlikleri sagladigin1 gostermis oluruz. Benzer sekilde diger 6zdeslikleri sagladigida gosterilebilir.
Boylece n-kat geri gekme simplisel cebir

—dp—" .

—d—"' E,_* X};S—”’—"'E1 XHS

"2"?.:::’_'__/ ey
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seklindedir. Burada dejenere ve yiiz homomorfizmleri

di(ens) = (dilen),s) 50 <i <m)
$f(en-1,5) = (55(ens)ss) (0 <j <n—1)

olarak tanimlanir.

Ongorii: X = (C,R,0) ¢aprazlanmis R-modiil ve €% = (¢*(C), S, ") geri gekmesi olsun. E ve F sirasiyla X ve
CX lerden elde edilen simplisel cebirler ise

F=¢*(E)

dir.
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