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ÖZET 

Geri çekme simplisel obje Glenn [6] tarafından tanımlanmıştır. Bu çalışmada değişmeli cebirler için 
inceliyeceğiz.  
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PULLBACK SIMPLICIAL ALGEBRAS 

 

ABSTRACT 

Pullback simplicial object had been defined by Glenn [6]. In this work we consider this object for 

commutative algebra case. 

Key Words: Simplicial algebra, Pullback object. 

 

 

1. SİMPLİSEL CEBİRLER  

 ሺܧ௡ሻ௡אே değişmeli k-cebirlerin bir ailesi olsun. 

݀௜
௡: ௡ܧ ՜ ;௡ିଵܧ 0 ൑ ݆ ൑ ݊ ് 0 

௝ݏ
௡: ௡ܧ ՜ ;௡ାଵܧ 0 ൑ ݆ ൑ ݊        

homomorfizmler olmak üzere, 

 

 

şartları sağlanıyorsa E=( ሺܧ௡ሻ௡אே, ݀௜,  ௝ homomorfizmlerineݏ ݁ݒ ௝) üçlüsüne simplisel cebir denir. Buradaki  ݀௜ݏ
sırasıyla yüz ve dejenere operatörler denir [1,2]. Diyagram olarak, 



 
 
 
DPÜ Fen Bilimleri Enstitüsü Dergisi                                                                                            Geri Çekme Simplisel Cebirler 
Sayı 27, Nisan  2012                                                                 
                                                                                                                                                                                        Ö.Gürmen 

36 

 

E bir simplisel cebir olsun. 

 

olmak üzere ݀௡
௡ ൌ ߲௡: ௡ܧܰ ՜   ௡ିଵ homomorfizmlerini tanımlayalım. Bu durumdaܧܰ

 

zinciri bir komplekstir. Gerçekten de x א Գ 

ା૚࢔ࡱ ൌ ሩ Ç݁݇

௡

௜ୀ଴

݀௜
௡ାଵ 

için   

߲௡߲௡ାଵ(x) = ݀௡
௡݀௡ାଵ

௡ାଵ(x) 

olduğundan simplisel özdeşliklerden 

 
݀௡

௡݀௡ାଵ
௡ାଵ(x) = ݀௡

௡(0) = 0  

olup,  ߲௡߲௡ାଵ = 0 dır. O halde NE bir komplekstir. Bu komplekse E simplisel cebirinin Moore kompleksi denir 
ve (NE,߲) veya kısaca NE ile gösterilir. Eğer, n > k için NEn = 0 ise E simplisel cebrinin Moore kompleksinin 
boyutu k dan küçük veya eşittir denir ve ≤ k ile gösterilir. Moore kompleksinin boyutu ≤ k olan simplisel cebirler 
kategorisi Simp(Ceb≤ k) ile gösterilir. 

E simplisel cebirinin n. Homotopi modülü ߨn(E), E nin Moore kompleksinin n. homolojisine eşittir. Yani 

 ௡(NE,߲)ܪ ؆ n(E)ߨ

 

ൌ
ځ Ç࢔࢑ࢋ

ୀ૙࢏ ࢏ࢊ
࢔

݀௡ାଵ
௡ାଵሺځ Ç࢔࢑ࢋ

ୀ૙࢏ ࢏ࢊ
ା૚ሻ࢔

 

şeklindedir [5]. 

 

2. ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

C bir R-cebir olsun. Bu durumda 

ܴ ൈ ܥ ՜  ܥ

      ሺݎ, ܿሻ հ ݎ · ܿ 

değişmeli cebir etkisi olmak üzere ߲ : C → R,  R-cebir homomorfizmi her ܿ, ܿԢ א  için ܥ

CM1. ߲ሺݎ · ܿሻ ൌ  ߲ܿݎ

CM2. ߲ሺܿሻ · ܿᇱ ൌ ܿܿԢ 

şartlarını sağlıyor ise ল = (C,R,߲) üçlüsüne veya ߲ : C → R ye bir çaprazlanmış R-modül denir. 
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Teorem: Moore kompleksi 1 olan simplisel cebirler kategorisi, çaprazlanmış modüller kategorisine doğal 
denktir. [2] 

İspat: E0, Moore kompleksi 1 olan simplisel cebir olsun. 

C = NE1 , R = NE0 ve ߲ = ݀ଵ 

alalım. 

NE1 × NE0 → NE1 

                       (x,a) հ x·a = xs0(a) 

tanımlayalım. ߲ଶሺNE2) = Çek݀଴ Çek݀ଵ ve Moore kompleksinin boyutu 1 olduğundan Çek݀଴ Çek݀ଵ = 0 dır. 
Böylece bu ideallerin üreteçleri her x,y א NE1 için y(s0݀ଵሺݔሻ െ  .ሻ şeklindedirݔ 

CM2. ߲(x)·y  = s0߲ሺݔሻݕ 

                       = s0݀ଵሺݔሻݕ 

                                                                 = xy              (Çü݊݇ü  ߲ଶሺܰܧଶሻ ൌ  0ሻ 

olup ߲ : C → R çaprazlanmış R-modüldür. 

Tersine, ߲ : C → R çaprazlanmış R-modül olsun. R nin C üzerine etkisiyle C ڈR yarı-direkt çarpımı 
tanımlayabiliriz. 

ଵܧ ൌ ڈ ܥ  ܴ , ଴ܧ ൌ ܴ 

ve 

݀଴ሺܿ, ሻݎ ൌ  ݎ  

                ݀ଵሺܿ, ሻݎ ൌ   ݀ଵሺܿሻ ൅  ݎ

ሻݎ଴ሺݏ            ൌ ሺ0,   ሻݎ

olup 

      

1-kat simplisel cebiri elde edilir. Buradan n-kat simplisel cebiri; 

௡ࡱ               ؆ ڈ ܥ ሺ ڈ ܥ ሺ… ሺܥ ڈ ܴሻ … ሻሻ        (n tane) 

olup 

݀௡ሺܿ௡, … , ܿଵ, ሻݎ      ൌ        ሺܿ௡ିଵ, … , ܿଵ, ߲ሺܿଵሻ ൅  ሻݎ 

    ݀௜ሺܿ௡, … , ܿଵ, ሻݎ      ൌ        ሺܿ௡, … , ܿ௜ାଵ ൅ ܿ௜, … , ܿଵ,  ሻݎ

                                                         ݀଴ሺܿ௡, … , ܿଵ, ሻݎ      ൌ        ሺܿ௡ିଵ, … , ܿଵ,  ሻݎ

,௝ሺܿ௡ିଵݏ                                                         … , ܿଵ, ሻݎ    ൌ        ሺܿ௡ିଵ, … , 0, … , ܿଵ,  ሻ     ;  (0 ≤ j ≤ n-1)ݎ

şeklindedir. Böylece E simplisel cebiri elde edilir. 

 

3. GERİ ÇEKME SİMPLİSEL CEBİRLER  

߶ ׷ ܵ ՜ , ݎ ݇-cebir morfizmi yardımıyla 

࢈ࢋ࡯ :ܨ ܴ ՜ ⁄ ࢈ࢋ࡯ ܵ⁄  

funktoru oluşturulabilir. Buradan, 
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:כ߶ ࢈ࢋ࡯ሺ ࢖࢓࢏ࡿ ܴሻ⁄  ՜ ࢈ࢋ࡯ሺ ࢖࢓࢏ࡿ  ܵሻ⁄  

Funktorunun tanımlanabileceğini göstereceğiz. Bu funktora geri çekme simplisel funktoru denir. Dolayısıyla  

E א Ob (࢖࢓࢏ࡿ ሺ࢈ࢋ࡯ ܴሻሻ⁄  için  

ሻࡱሺכ߶ ൌ  Ԣࡱ 

objesine geri çekme (ko-indirgenmiş) simplisel cebir denir. 

Böylece her n א Գ için  

 

karesi bir geri çekmedir. Diğer bir deyişle  

 

dir. 

Her n א Գ için geri çekme diyagramlarını incelemeden önce Grothendieck yardımcı teoremini vereceğiz. 

 

Yardımcı Teorem (Grothendieck):  p epimorfizm, p0 ve p1 , p nin çekirdek ikilileri ve q0 ve q1 , q nin çekirdek 
ikilileri, 

 

diyagramında,  

f0 pi = qi fi        (i = 0,1) 

ve 

f p = q f0 

olsun. 
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geriçekme ise 

 

geri çekmedir. 

 

Sonuç    Geri çekme karelerin bileşkesi yine bir geri çekmedir. 

Şimdi n = 1 için geri çekmeyi inceleyelim. 

 

Diyagramı geri çekmedir.  Burada 

 

dir. Şimdi Gronthendieck Yardımcı Teoremini uygulayabilmek için 

 

diyagramının geri çekme diyagramı olduğunu göstermeliyiz. 

 

 

diyagramı verildiğinde  

 

olup  
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diyagramı bir geri çekmedir. Böylece Grothendieck Yardımcı Teoremi gereğince, 

 

diyagramı bir geri çekmedir. Demin verilmiş olan sonuç gereğince 

 

diyagramı bir geri çekmedir. 

 

Ayrıca  

ሺ݀଴ሻᇱሺ݁ଵ, ሻݏ ൌ ݏ  ൌ ሺ݀ଵሻᇱሺ݁ଵ, ሻݏ଴ሺݏ ሻ veݏ ൌ ሺ0,  ሻݏ

alınırsa 

݀ଵ
ᇱ ଴ݏ

ᇱ ሺݏሻ ൌ  ݀ଵሺ0, ሻݏ ൌ  ݏ 

݀଴
ᇱ ଴ݏ

ᇱ ሺݏሻ ൌ  ݀଴ሺ0, ሻݏ ൌ  ݏ 

simplisel eşitlikleri sağlanır. Böylece 

      

1-kat geri çekme simplisel cebir elde edilir. 

 

n = 2 için  

 

olup ܧଶ
ᇱ ൌ ଶܧ   ൈ   ܵ dir. Buradan 
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2-kat geri çekme simplisel cebir elde edeceğiz. Burada, 

'
0 2 0 2

'
1 2 1 2

'
2 2 2 2

'
0 1 0 1

'
1 1 1 1

( , ) ( ( ), )

( , ) ( ( ), )

( , ) ( ( ), )

( , ) ( ( ), )

( , ) ( ( ), )

d e s d e s

d e s d e s

d e s d e s

s e s s e s

s e s s e s











 

alınırsa, 

' ' ' '
1 0 1 1 0 1

'
1 0 1

1 0 1

1 0 1

1 1 0

( , ) ( ( , ))

( ( ), )

( ( ( )), )

( ( ), )

( , ) ( )

d s e s d s e s

d s e s

d s e s

d s e s

e s çünkü d s id









 

 

ve  

' ' ' '
0 0 1 0 0 1

'
0 0 1

0 0 1

0 0 1

1 0 0

( , ) ( ( , ))

( ( ), )

( ( ( )), )

( ( ), )

( , ) ( )

d s e s d s e s

d s e s

d s e s

d s e s

e s çünkü d s id









 

 

Simplisel eşitlikleri sağladığını göstermiş oluruz. Benzer şekilde diğer özdeşlikleri sağladığıda gösterilebilir. 
Böylece n-kat geri çekme simplisel cebir 
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şeklindedir. Burada dejenere ve yüz homomorfizmleri  

݀௜
ᇱሺ݁௡, ሻݏ ൌ ሺ݀௜ሺ݁௡ሻ, ;            ሻݏ ሺ0 ൑ ݅ ൑ ݊ሻ 

௝ݏ
ᇱሺ݁௡ିଵ, ሻݏ ൌ ൫ݏ௝ሺ݁௡ିଵሻ, ;            ൯ݏ ሺ0 ൑ ݆ ൑ ݊ െ 1ሻ 

olarak tanımlanır. 

 

Öngörü:   ল = (C,R,߲) çaprazlanmış R-modül ve ঝল = (߶כሺܥሻ, ܵ,  ሻ geri çekmesi olsun. E ve F sırasıyla ল veכ߲
ঝল lerden elde edilen simplisel cebirler ise  

F ؆ ߶כ(E) 

dir. 
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