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Oz: Bilindigi gibi klasik dogrusal regresyon modelinde agiklayici degiskenin dl¢iim
hatasi igermedigi varsayilmaktadir. Agciklayici degiskende Olglim hatasi olmasi
durumunda regresyon modeline degiskenlerde hata-modeli denilmektedir. Agiklayici
degiskende Ol¢iim hatas1 oldugu zaman, klasik dogrusal regresyon modelindeki
aciklayici degiskenin hata terimi ile iligkisiz olmasi varsayimi bozulmakta ve bunun
sonucu olarak en kiiciik kareler yontemi ile elde edilen parametre tahminleri yanli ve
tutarsiz bulunmaktadir. Bu c¢alismada, degiskenlerde -hata- modelinde parametre
tahminlerini elde etmek icin kullanilan ydntemler incelenmis ve tavuk tiiketimi
parametre tahminlerine iliskin bir uygulama yapilmistir. Yapilan uygulamada tavuk
tiketimi parametre tahminleri varyanslari belirlenerek incelenen yontemler
karsilagtirtlmisgtir.  Yontemler karsilastirilarak, uygulamadaki kolayhigr ve kiigiik
varyansli olmasi nedeniyle, agiklayici degiskenlerde hata olmasi durumunda parametre
tahmini i¢in, {i¢ grup yoOnteminin kullanilmasinin daha uygun olacagi sonucuna
varilmistir.

If Explanatory Variable Includes Error of Measurement Investigation of Regression Models
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Abstract: It's assumed that in the classical linear regression model, explanatory
variable doesn't include error of measurement. If explanatory variable includes error of
measurement then the regression model is called error-in-variables model. Where there
is measurement error in variables, the well-known assumption of classical regression
model that the disturbance term uncorrelated with the explanatory variable will not
hold. As a result of this, parameter estimation with Ordinary Least Squares will give
baised and inconsistent estimates. In this study, used for obtaining error-in-variables
model to get parameter estimations are compiled and an application is carried and on
this subject.
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi
1. Giris

Basit bir regresyon analizinde gozlemlenerek elde edilen verilerin agiklayic1 (bagimli) ve agiklanan (bagimsiz)
degiskenler olarak simiflandirilip, aciklayici degiskenlerin her birinin bagimsiz degiskene etkisi dogrusal
regresyon modeli kurularak belirlenir. Bu asamadan sonra kurulan regresyon modeli kullanilarak parametre
tahmini yapilabilir. Ol¢iimle elde edilen verilerde her zaman bir hata pay1 oldugu bilinmektedir. Ancak regresyon
analizinde tersi belirtilmedik¢e, modelde yer alan a¢iklayici degiskenlerin 6l¢iim hatasi icermedigi varsayilir.
Ancak bu varsayim her zaman gegerli olmamaktadir.

Dogrusal bir regresyon denklemindeki e hata terimi, denkleme alinmamis degiskenlerin ve Y bagimh
degiskenindeki 6l¢lim hatalarinin dogurdugu stokastik degisimi yiiklenir. Aciklayici degiskende hata oldugu
zaman, Kklasik dogrusal regresyon modelindeki agiklayici degiskenin hata ile iliskisiz olmasi varsayimi
bozulmakta ve bunun sonucu olarak en kii¢iik kareler yontemi ile elde edilen parametre tahminleri yanh ve
tutarsiz bulunmaktadir.

Bu calismada, en kiiciik kareler yontemi ile yansiz ve tutarli sonuglar veren, en-¢ok olabilirlik yontemi, gruplama
yontemleri ve ara¢ degiskenler yontemi incelenecek ve bu yontemleri kullanarak, ABD’deki kisi bas1 tavuk
tiiketimi {lizerine bir uygulama yapilacaktir. Calismanin amaci, goézlem degerlerinin parametre tahminleri
yapilirken degisken hatalarinin ihmal edilme durumunun model tizerindeki etkisini gostermektir.

1.1. Literatiir aragtirmasi

Olciim hatalarimi iceren regresyon modelleriyle 19. yiizyilin baslarindan itibaren karsilasilmaktadir. Aciklayici
degiskenlerde 6l¢iim hatalarina yonelik ¢alismalardan bazilari sunlardir:

Wald (1940) yaptig1 calismada, degiskenlerde 6l¢iim hatasi oldugu durumda, verileri temsil eden en iyi dogruyu
bularak, parametre tahminlerini elde etmistir. Bu yontem iki grup yontemi olarak adlandirilir [1].

Barlett (1949) yaptif1 calismada, Wald'in yonteminde degisiklik yaparak, verileri x aciklayic1 degiskenin
degerleri artacak sekilde siraya dizerek, verileri li¢ gruba ayirmistir. Bu yontem {i¢ grup ydntemi olarak
adlandirilir [2].

Armstrong (1965) yaptig1 ¢alismada, acgiklayici degiskenler 6l¢iim hatasina sahip ise, genellestirilmis dogrusal
modelin, parametrelerini tahmin etme problemini ele almistir [3].

Fuller (1980) yaptig1 calismada, aciklayici degiskenlerde hata olmasi durumunda, tahmin edicilerin limit
durumundaki degisimlerini arastirmistir. Olgiim hatalarinin kovaryans matrisinin bir tahmin edicisinin mevcut
oldugunu varsaymistir. Modeller, hata yapisi ile ilgili 6n bilgiye dayanarak tanimlanmistir [4].

Harman (2005), yaptif1 calismada, 6l¢iim hatali lineer olmayan modeller ve en kii¢iik kareler kestirimi 6l¢iim
hatali lineer olmayan modellerde, hata vektorii kovaryans hata matrisi ile normal dagilima sahip oldugunu kabul
ederek hata matrisinin bilindigi veya bilinmedigi durumlarda tamamen tiireve dayali en kiigiik kareler
kestirimini incelemistir [5].

ozer (2008) yaptigi calismada, rasyonel bekleyisler altinda ekonometrik modellerin etkin tahmincilerini elde
etmistir. Bu kapsamda bazi dogrusal dis1 tekniklerde kullanilan EVM methodu ile Tiirkiye ekonomisi i¢in bir
esitlikler sistemi, rasyonel enflasyon bekleyis kisit1 altinda tahmin etmistir [6].

Taninmis ve ark. (2015), yaptiklari calismada, makroekonomik ve finansal degiskenlerde gortilen belirsizliklerin
ortadan kaldirilmasi1 ve sermaye hareketlerinin bu degiskenler uzerindeki etkisinin en alt duzeye indirilmesini
amaclayan faiz koridoru uygulamasi incelenmistir. Hata duzeltme modelinde, uzun donemde birlikte hareket
eden seriler arasinda kisa donemde meydana gelen sapmalar ortadan kaldirilmistir [7].

Yavuz S. (2009), yaptif1 calismada dogrusal regresyon modellerinde otokorelasyon sorunu, otokorelasyonun

saptanmasi yontemleri incelemis ve bir dogrusal modelde otokorelasyon olmasi durumunda modelin nasil
tahmin edilecegi yontemi arastirmistir [8].
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi
2. Materyal ve Metot

Calisma kapsaminda oncelikle ABD’deki tavuk tiiketimine iliskin bagimsiz degiskenle agiklayic1 degiskenlerin
arasindaki iliskiyi gosteren bir basit regresyon modeli kurulmustur. Basit dogrusal regresyon modeli (1) ile
verilmistir.

Vi = Bo + Bix; + ey, i=12,..,n )

Basit dogrusal regresyon modelinde x; aciklayici degiskeni sabit olmak iizere, e; hata terimini, y; bagimh
degiskeni gostermektedir. Bu modelde, e; hata teriminin normal dagiliml bir rastlanti degiskeni oldugu kabul
edilerek, bu hata terimi ile ilgili olarak asagidaki ek varsayimlar yapilir:

Hata terimlerinin beklenen degeri sifirdir: E(e;) = 0’dir.

Hata terimlerinin varyansi sabittir ve 62 degerindedir: E (e;?) = ¢2’dir.

Hata terimleri birbirinden bagimsizdir: cov(ei, ej) = E(eiej) - E(el-)E(ej) = E(eiej) =0
Hata terimleri agiklayici degiskenden bagimsizdir: cov(x;, e;) = E(x;e;) = 0

B W

Regresyon analizinin temeli bu hata teriminin analizine dayanmaktadir. Bu varsayimlar altinda parametrelerin
en kiiciik kareler tahmin edicileri b, ve b, ile gosterilirse model (2)’deki gibi olacaktir.

yi =bg+bix;, i=12,..,n (2)

Yukaridaki varsayimlar altinda en kii¢iik kareler yontemi kullanilarak elde edilen tahmin ediciler, dogrusal,
minimum varyansh ve yansiz tahmin edicilerdir [9,10].

Basit dogrusal denklemlerde hesaplamalar yapilirken ¢ogu zaman aciklayici degiskenlerin hata icermedigi
varsaylir. Ancak bu varsayim c¢ogu kez inandirici olmamakla birlikte modeldeki bagimli ve aciklayic
degiskenlerin bir kismi veya tamaminin hatali 6l¢iilmesine neden olabilir. Degiskenlerde 6l¢iim hatasi olmasi
durumunda basit dogrusal regresyon modelinin dordiincii varsayimi bozulmakta yani cov(x;, e;) # 0 olmakta ve
dolayisiyla en kigiik kareler tahmin yontemi ile elde edilen parametre tahminleri yanli ve tutarsiz
bulunmaktadir.

Bu calismada, en kiiciik kareler yontemi ile yansiz ve tutarli sonuglar veren; en-¢ok olabilirlik yontemi, gruplama
yontemleri ve ara¢ degiskenler yontemi kullanarak tavuk tiiketimine iliskin parametre tahmini yapilmistir.

Regresyon modeli kurulurken degisken hatalarini dikkate alan degiskenlerde hata modelleri asagidaki gibidir:

e Bir aciklayici degisken olmasi durumu
e Ikiaciklayicl degisken ve birinin hatali olmasi durumu
o Her iki degiskenin de hatali 6l¢iildiigii durum

Calismada ele alinan veriler, agiklayici degiskenlerde 6l¢iim hatalarinin olup olmamasi varsayimlarina gore
siiflandirilmistir.  Siiflandirilan  degiskenlere tahmin yontemleri uygulanmis ve bulunan sonuglar
karsilastirilmistir. Kullanilan verilerde her iki acgiklayici degiskenin de hatali 6l¢iilmesi durumu s6z konusudur.
Bu degiskenler kullanilarak yapilan parametre tahmininde degisken hatalarinin géz éniinde bulundurulmasi
gerekmektedir. Degiskenlerde hata olmasi durumunda kullanilan tahmin yontemleri asagidaki verilmistir:

Ters en kii¢lik kareler yontemi

Gruplama yontemleri (iki grup yontemi, ii¢ grup yontemi)
Arag degiskenler yontemi

En-cok olabilirlik yontemi

2.1. Degiskenlerde hata modeli

Aciklayic1 degiskenlerde dl¢clim hatasina sahip olan istatistiksel modellere degiskenlerde hata modeli (error-in-
variables model) denilmektedir. Degiskenlerin hatali olma durumlarina gére farkli yontemler kullanilarak
hesaplanabilir.
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi

2.1.1. Bir aciklayic1 degisken olmasi durumu

Sadece bir aciklayic1 degiskende 6l¢tim hatasi olmasi durumunda basit dogrusal regresyon denkleminde x ve y
bilesenlerine u ve v 6l¢lim hatalari eklenerek elde edilen gozlemlenen degerler, X = x+uve Y = y + v ‘dir.

u ve v 6l¢lim hatalarinin asagidaki varsayimlari sagladigi kabul edilir:

e Hata terimlerinin beklenen degerleri sifirdir: E(u) = 0 ve E(v) = 0’dr.
e Hata terimlerinin varyanslar sabittir: E(u?) = o2 ve E(v?) = ¢2'dir.
e Hata terimleri ardisik bagimsizdir: E(uiui)O ve E(vivj) = 0 (i # j i¢in)'dir.
e Degiskenlerdeki 6l¢iim hatalari, degiskenlerin gercek degeri ile iliskili degildir:
cov(u,x) = cov(v,y) = cov(u,y) = cov(v,x) = 0; E(xu) = E(vy) = E(uy) = E(vx) = 0'dir.
e e hataterimi, x gercek degerinden bagimsizdir: E(ex) = 0’dir.
e iki hata terimi birbirinden bagimsizdir, cov(u,v) = 0, E(uv) = 0’dir.

Bu durumda basit bir regresyon modelinde gézlemlenen x ve y degerleri yerine konulursa, modelde bir agiklayici
degisken olmasi durumunda degiskenlerdeki hata modeli elde edilecektir.

Y-v=B+BX—-u)+e yada Y=Bo+BX+w (3)

(3) ile verilen modeldeki w ileifade edilen hata terimi asagida verilen dzellikleri saglamaktadir [11,12].

e w'nin beklenen degeri sifirdir, ¢iinkii birinci varsayim geregince;
E(w) =E(e+v—pu) =E(e) + E(v) — BE(u) = 0’dir.

e w'nin varyans sabittir, var(w) = E(w?) = 6%, = 02 + 02 + B20%’dir. Burada e, u ve v'nin varyanslar
sabit oldugu i¢in ¢%,’de sabittir.

e uveVvlerardisik bagimli olmadigindan w’ler de ardisik bagiml degildirler, yani E(wiwj) = 0’dir

(3) ile verilen degiskenlerde hata modelinin, (1) ile verilen klasik dogrusal regresyon modelinden farki, w hata

teriminin x aciklayici degiskeninden bagimsiz olmamasi yani cov(w,x) # 0 olmamasi yani modeldeki w
teriminin x aciklayici degiskeninden bagimsiz olmamasidir. Bu durum asagidaki bicimde kanitlanabilir:

cov(w,x) = E(wX) — EMmW)E(X)
cov(w,X) = E[(e + v — B,uw)X] — E(e + v — BywE(X)
cov(w,X) = E(eX) + E(vX) — B,E(uX) — [E(e) + E(v) — B;E(W]E(x)

hatalarla ilgili varsayimlardan dolayi, E(eX) = E(vX) = E(e) = E(uX) = 0 olmaktadir. Denklemde x yerine x+u
konulursa (4) ile verilen kovaryans denklemi elde edilir.

cov(w,X) = —B,0% (4)

Goriildugi gibi B; ve o2 sifir olamayacagindan cov(w,X) # 0’dir. Yani, modeldeki w hata terimi ile x agiklayici
degiskeni bagimsiz degildirler. Bu durumda en kii¢iik kareler yonteminin varsayimlarindan biri bozulmus
olmaktadir. Buna ragmen en kii¢iik kareler yontemini kullanarak parametreler tahmin edilirse yanl ve tutarsiz
oldugu gorilir.

(3) ile verilen modelde hata kareler toplami (4) ile verilmistir.

Bw? = ) (Y = By = B,X)? -

(5) ile verilen toplami en kii¢lik yapan bo ve b1 degerlerini bulmak i¢in alinan kismi tiirevler sonucu elde edilen
normal denklemler (6) ile verilmistir.
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi

n n
ZYi = nb, +blin

i—-1 i-1

n n "
inyi - bOin +blin2
i-1 i-1 i-1

(6)

Bu normal denklemlerin ¢6ziimiinde 3; parametresinin tahmini yapildiktan sonra Y; degerleri yerine konularak
ve Yi-, w; = 0 bilgisinden faydalanarak (7) ile verilen denklem elde edilmistir.

nYi, X;w;

LIS GNP Ok

b; =fB; + (7)

cov(w, X) # 0 oldugundan, Y.}' ; X; w; # 0 olacaktir. Bunun sonucunda E(b,) # B; elde edilecektir. Yani b,, 8;’in
yanl bir tahmin edicisidir. (7) ifadesi yeniden yazilirsa, b1 degeri ve olasilik limiti (plimb,) (8) ile verildigi gibi
olur.

nYy! X;w;/n
b1 — Bl + . 21 14 nl .
YL X{ — &L, X)7)/n
, (8)
. Blou
limb, = —_—
p 1m 1 BI + 0_)2( + 0_121

2 2
Bu ifade %’in pozitif ve (1 +§—;)’mn birden biiyiik olmasindan dolay1 B,’in oldugundan daha kii¢ik tahmin
edilecegini gostermektedir. Bu durumda b;’e asag1 dogru yanhdir denir, 3,'in en kii¢iik kareler tahmin edicisi b,
(9) ile verildigi gibi olur.

bo =Y—- b1X (9)

Bu ise en kiiciik kareler tahmin edicisinin ;"1 oldugundan daha biiyiik tahmin edecegini gostermektedir. Bu

2
durumda b, yukar1 dogru yanhdir denir. A = 62(1“62

yazilirsa, B, en kiiciik kareler tahmin edicisinin yani ;A

olacaktir.

(8) ifadesindeki olasilik limiti n —» oo iken b;'in B;'e yaklagmadigini yani b,'in asimptotik olarak yanli ve
dolayisiyla tutarsiz oldugunu gostermektedir.

2.1.2. iki aciklayici degisken ve birinin hatali olmasi durumu

Degiskenlerde hata olmadigi durumda gercek modelin (10)’daki gibi oldugu varsayilirsa degiskenlerde hata olmasi
durumunda xi, X2 ve y yerine gozlemlenen degerler, Y =y + v, X; = x; + uve X, = x, olur.

y=B1xs +Bxx + € (10)

Tek degiskende hata oldugu varsayildigindan X, = x, olmaktadir. Bu béliimde de u ve v’ler 6l¢ciim hatalari; x1, X2
ve y sistematik bilesenlerdir. Hem u’'nun hem de v'nin alt béliim 2.1.1°’deki varsayimlari sagladigini kabul edilir.
Bu varsayimlarla beraber regresyon modelinde x1 ve x2 gibi iki agiklayic1 degisken oldugundan, x1, x2 hata
terimleri ile ilgili degiskenlerdeki ol¢iim hatalarinin gercek degerleri ile iliskili olmadigi (cov(u,x,) =
cov (u,x,) = cov(u,y) = cov(v,x;) = cov(v,x,) = cov(v,y) = 0 ) varsayimi da yapilir. Yani E(ux,) = E(ux,) =
E(uy) = E(vx,) = E(vx,) = E(vy) = 0 demektir. Bu durumda, gézlemlenen terimlerle ifade edilen regresyon
denklemi (11) ile verildigi gibi olacaktir.

Y=Bx; +Bx, +wise w=e+v-—[u (11)
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi

Genelligi bozmadan notasyonlarda azaltma yapmak i¢in var(X,) = var(X;) = 1 ve cov(X;,X;) = p olarak alinir.
1 ve B, gercek parametrelerinin tahminleri olan b1 ve b2’yi klasik en kiiciik kareler yontemi ile bulmak istenirse
(11) ile verilen modelde uygulanmalidir. Bu durumda, normal denklemler, 6rneklem hacmine béliiniip olasilik
limiti alinir ve X1 ve X2 gozlemlenen degerleri normallestirildiginde (12) ve (13) elde edilir.

plimb; + plimb, = cov(X;,Y) (12)

plimb; + plimb, = cov(X,,Y) (13)

Bu iki esitlikteki cov(X;, Y) ve cov(X,,Y), yani X1 ile Y ve Xz ile Y arasindaki iliski (14) ile verildigi gibidir.

cov(Xy,Y) = By + B2p + cov(w, Xy) (14)
2
Burada, A = Va:& ;= 0% oldugu gbéz 6niine alinir ve bulunan cov(w,X;) ifadesi (14)'teki esitlikte yerine
1

konulursa, aralarindaki iliski (15) ve (16) ile verildigi gibi olur.

cov(Xy,Y) = By + B2p — BiA (15)

cov(X,, Y) = B1p + B, (16)

(15) ve (16) ifadeleri, (12) ve (13) esitliklerinde yerine konulursa olasilik limitleri (17) ve (18)’deki gibi olur.

. BsA A
plimb;, = f; — Topz- By (1 - 1_—pz) (17)
A
plimb, = B, + fi ;’2 (18)

(11) ile verilen modelde ¢oziimlemenin bir anlam ifade etmesi i¢in ile ilgili bazi kisitlarin yerine getirilmesi
gerekmektedir. Bu ise, var(X;)var(X,) — [cov(X;,X;)]? = 0 esitlili§inin saglanmas1 zorunlulugundan ortaya
cikmaktadir [12].

var(X;) =1 oldugundan, var(x;) =1—2A olur. Yine ayn sekilde var(X,) =var(x,) =1 vecov(X;,X;) =
cov(xXy,X,) = p ‘dir. Buradan, 1 — A — p% > 0 ya da A < 1 — p? olmalidir. Bu kosul, eger p? biiyiik ya da X ile Xz
arasinda c¢oklu baglanti (multicollinearity) varsa, bu kosula daha fazla uyulmas: gerekmektedir. Ornegin p? =
0,99 ise A > 0,01 oldugu varsayilamayabilir. Eger A = 0,01 ise bu bize x1 ve x2 arasindaki iliskinin ¢ok fazla
oldugunu gosterir. Eger, X1 ve Xz arasinda oldukc¢a yiiksek iliski var ise, degiskenlerde hata modelini
kullanamayacagimizi ve x1 'deki hata varyansinin biiyiik oldugunu gosterir [8].

(17) ve (18) deki esitlikte b, deki yan= —p (b1’deki yan) seklinde ifade edilebilir. Bu durumda. (17)’deki esitlikte
p = 0 konulursa B,’deki yan, —B;A olur. by'in sifira dogru yanh olup olmamasi A’'nin (1 — p?)’den kiigiik olup
olmamasina baghdir, bz’deki yanin yonii ise 3, p'nin isaretine baghdir.

2.1.3. Her iki degiskenin de hatal1 él¢iildiigii durum

x1 ve Xz agiklayic1 degiskenlerinin her ikisinin de hatali 6l¢iildiigi durumdur. (3, ve 3, parametrelerindeki yan ile,
degiskenlerde 6l¢ciim hatasi olmasi durumunda parametre tahminlerinin nasil degistigi arastirilir. Modelin (10)
ile verilen esitlik oldugu varsayilirsa, x1 ve x2 aciklayici degiskenlerinin her ikisi de hatali 6l¢iildiigiinden, u1 ve uz
gibi iki hata teriminin aciklayici degiskenlere ilave edilmesi gerekmektedir. Bu durumda gdzlemlenen
degiskenler;

Y=y+v, X; =x; +uy,X; =X, + u, olacaktir.

Bu béliimde de uj, uz ve v 6l¢lim hatalari, X1, x2 ve y sistematik bilesenlerdir. ui, uz ve v'nin alt b6lim 2.1.1’deki
klasik varsayimlari saglandigi kabul edilir. Modele u1 ve uz gibi iki hata terimi eklendiginden, bu hata terimleri ile
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Agiklayic1 Degiskenlerde Hata Olmasi Durumunda Regresyon Modellerinin incelenmesi

ilgili ilave bir varsayim yapilmasi gerekmektedir. Bu varsayim, ui, uz ve v’'nin agiklayici degiskenler olan x1 ve
x2’den  bagimsiz  oldugudur. Yani, cov(uy,x;) = cov(uy,X,) = cov(uy, X;) = cov(uy, X,) = cov(V,X,) =
cov(v,x,) = cov(uy,y) = cov(u,,y) = cov(v,y) = 0’dir,Yani E(u;x;) = E(u;x,) = E(uyx;) = E(uyx,) = E(vx,) =
E(vx;) = E(u;y) = E(uyy) = E(vy) = 0’dir. Bu durumda, gozlemlenen terimlerle tahmin edilen regresyon
modelinin (19) ile verildigi gibi olacaktir.

Y=B1x; +Byx, +wise w=e+v—pu_B,X, (19)

Notasyonlarda azaltma yapmak icin var(X;) =1, var(X;) =1 ve cov(X;,X;) = p olacak bigimde X1 ve Xz
gozlemlenen degiskenleri normallestirilir. 3; ve B, gercek parametrelerinin tahmini olan b1 ve b?’yi klasik en
kiiciik kareler yontemi ile bulmak istenirse (19) ile verilen modelde uygulanmalidir. Bu durumda, normal
denklemler, o6rneklem hacmine boliinlip olasiik limiti alimir ve Xi: ve Xz go6zlemlenen degerleri
normallestirildiginde (20) ve (21) elde edilir.

plimb; + plimb, = cov(X;,Y) (20)

pplimb; + plimb, = cov(X,,Y) (21)

Bu esitliklerde de Xi ile Y ve Xz ile Y arasindaki iliski bilinmemektedir. Her iki degiskende hata olmasi
durumunda da bu iligkilerin nasil oldugu asagida esitlikler ile arastirilarak verilmistir. Buradaki kovaryans
islemleri alt boliim 2.2.2’deki kovaryans islemleri ile aynidir. Ancak her iki degiskende hata olmasi durumunda
bulunan sonug, tek degiskende hata olmasi durumunda bulunan sonuctan farkli olacaktir. X1 ile Y arasindaki
iligki (22) ile gdsterilmistir.

cov(X,,Y) = By + B, + cov(w, X;) (22)

X1 ile Y arasindaki iliskiyi bulmamiz icin, w ile X1 arasindaki iliskiyi bulmamiz gerekmektedir. Bunun i¢in
cov(w, X;) terimi hata varsayimlari degerlendirilerek ve X1 yerine x1+u1 yazilarak (23)’teki esitlik elde edilir.

cov(Xy,Y) = By + B2p—PB1Ms (23)

X2z aciklayic degiskeni ile Y bagiml degiskeni arasindaki iliskiyi bulmak i¢in izlenen yol, cov(X;, Y)'yi bulmak i¢in
izledigimiz yol ile aynidir. Xz ile Y arasindaki iliski (24)’teki gibidir.

cov(Xy,Y) = Bip + B2 — B2A; (24)

(23) ve (24) esitliklerini (20) ve (21) esitliklerin de yerine konulursa olasilik limitleri (25) ve (26) ile gosterildigi
gibidir.

BiAr — pB2A;

plimb; = ; — 1= o2 (25)
X — pBiA
plimb, = B, — P22~ PPk 2 251 d (26)

Bu iki esitlikte A, = 0 konursa, (25) ve (26)’'daki esitlikleri elde ederiz. Her iki degiskende de hata olmasi
durumunda model analizinin anlamli olmasi i¢in (1 — 4;)(1 — ;) — p? = 0 kosulu saglanmalidir [12].

2.2. Degiskenlerde hata oldugunda tahmin yontemleri

Aciklayic1 degiskenlerde hata oldugu durumda parametreleri tahmin etmek icin gelistirilecek yontemler, bu
hatalarin neden oldugu degisimleri de dikkate almak zorundadir. Bu soruna klasik yaklasimlar en kii¢iik kareler
ve en ¢ok olabilirlik yontemleridir. Her iki yonteminde ortak yani, bu degisimler hakkinda ek 6n bilgi olmadikca
tutarli sonuglar vermemeleridir. Bu klasik yontemlerin disinda 6n bilgi gerektirmeyen cesitli tahmin yontemleri
gelistirilmistir.
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2.2.1. Ters en kii¢iik kareler yontemi

Bu yontem bagimh degiskenlerde degil, yalmz aciklayici degiskende hata oldugu zaman uygulanabilir. y’nin
0l¢lim hatasi icermedigi varsayilir. y ve x arasindaki iliski (27)'de gosterildigi gibi oldugu varsayilirsa, =y, X =
X + u oldugu goz 6niine alinirsa yukaridaki iliski Y = 8y + B1(X — u) olacaktir. X agiklayici degiskeni icin model
yeniden yazilirsa (28) ile verilen esitlik elde edilecektir.

y = PBo+Pix (27)
— _Bo 1
X= B1+B1Y+u (28)
oy = —ﬁ—o ve o = Bi yazilirsa, (28) ifadesi, X = oy + ;Y + u olacaktir. Bu iliskiye en kii¢iik kareler yontemi
1 1

uygulanirsa, Y ve u bagimsiz olduklarindan, a ve a;’in yansiz tahminleri @, ve @, (29)’daki gibi elde edilir:

S _SXROY) & v AT
6=y G =X wY (29)
Bu tahmin ediciler, &, = — E—O, o, = Bi esitliklerinde yerlerine konulursa, 3, ve $; katsayilarinin yanl ama tutarl
1 1
tahminleri bo ve b1 (30) ile ifade edildigi gibi olur.
—lp =_%
by = b =—7 (30)

Gorildugi gibi by, @;’in tersidir. Bu nedenle bu yonteme ters en kiiciik kareler denilmektedir [11].
2.2.2. Gruplama yéntemleri
2.2.2.1. iki grup yontemi

Aciklayic1 degiskenlerde hata modelinde parametrelerin tahmini i¢in gruplama yontemi ilk kez Wald tarafindan
1940 yilinda verilmistir. Degiskenlerde hata modeli (31) ile verilmistir.

Vi = Bo + Bixy (31)
Burada X; = x; + u;, Y; = y; + v;'dir. Hata tahminleri olan u; ve vi i¢in asagidaki varsayimlar yapilmistir.

® Uy, Uz,..,Un hata terimleri aynmi1 dagiliml iliskisiz rastlanti degiskenleridir. u'nun ortalamasz sifir, varyansi
o2'dir.

e Vi, V2,..,vn hata terimler ayni dagilimh iliskisiz rastlanti degiskenleridir. v'nin ortalamasi sifir, varyansi
o2'dir.

e u1 ve vi rastlanti degiskenleri iliskisizdir. Bu varsayimlar altinda E(X;) = x;, E(Y;) = y;’dir. Wald 6nce n
gozlemli bir 6rneklem se¢ip gozlemleri iki gruba ayirmistir. Bunun icin islemlerde kolaylik olmasi igin
gozlem sayisinin ¢ift oldugunu varsayilmistir (n=2m).

Gozlemlenen X degerlerini kiiciikten biliyiige siralayarak, Xq,X,, ..., X, Xm41, -, Xn  Sirali diziyi elde etmis ve
bunlara karsilik gelen Y degerlerini, Y3, Ys, ..., Y, Ym41, - Yo dizisi ile gdstermistir. Wald,

a;
m
_ (Y1+Yo b, Y ) =Yg 1ot Yn)

az
m
ifadelerini kullanarak (32) ile verilen varsayimi ileri siirmiistiir.

liminf,,_, é Lix— ézi"zmﬂ x| >0 (32)

Varsayimi altinda, ;’in tutarli bir tahmin edicisi b; = :—2 ifadesini 6nermistir. Wald, b1’in, ;’in tutarli bir tahmin
1

edicisi oldugunu yani varsayimlar 1s18inda n — oo iken b1’in stokastik olarak (3;’e yaklastigini asagidaki bigimde

gostermistir: a1’in beklenen degeri a; ile a,'nin beklenen degeri a, ile gosterilirse a; ve a, (33)’teki gibi olur
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_ (Ka+Xo+H¥Xm) =K1+, Xn)
1= m

8]

ise a, = B3, ya daZ—j =B, (33)

— Mat+Yot, 4 Ym)~(Ym+1+,+Yn)
m

a

— 403 — . 40%, .. . .
(a; —a,)'in varyans1 — ve (a, — a,)'nin varyansi —dir. Bu durumda n — o iken a1 ve az stokastik olarak
n n

sirasiyla a; ve a,’ye yakinsar. Bu sonug¢ ve (2.26)’'daki varsayimdan, :—2 orani da stokastik olarak 2—2 =B,’e
1 1

yakinsar. Bu da ;—Z’nin :—Z'in tutarh bir tahmini oldugunu gésterir. B,'in tahmini b, = Y — b, X'dir.
1 1

Burada X = &1zt tXn) ¢ (Y1+Y2:"‘+Y“) dir. Y stokastik olarak y'ye, X, X'e ve by, B, e ve by, stokastik olarak y —

n
1X’e yakinsar. Yani, 3, =y — ;X dir. Bu durumda bo stokastik olarak 3,’a yakinsar [1]. Ayrica Wald, érneklem
momentlerinden hareketle, hata varyanslar icin, (34) ile verilen tahmin edicilerini ve B, ile B, i¢cin giiven
araliklarini elde etmistir [1].

E(Sy), n
b, ]n -1
63 - [E(SJ%) - blE(Sxy)] ﬁ

60 — [E(SD) —

(34)

(32)’de verilen varsayim normal dagilima sahip degiskenler i¢cin gecerli degildir. Normal dagilim sonsuz genislige
sahip oldugundan, gruplama yontemi bu degiskenler i¢in kullanilamaz [13,14].

Wald tarafindan onerilen tahmin edici, ifadesinin pay ve paydasi m ile béliiniirse, biciminde yazabiliriz. Bu ise,
b:'i bulmak igin kullanilan iki grup yonteminin, koordinatlar1 gézlemlerin iki alt kiimesinin aritmetik
ortalamalari olan (X;,Y;) ve (X,,Y,) noktalarindan gecen dogrunun egimini bulmaktan baska bir sey olmadigin
gostermektedir. Sekil 2.1’de dogrunun egiminin (35) ile verildigi gibi oldugu goriilmektedir [11,14].

b, = 2 (35)

Sekil 1. (X, Y,) ve (X,,Y,) noktalarindan gecen dogru

iki grup yéntemi ile elde edilen parametre tahmininin varyansi,

252
(X2-X1)?

V(b1) =

dir (Leser, 1966). Burada,

_ SE+Pp3SE-2PB1Sxy

5* n-2
ve

S§ =22y — V1) + Zlmer (Vi — §2)°

St = 21 (% — X% + Xl (X — Xp)?

Sxy = Zit1(xi = X)(¥i = V1) + 2iZms1(Xi — X)) (Vi — V2)
dir.
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iki grup yontemi tutarh tahminler vermektedir. Ancak bu tahminlerin varyanslari, en kiiciik varyanslar
olmadigindan bu tahminler de en iyi tahminler degildir. Boylece iki grup yontemini benimsemekle asimptotik
yansizlik 6zelligine, en kii¢ilik varyans 6zelligine oranla daha biiytik bir agirlik verilmis olmaktadir [11].

2.2.2.2. Ug grup yoéntemi

Bartlett tarafindan 1949 yilinda gelistirilen bu yontem ile bulunan parametre tahminleri yansiz ve tutarl
olmaktadir. Bartlett iki grup yerine ii¢ grup kullandiginda gruplandirma yonteminin etkinliginin artacagim
gostermistir. Bu yontem de iki grup yontemi gibi alt 6rneklemlerin ortalamalarindan gegen bir dogrunun egimini
bulma diisiincesine dayanmaktadir. Bu yéontemde, X = x+uY =y + v ve uve v hatalar1 bagimsiz olmak iizere,

Y = Bo + B1Xi + &, i=12,..,n
iliskisinin parametrelerini tahmin etmek i¢in asagidaki yol izlenmektedir:

1. (X, Y1), X3, Y5), .., (X, Yy) gozlemleri X'in artan degerlerine gore siraya dizilip ti¢ gruba ayrilir. G6zlem
sayisl Ui¢ ile tam olarak béliinmiiyorsa, her grup i¢in esit sayida gézlem alinip, diger gozlemler 6rneklem
disinda birakilir. Ortadaki grup ¢oziimlemeye alinmaz. Bartlett, gruplardaki gézlem sayilar esit oldugu
zaman, b1'in 6rneklem varyansinin minimum olacagini goéstermistir.

2. Birinci grup ile ti¢iincii grup i¢in aritmetik ortalamalar hesaplanir. Aritmetik ortalamalar birinci grup
icin (X;,Y;), iiciincii grup icin (X3, Y;) ile gosterilerek, asagidaki bicimde elde edilir:

T _ oy /3Xi G _ av'/3Yi
Xy = 32:i=1: Yy = 321:1;
T n Xi T o n Yi
X3 = 32“1=2—“+1: Ys = 32:1—2“+1;

b, = Bl (36)

Ug grup yéntemi ile bulunan parametre tahminleri yansiz ve tutarhdir [2,11]. Ug grup yéntemi ile elde edilen

2
parametre tahmininin varyansi, Varyans(b,) = n(),(6;X)2'd1r [15].
3741
Burada
Sz — S§7+B%S)2(_2615xy
n-3
ve
$2= 5,301~ F0 4 0 (5~ 920 + Elan, (55— §)?
y i=1\WV'1 1 i=%+1 i 2 i:?n+1 i 3
$2 = T30 — K0P+ 0 (%= %) + X an, (% — %2
X =1\ 1 i:§+1 i 2 i=?n+1 i 3
dir.

b1 tahmini Sekil 2’de goriildiigii gibi koordinatlari birinci ve tigiincii grubun aritmetik ortalamalari olan (X;,Y;)
ve (X3, Y3) noktalarindan gegen dogrunun egimidir.

z ja

Sekil 2. (X;,Y;) ve (X3, Y;) noktalarindan gecen dogru
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2.2.3. Arag degiskenler yontemi

Bu ydntem Reiersol ve Geary tarafindan gelistirilmistir. A¢iklayici degiskenlerde hata olmasi durumunda
kullanilan yontemlerden biri olan bu ydntem, hatali 6l¢iildiigli varsayilan degisken yerine, ayni 6zellige sahip
baska bir degiskenin kullanilmasi esasina dayanmaktadir. Bu yeni degiskene ara¢ degiskeni denilmektedir.
Ornegin tereyaginin kalitesi ile tereyaginin fiyat1 arasindaki dogrusal iliski ile ilgileniliyorsa, ara¢ degiskenler,
margarinin kalitesi veya margarinin fiyat1 ya da ikisi de olabilir. Y = 3, + ;X + w, w = v — 3;u modelinde X ile
w baglantiliyken basit en kiigiik karelerin tahminleri ), Xw toplaminin sifirdan farkli olmasi yiiziinden yanh ve
tutarsiz olmaktadir. Ara¢ degiskenlerinin gerisinde yatan diisiince, X ile yiiksek derece de iliskili ancak, u ve v
hata terimleri ile iliskisiz baska bir Z degiskeni bulup, tutarli tahminler elde etmektir. Kisaca ara¢ degiskenleri
asagidaki ozellikleri saglamaktadir

Arag degiskenleri arasinda tam ¢oklu dogrusal bagimlilik olmamalidir.

Arag degiskenleri, hata terimi ile iliskili olmamalidir.

En kii¢lik karelerin temel varsayimlarini saglamalidir.

Olgiim hatasi iceren degisken ile bu degisken yerine modele alinacak ara¢ degiskeni arasinda kuvvetli
bir iligki olmalidir.

Yukaridaki model ortalamadan ayrilislar ile ifade edilirse, y = B;x + wolmaktadir. Burada y =Y -Y, x =X —
X'dir. Bu modelde normal denklem, x ile ¢arpilip, tiim gézlemler iizerinden toplam alinarak bulunur. Normal
denklem (37)’deki gibidir.

Lxy =B Xx* + Xxw (37)

Bu denklemde x ve w’ler baglantisizsa, E(Y xw) = ) E(xw) = 0 oldugundan normal denklemlerdeki ) xw terimi
ihmal edilebilir ve B, tahmini bulunabilir. x ile w iligkili ise Y;(xw) # 0 olacagindan normal denklemler islemez
hale gelir. Fonksiyonu x ile carpmak yerine w ile baglantisiz z degisken bulup da ilk fonksiyonu z ile ¢arparsak,
Y.zy = B1 X zx + Y. zw bulunur. z ile w iliskisiz olduklarindan ), wz ihmal edilebilir. Bu durumda {;’in tahmini
(38)’deki gibi elde edilir [11].

Xziy

Arag degiskenleri yontemi tutarli tahminler verir. Tutarlilik s6yle gosterilebilir:

Degiskenlerde ol¢iim hatasi oldugu durumda regresyon modeli, y; = f;x; + w oldugu varsayilirsa, (38)
esitliginde yerine koyulup limit alinirsa (39) esitligi elde edilir.

plimb; = B; + pllm["z‘ilx"z_‘] =B, + cov(z,w)

i=1 4141

=Bs (38)

cov(z,x)
Burada cov(z,w) = 0 ve cov(z x) # 0’dir. znin w ile iliskisiz, x ile iligkili olmasini istenmemesinin nedeni,
cov(z,w) = 0 ve cov(z,x) # 0 olmasinin istenmemesidir. Eger ara¢ degiskeni ile agiklayici degisken arasinda

yliksek bir iliski mevcut ise, ara¢ degiskenine iyi bir ara¢ degiskeni denir [12].

bo ve b1 parametrelerinin asimptotik varyanslari (39) ve (40)’da verildigi gibi elde edilmistir:

var(b,) — 92 [— Xz‘ixlz‘)] (39)
var(b,) — 92 [217“)] (40)

Burada 62, hata varyansinin tahminidir [7]. iki agiklayici degisken oldugu zaman regresyon modeli;

Y = B, X, + B,X, olursa, X1 ve Xz aciklayic1 degiskenlerinde 6l¢iim hatas1 oldugu varsayildigindan, 6l¢iim hatasi
olmayan Z1 ve Z; arag degiskenleri modele alinir. X1 agiklayici degisken yerine Z1 ve Xz agiklayic1 degisken yerine
Zz arag degiskeni alinip, en kiiciik kareler yontemi uygulanirsa, b, ve b, (41) ve (42) ile belirtildigi gibi olur.

b — (Z?:l ZlY)(Z?=1 ZZXZ)_(Z?=1 ZZY)(Z?=1 Z1X2) (41)
! (ZL, z1x1) (TP 22%2)— (B ; 22%1) (BfL 4 21X2)
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b, = (2{1:1 ZZY)(ZP:1 lel)_(Z{]:1 ZlY)(Zin:1 Z3X1)
2 (ZL, z1x1) (B, 22%2)— (Vi 1 22%1) (BL; 21X2)

(42)

Burada x1, X2, y, Z1, ve Z2 ortalamalardan sapmalar yoluyla bulunan degerlerdir. b, = Y — b;X; — b, X, olarak elde
edilir. Bu tahminlerin varyanslari ise (43) ve (44)’teki gibi bulunur.

S B, 7ox0) +BL 5L 21%2) 2 5L, 20%0 TIL, 2o%0 B0 71%s
var(b,) = 92 &i=171\&i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 43
( 1) w [(ZR, z1x1) (TR, Z2%2) - (L, Z2x1) (BIL , 21%1)]? (43)

s Z2ch 22X1)2+2p: Z3 (T Z1X1)2—22!1: 21X DL ZoX1 TiL 21X
VaI'b 26211111 i=142\4j=1 i=1 i=1 i=1 44
(b2) = 0w (B 21%1) (ZI 22%2) —(BIL 22%0) (DI 21%2))2 (44)

Burada 62, = W'dlr [7,10].

Arag degiskenlerin kullanilmasinda bazi giigliikler vardir. Her seyden 6nce w'den bagimsiz, x ile iligkili ara¢
degiskeni bulmakta giicliik vardur. ikinci giicliik secilen ara¢ degiskenin gelisigiizel yapisinin olmasi ve bu arag
degiskenine gore elde edilen tahminin ¢ok biiyiik bir varyasyona sahip olma olasihiginin olmasidir. Ugiinciisii
ara¢ degiskeninin digerlerinden ve 6l¢lim hatalarinin tiimiinden bagimsiz oldugu varsayiminin
arastirilmasindaki gtgliktiir [14].

2.2.4. En ¢ok olabilirlik yéntemi

x ve y arasindaki fonksiyonel iliski, y; = Bo + B1X; ve xi ile yi gercek degerleri yerine gozlemledigimiz degerler
X; = x; + u;, Y; = y; + v; olsun. ui ve vi hata terimlerinin ortalamalarinin sifir, varyanslarinin sirasiyla o2 ve o2
olan bagimsiz normal dagilima sahip rastlanti degiskenleri oldugunu varsayalim. n gozlemli bir érneklemde
gozlenen degerler cifti (X;,Y;), X3, Y2), ..., Xy, Yy) olsun. Burada xi degerleri rastgele olmadiklarindan her
gozlem tahmin edilecek bir xi getirmektedir. n gozlem olduguna gére, x;,X;,..,X, ve By, By, 02 ve o2
parametrelerinin en-¢cok olabilirlik tahmin edicilerini bulmak icin asagidaki yol izlenmektedir: Olabilirlik
fonksiyonu, (45) ile verilmistir.

1 viz uiz
L = f(vq, Vg, oo, Vi, Ug, Uy, v, Up) = exp[— 52(6—‘2’ + E)] (45)

(oyoy2m"

ui ve vi degerleri ile yi yerine B, + B;X; konulursa olabilirlik fonksiyonunu kendisi yerine logaritmasin
maksimizasyonu daha kolay oldugundan, olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinarak (46) elde edilir.

n n 1 MY — Bo — Bix; X —Xp)?
lOgL — _ElogO"Z/ _ Elogﬁﬁ _ nlog21‘r _ E [21_1( i BO Bl 1) + 21—1( 12 1) ]

(46)
o5 oy

Burada n+4 tane bilinmeyen parametre bulunmaktadir. Bunlar x;,X,, ..., X, Bo, B1, 02 ve o2’dir. Bilinmeyen bu
parametrelere gore kismi tlirev alinip sifira esitlenerek, hata terimlerinin varyanslarinin en-cok olabilirlik
tahmin edicileri (47) ve (48) ile verildigi gibi elde edilir.

1 5

of = -2t (Yi — by — b X)? =0 (47)
1 -

of =~ XiL (X — X))’ (48)

~2
~ ~ (e}

Buradan 62b? = 62 ve b7 = = bulunur.
Oy

ilk kez 1947'de Lindley tarafindan ortaya cikarilmis olan ve érnek hacmine bagli olmaksizin tahmin ediciler
arasinda kesin bir iliski veren bu orana gore ve en c¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin tutarli oldugundan

=2
hareketle biiyiik érneklemler igin, B2 = % yazilacak demektir [12]. Bu sonug¢ hata varyanslar1 hakkinda bu 6n

bilgi olmadik¢a ya da bir varsayim koyulmadik¢a en c¢ok olabilirlik yontemi ile bir sonuca ulasabilmenin
olanaksiz oldugunu gostermektedir. Mevcut kuramda varyanslarin oranlarinin regresyon katsayisinin karesine

~2
esit oldugunu varsaymak yerine uygun bir sabite esit oldugu varsayilmaktadir (L = %). Arastiric1 L 'nin gercek

degerini hi¢cbir zaman bilmeyebilir. Deneyimli bir arastirici, ¢ok giiclii olarak, Y 'deki 6l¢iim hatalarinin
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varyansinin biiytkliik olarak X' deki 6l¢iim hatalarinin varyansi ile ayni oldugunu hissedebilir. Eger boyle ise L =
1 olarak alinabilir. Ya da arastiric1 6nceki teori ya da denemeden L 'nin iyi bir tahminine sahip olabilir [9].

~2
L’nin bilindigi varsayimi altinda L = % esitlifinden 6% = L62 yazabiliriz. Bu ifadeyi (38)’de yerine konulursa en

¢ok olabilirlik denkleminin logaritmasi (49)’daki gibi bulunur.

n B — 2 n X
[21=1(Y1 820 B1xi) +Zl=1(X21 Xl)] (49)

oy ou

logL = — glogcﬁ - gloch‘Z, — nlog2m —%

Bilinmeyen parametreler, X;, X5, ..., X, Bo, B1, ve 02’dir. Gerekli denklemler hesaplanarak islemler yapildiginda
by, &; ve b; degerleri (50), (51) ve (52)’deki gibi elde edilir.

. _ Xj+LbyY; —bib,
A Y (51)
_ ILi(Yi-bo)%i
b1 =" G2 (52)
(50) ve (51)’deki esitlikleri, (52)’de yerine konulursa (53) ile verilen esitlik elde edilir.
bIE(Yi - N —X] + b [EX - X)? - Z(Vi -] - LV -NE -X) =0 (53)
Bu denklemin ¢6ziimiinden, b1’in kokleri ve T degeri (54) ve (55)’te verildigi gibidir.
by = TF [T? +]"2 (54)
_2_1 L_X)\2
T = 20D/ )i%) (55)
22(i-NEXi—X)
~2
L= ;—g'nin bilindigi varsayimi altinda 62 ise (56) ile verildigi gibi bulunur.
~ 1 < - -
67 = — [ZiL(Yi = = by ZL (Vi - N(Xi — X)] (56)

3. Bulgular

Calismada Birlesik Devletler'de kisi basina tavuk tiiketimi ile ilgili veriler kullanilmistir [15]. Tavuk tiiketiminin,
tavugun reel perakende fiyatin ve sigir etinin reel perakende fiyatinin dogrusal bir fonksiyonu oldugu
varsayilmistir. Uygulamada dnce x1 agiklayici degiskeninde 6l¢iim hatasi oldugu varsayimi altinda, iki grup, ti¢
grup, ara¢ degiskenleri ve en c¢ok olabilirlik yontemleri uygulanmistir. Daha sonra x1 ve x2 ag¢iklayici
degiskenlerinde 6l¢iim hatasi oldugu varsayimi altinda, ara¢ degiskenleri yontemi ve en kiiciik kareler yontemi
verilere uygulanmistir. Ara¢ degiskenleri yonteminde, 6lciim hatasi oldugu varsayilan xi1 ve x2 aciklayici
degiskenleri yerine, 6l¢iim hatasi icermedigi varsayilan xs ve x4 agiklayici degiskenleri, ara¢ degiskenler olarak
modele alinip, parametre tahminleri yapilmistir. En kiigiik kareler yonteminde ise, hata varyans oranin bilindigi
varsayimi altinda, parametre tahminlerinin alt ve {ist sinirlar1 bulunmustur.

Uygulamada kullanilan kisi basi tavuk tiiketim verileri ve bu verilere iliskin agiklayic1 degisken (Y) ve bagimsiz
degiskenler (x1, X2, x3, x4) Tablo 1'de verilmistir [17].

Tablo 1. Bilesik Devletler’de tavuk tiiketimi ile ilgili veriler

Y X1 X2 X3 X4
27,8 42,2 78,3 65,8 50,7
29,9 38,1 79,2 66,9 52,0
29,8 40,3 79,2 67,8 54,0
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30,8 39,5 79,2 69,6 55,3
31,2 37,3 77,4 68,7 54,7
33,3 38,1 80,2 73,6 63,7
35,6 39,3 80,4 76,3 69,8
36,4 37,8 83,9 77,2 65,9
36,7 38,4 85,5 78,1 64,5
38,4 40,1 93,7 84,7 70,0
40,4 38,6 106,1 93,3 73,2
40,3 39,8 104,8 89,7 67,8
41,8 39,7 114,0 100,7 79,1
40,4 52,1 124,1 113,5 95,4
40,7 48,9 127,6 115,3 94,2
40,1 58,3 142,9 136,7 123,5
42,7 57,9 143,6 139,2 129,9
44,1 56,5 139,2 132,0 117,6
46,7 63,7 165,5 132,1 130,9
50,6 61,6 203,3 154,4 129,8
50,1 58,9 219,6 1749 128,0
51,7 66,4 221,6 180,8 141,0
52,9 70,4 232,6 189,4 168,2

Tablo 1'de yer alan degiskenler ve anlamlar1 asagidaki gibidir:

Y = Kisi basina tavuk tiiketimi (libre olarak, 1 libre = 0,448 kg)
x1 = Tavugun reel perakende fiyati (sent/libre olarak)

x2 = S181r etinin reel perakende fiyat1 (sent olarak)

x3 = Koyun etinin reel perakende fiyati (sent olarak)

x4 = Domuz etinin reel perakende fiyati (sent olarak)

3.1. ki grup yéonteminin uygulanmasi

Gozlemler x1 agiklayic1 degiskenin degerleri artacak sekilde siraya dizilir. G6zlem sayisi tek oldugundan, ortadaki
gozlem hesaplama disinda birakilarak iki gruba ayrilir. Diisiik degerli grup icin (1. grup) X; = 38,8, yiiksek
degerli grup icin (2. grup) X, = 57,9 ve bu gruplara karsilik gelen Y; ve Y, degerleri sirasiyla Y; = 35,9, Y, = 44,3
olarak elde edilir. Bu degerler ile 3; parametresinin tahmini,

Y,V
b, = 2"
X=X
formiliinden
44,3-35,9
b]_ = = 0,4‘4‘0
57,9-38,8

ve
var(b,;) = 0,0912

olarak elde edilir. Sabit terim bo ise,

bo = Y - bl)?
formiiliinden,

b, = 40,1 — 0,44 x 48,4 = 18,804

olarak bulunur. Burada Y ve X, 22 gozleme ait ortalamalardr.
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3.2. Ug grup yonteminin uygulanmasi

Bu yéntemde, ki grup yéntemi gibi, gézlemleri x1 aciklayici degiskenin degerleri artacak sekilde siraya dizilir.
Gozlem sayisi li¢ ile tam ortadaki iki gézlem Orneklemden c¢ikarilir. Bu islemden sonra goézlemler ii¢ gruba
ayrilarak, ortadaki grup c¢éziimlemeye alinmaz. Diisiikk degerli grup icin X; = 38,2, yiiksek degerli grup icin

X5 = 62,5 ve bunlara karsilik gelen Y; ve Y; sirasiyla Y; = 34,8 ve Y; = 47,8 olarak elde edilir. Bu degerler ile
parametre tahmini,

_ -7
LT X-x
formiuliinden,
47,8—34,8
b, = = 0,535
62,5-38,2

ve
var(b,) = 0,00786

olarak elde edilir. Sabit terim bo ise,

bo = Y - le
formiiliinden,

by = 40,2 — 0,535 X 48,7 = 14,145

bulunur. Burada Y ve X;, 21 gdzleme ait ortalamalardur.

3.3. Arag¢ degiskenleri yonteminin uygulanmasi

Bu uygulamada once x1 agiklayic1 degiskeninde, sonra x1 ve x2 agiklayici degiskenlerinin her ikisinde de 6l¢giim
hatasi oldugu varsayimi altinda ¢oéziimlemeler yapilacaktir. x1 agiklayici degiskeninde o6l¢lim hatasi oldugu
modelimiz,

Y =By + b1 X1

olsun, bu model de ara¢ degiskenleri yontemi su sekilde uygulanir. x1 aciklayic1 degiskeninde 6l¢ciim hatasi
oldugu varsayimi altinda, dl¢iim hatasi icermeyen ve x1 ile arasinda yiiksek bir iligkiye sahip oldugu goriilen x3
aciklayici degiskenini alalim ve bu x3 degiskenini z ile gosterelim.

(35) ile verilen,

_Xzy
b1 T Xzx
formiiliinden,
= 60539 _ 0,6582
9179,6

olarak bulunur. Sabit terim bo ise,

bo =¥ — b, X,
formiiliinden,
b, = 8,0786

olarak elde edilir.

Parametrelerin varyans tahminleri ise (39) ve (40) esitliklerinden,
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V(b,) = 1,144781
V(b,) = 0,007459

olarak elde edilir. Burada 62 = 18,09523’dir. x1 ve xz aciklayic1 degiskenlerinde 6l¢iim hatasi olmasi durumunda
ise arag¢ degiskenleri yontemi su sekilde uygulanir: x1 agiklayic1 degiskeni tavugun reel perakende fiyatini , x2
aciklayici degiskeni ise sigir etinin reel perakende gostermektedir. Modele 6l¢iim hatasi icermedigi varsayilan ve
aciklayic1 degiskenlerle aralarinda kuvvetli iligkileri olan xs ve x4 degiskenlerini sirasiyla x1 ve x2 aciklayici
degiskenlerinin, ara¢c degiskenleri olarak modele alalim ve bunlar1 sirasiyla z1 ve z2 olarak gosterilsin (41) ve
(42) ile verilen esitliklerden parametrelerin tahminlersi,

b, = 19,20776
b, = 0,15678
b, = 0,10397

olarak bulunur. Parametre tahminlerinin varyanslari ise, (43) ve (44) esitliklerinden,

V(b,) = 0,038824
V(b,) = 0,063979

elde edilir.

3.4. En kiiciik kareler yénteminin uygulanmasi

Tek aciklayici ve her iki agiklayic1 degiskende 6l¢iim hatasi oldugu durumda, parametre tahminlerini elde etmek
ici n siraswyla, Y = Bo+p,X; + w ve Y = 3;X;+B,X, + w modellerine en kii¢iik kareler yéntemi uygulanarak
parametre tahminleri elde edilmistir. Bu yontemlerde parametre tahminleri (25) ve (26) ile verilen formiiller
kullanilarak bulunmustur. « Y = ,+p,X; + w'nin parametre tahmininin sinirlar1 Ek A'da ve Y = 3, X;+8,X; +
w’'nin parametre tahminlerinin sinirlar1 ise Ek B'de verilmistir. x1 agiklayici degiskenindeki hata varyansi
oraninin xz agiklayici degiskenindeki hata varyansi oranindan daha biiyiik oldugu varsayilmistir.

Y = By+pB1X; + w'nin parametre tahmininin sinirlari;
0,208 < b; < 0,522
Y = B;X;+B,X, + w'nin parametre tahminlerinin sinirlari;

—0,635 < b; < —-0,161
0,185 < b, < 0,643

olarak bulunmustur.

3.5. En ¢cok olabilirlik yénteminin uygulanmasi
Y = Bo+B:1Xy

modeli alinmis ve bu modelin parametre tahminleri (53)'te verilmisti. Burada L hata varyanslar1 oranini
gostermek iizere ve L'nin bilindigi varsayimi altinda, L'ye 0,01, 0,02 ve 0,03 oranlarim1 vererek parametre
tahminleri ve varyanslar1 Tablo 2’deki gibi elde edilmistir:

Tablo 2. Parametre tahminleri ve varyanslar
L=0,01 L=0,02 L=0,03
bo 12,898 12,864 12,830

b+ 0558 0,558 0,559
s2 16,718 16,666 16,615
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4. Tartisma ve Sonug¢

Bu calismada degiskenlerde dl¢iim hatasi olmasi durumunda, parametre tahminlerini elde etmek icin kullanilan
en kiiciik kareler yontemi, yanh ve tutarsiz tahminler vermektedir. Bu durumda yansiz ve tutarli parametre
tahminleri veren alternatif ydntemler arastirlmistir. Gruplama yoéntem tutarli parametre tahminleri
vermektedir, ancak degiskenlerin normal dagilmama varsayiminin saglanmasi gerekmektedir. Gruplama
yonteminde parametre tahminindeki hesaplamalar kolaylikla yapilmaktadir. Ara¢ degiskenleri yontemi de tutarh
tahminler vermektedir. Ara¢ degiskenleri yontemindeki en biiyiik gugliik ara¢ degiskenlerin bulunmasidir.
Ayrica arag¢ degiskeninin, diger degiskenlerden ve hata terimlerinin tiimiinden bagimsiz oldugunu arastirmak
glctiir. Bu nedenlerden dolayr uygulamada pek sik kullanilmamaktadir. En-cok olabilirlik yontemi ise hata
varyanslari oraninin bilindigi varsayimi altinda tutarli tahminler vermektedir.

Y = By+B1X; modelinde, iki grup yéntemi, lic grup yontemi, ara¢ degiskenleri yontemi ve en-¢ok olabilirlik
yéntemi ile bulunan parametre tahminleri ve e§im parametresinin varyansi Tablo 3’teki gibi OZlenebilir:

Tablo 3. Calismada kullanilan ydntemler ile bulunan parametre tahminleri ve varyanslarin karsilastirilmasi

iki Grup Ug Grup Arag Degis. En-Cok Olabilir. En Kiigtik Kareler
Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi
bo 18,804 14,415 8,078 12,898 12,933
b1 0,440 0,535 0,658 0,558 0,557
s2 16,645 16,246 18,095 16,718 16,769
var(b1) 0,091 0,007 0,007 - 0,006

En kii¢iik kareler yontemi minimum varyansh olmasina ragmen tutarli degildir. Ara¢ degiskenleri yontemi ile
elde edilen parametre tahmininin varyansi ile gruplama yontemleri ile elde edilen tahminlerin varyanslari
birbirlerine yakin bulunmustur. Ara¢ degiskenleri yonteminde, ara¢ degiskenin elde edilmesindeki gii¢liik nedeni
ile bu yontem uygulamada tercih edilmemektedir. Bu ¢alismanin sonucunda hem uygulamadaki kolaylig1 hem de
kii¢lik varyansl olmasi nedeni ile ii¢ grup yontemi degiskenlerde hata olmasi durumunda parametre tahmini igin
onerilmektedir.
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Ekler

Ek A. En Kiiciik Kareler Yonteminde, Y = 3, + 8; X; Modelinde, Parametre Tahminini Bulmak i¢in Kullanilan Basic Programi

10 DIM A (20)

20 FOR J=1TO 10

30 READ A (])

40 NEXT]

50 DATA .01,.02,.03,.04,.05,.06,.07,.08,.09,.1
60 FOR J=1 TO 10

70 B1=.557062x(1-.84-A()))/(1-.84)

80 PRINT

90 NEXT ]

PROGRAM CIKTISI

J=1 2=0.01 31=0.5222456
]=2 A=0.02 31=0.4874293
]=3 A=0.03 1=0.4526129
J=4 21=0.04 1=0.4177965
J=5 A=0.05 31=0.3829802
J=6 2=0.06 31=0.3481638
]=7 2=0.07 1=0.3133474
]=8 2=0.08 31=0.2785311
J=9 2=0.09 1=0.2437147
J=10 2=0.10 31=0.2088983

Ek B. En Kiigiik Kareler Yénteminde, Y = B1X;+B2X, Modelinde, Parametre Tahminini Bulmak I¢in Kullanilan Basic

Programi

10 DIM A1(10), A2(10)

20 FORJ=1TO 10

30 READ A1(J), A2())

40 NEXT]

50 DATA 0.01,0.01,0.02,0.01,0.03,0.01,0.04,0.01,0.05,0.01

60 DATA 0.06,0.02,0.07,0.02,0.08,0.02

70 FOR J=1TO 10

80 F=0.02223-((0.92847xA1(J)x(-0.01889))/(0.13794-22()))
90 T=-0.92847x A1(])x0.92847x A2(])/(0.13794- A1(J))+(0.137494- A2(]))
100 B2=F/T

110 B1=(0.92847x A2(J)x p2+(-0.01889))/(0.13794-A1(J))
120 PRINT “] =”J; “A1 =" A1(J)); “A1 =" A2()); “B1 = “B1; “B2 =" B2;
130 NEXT ]
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PROGRAM CIKTISI

J=1 A1=0.01 A1=0.01 f1=-0.1611 2=0.1857
]=2 A1=0.02 A1=0.02 1=-0.1759 2=0.1995
]=3 11=0.03 21=0.03 1=-0.1936 2=0.2161
]=4 11=0.04 11=0.04 f1=-0.2153 2=0.2365
J=5 A1=0.05 A1=0.05 1=-0.2425 2=0.2620
]=6 A1=0.06 A1=0.06 1=-0.3238 2=0.3417
=7 A1=0.07 A1=0.07 1=-0.3381 2=0.4026
]=8 A1=0.08 A1=0.08 31=-0.4843 32=0.4937
J=9 A1=0.09 A1=0.09 1=-0.6354 B2=0.6434
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