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OZET

Makalede sabit katsayili adi diferansiyel denklemler sistemi igin
yazilmig Cauchy probleminin rezidii metodu ile gercek ¢oziimil
elde edilmis ve s6z konusu metot uygulanarak sabit gerilimli bir
RC devre probleminin ¢éziimiiniin bulunmasi i¢in uygulanmistir.

Anahtar kelimeler: Rezidii yontemi, adi diferansiyel denklemler
sistemi, gergek ¢oziim, RC devresi

ABSTRACT

Residue Solution of System of Differential Equations and its
Application to RC Circuit Problem

In this paper the exact solution of the Cauchy problem of the
system of ordinary differential equations with constant coefficients
is obtained using the residue method. This method has been applied
to find the exact solution of the constant voltage of a RC circuit
problem.

Keywords: Residue method, System of ordinary differential
equations, Exact solution, RC circuit
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1 GIRIS

Miihendisligin birgok dalinda, ozellikle elektrik teknolojisinde,
tipta, biyolojide stk rastlanan pratik problemlerin teorik
incelenmesi adi diferansiyel denklemler sistemi igin yazilmig
baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimiine indirgenir. S6z konusu
problemin ¢ozimini elde etmek icin segilen yontemler genelde
sistemin katsayilarindan olusturulan matrisin yapisina bagli olur.
Ornegin, iyi tammlanmamis matrislere sahip olan problemlerin
¢oziimiinii elde etmek ic¢in uygulanan metotlarda bazi zorluklarla
kargilagilabilir. Diger taraftan kathh ozdegerlere sahip olan
problemlerde temel ¢oziimler sisteminin tamligt konusuna da 6zel
olarak dikkat edilmelidir.

Adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in yazilmig problemlerin
coziimiinde kullanilan pratik yontemlerden biri de temeli Cauchy
tarafindan konulan rezidii metodudur, [3]. Daha sonralari rezidii
metodu kismi tiirevli diferansiyel denklem ve denklemler sistemi
icin yazilmig baslangic ve bagslangig-sinir deger problemleri igin
[1]°de gelistirilmigtir.

Rezidii yontemini kullanarak [5]-[7] de self adjoint olmayan bir
sinif pratik 6nem tagtyan problemlerin ¢6ziimii bulunmustur.

Bu makalede elektrik konusunda ortaya ¢ikan, sabit gerilim
kaynakli RC devresini ifade eden diferansiyel denklemler
sisteminin uygun baglangic kosulu gergevesinde gercek ¢ozimu
elde edilmigstir. Bunun i¢in rezidi yontemi normal sekilde yazilmig
diferansiyel denklemler sisteminin ¢oziminin bulunmas: igin
uygulanmaigtir.

2 ADi DIFERANSIYEL DENKLEMLER SiSTEMI IiCIN
REZIiDU YONTEMI

Agagidaki vektor sekilde yazilmig

dx

i (1)
adi diferansiyel denklemler sistemini goz oniine alalim. Burada
x = colon(xy,%;, ..., x,) bilinmeyen vektor fonksiyon, 4 ise a;;,

(i,j = 1,2, ...,n) elemanlarindan olugan

2
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bi¢iminde sabit bir matristir. Simdi,

At ia . ——

x;(t) = Rese—AZ})(—), (i=Tn)
ifadelerinin (1) sisteminin ¢6ziimi oldugunu gosterelim. Burada
Res f(z) = ﬁ fc f(z)dz anlaminda kullanilmaktadir. ¢ egrisi f(2)

nin singiiler noktasini igceren bir cember, A(L) ise (1) sistemine
kargilik gelen

A(L) = det(A — Al @)

karakteristik determinantidir ve (1), A(}) ile ortak sifirlara sahip
olmayan tam fonksiyon, / ise n X n boyutlu birim matristir.

(2) ifadesini acik sekilde yazilmig (1) sisteminde yerine yazarsak

=ai1 91 (D)~ .= (aii=2)i(D)— .main@n (D)) ¢ _ : T
Res{ ) }e =0, (i=1n)

aliriz. Bu esitligin korunmasi icin, a;, (i = 1,n) ler keyfi sabitler
olmak tizere

—a; 01 (D—...—(az — 1) ;(D)— ... —a;, 9, (1) = a;A(2)

esitliginin korunmasi yeterlidir. Kolayca gosterilebilir ki,

p() =31, Qy Wa, (i=1Ln) A3)
ij(4 R
sonuncu sistemin ¢oziimi olur. Burada QA’(;)), (i,j=1,n)
/1 = a11 _a12 aee - aln
A-A=| —021 A—0ay.. —aan 4)
—Qn1 An2 - A= Qpy

matrisinin tersinin elemanlar1 olmaktadir, yani

Q;j(A) _
- 4) (S5 )U=1 =1

dir. Buradan Q;;(A) lerin i=j oldugunda X ya gore (n—1).
dereceden, i # j oldugunda ise (n — 2). dereceden polinom oldugu
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agikca goriilmektedir. Boylelikle, (1) sisteminin ¢oztimleri » tane
a;, (i = 1,n) sabitlerini igeren

Y@My .

x;(t) = Res D ; (E=1n) ®)
fonksiyonlari olmaktadir. Ayrica bu ¢oziimler ¢t = 0 da
x;(0) = a;, (i=1m) (©)

kogullarint da korumaktadir. Gergekten de Q;; (1) fonksiyonlar:

i # j oldugunda (n— 2). dereceden, A(}) ise n. dereceden polinom
oldugu i¢in, Res%’(%= 0 olur. Q;;(4), i =j oldugunda (n— 1).
dereceden, A()L) ise n. dereceden polinom oldugu icin onlarin en

yiiksek dereceli terimindeki katsayilar: bire esit olur. Buna gore de

Res 2D _ 1 olur. Boylelikle (5) den
AQD)
ij(Da; o T
x(0) = ResQ’TEA))—a- = @ = 110)

elde ederiz.

2.1 Homojen Olmayan Denklemler Sistemi

dx; .
By ayx = fi(D), (=1m) )
sistemini g6z oniine alalim. Gorildugi gibi, f;(f) = 0, (i = 1,n)
oldugu durumda (7) sistemin ¢oziimi (5) formulii ile ifade edilir.

Sabitin varyasyonu yonteminde oldugu gibi homojen olmayan
denklemler sisteminin en azindan 7/ nin herhangi bir degeri igin,
¢coziimiinii elde ederken @; nin 7 ye bagli oldugunu varsayacagiz.
Boylelikle (7) sisteminin ¢ozimiini

Yy Qij(Mai(t) S

et (i=1m) ®)

x;(t) = Res

seklinde arayacagiz. Kolaylik i¢in denklemler sistemini matris
seklinde yazalim, yani (7) sistemini

(G-4)x=r® ©)

gibi yazalim. Burada x ve f uygun elemanlardan olusan siitun
vektorler olmaktadir. (5) formiiliinii matris formda
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x(t) = Res eM(AI-A)a (t)
olarak yazabiliriz. Burada a(t) = colon(a,(t), ay(t), ..., a,(t)) dir.
Bu ifadeyi (9) da yerine yazarak

(ad—t—A)x(t) = Res e (- A)(AI-A) "t (£)

1 20 —Res etta(t) + (10)

+Res e?t (AI-A)~
+Res e (A1~ ) 22 = Res eA(Al- 4) "1 =12

aliriz. e nin rezidiisii s1f1ra esit oldugundan
5 1 da(t)

Res et (AI-A)~ = F(E) (11)
olur. (11) esitliginin korunma51 igin

FE R — T8 (12)

yazmak yeterlidir. (AI-A)"' matrisinin  elemanlari %%2

oldugundan tam rezidi i =j oldugunda bire, i # j oldugunda ise
sifira egit olmaktadir. (12) den

a(t) = c+ fote"“f(r)dr (13)

elde ederiz, burada ¢ = colon(cy,¢3, ... ,c,) dir.

(5) ¢oziimiiniin t =0 oldugunda sifira egit olmasi istenildiginde
c =0 yazmak gerekmektedir. Bu kosul ¢ercevesinde (13) ifadesi
(9) da yerine konursa x(0) = 0 kosulunu koruyan ¢6zimiinii

x(t) = Res(A-A)™* [; XD f ()dr (14)
seklinde elde ederiz. Boylelikle, (7), (6) Cauchy probleminin
¢Ozimu
x(t) = Res e’ (AI-A)~'a + Res f(f(,u—A)-l e =0 f(r)dr (15)
seklinde elde ederiz. Sonuncu esitligi agik sekilde

tj- LQLJ(A)f](r)el(t -
AQ)

1 2=iQij(Da;

o + Res f

x;(t) = Rese dt (16)

gibi yazabiliriz.




Bahaddin SINSOYSAL, Mahir RASULOV

2.2 Sabit Gerilim Kaynakh Bir RC Devresinin Rezidii

Yontemiyle Coziimii

Bu boliimde rezidii yontemini Sekil 1 de gosterilen sabit gerilim
kaynakli bir RC devresinin ¢6ziimi i¢in gelistirecegiz. Bu devrede
S ile gosterilen anahtarin t =0 aninda kapatildigini varsayalim.
Anahtar kapatilmadan ¢ok kisa bir zaman once C; ve C,
kondansatorlerinin uglarindaki gerilimler gelisiglizel se¢ilmis olan
V.1(07) ve V,,(07) degerlerinde olsunlar. S anahtar1 kapatildigi an
C; in ucundaki gerilim £ degerine esit olacaktir ve genel halde
V.1(07) # E oldugundan, V,,(t) kapasite gerilimi t =0 amnda
V.1(07) degerinden £ degerine sigrama yapacaktir. Benzer bigimde,
C, kondansatoriine iligkin V,,(t) geriliminin ¢t = 0 aninda V,,(07)
degerinde kalip kalmayacag: da agik degildir.

S6z konusu devreyi ifade edebilen diferansiyel denklemler sistemi

dVl(t)_____l_(i i) 1 1
g € X Ry t Ry i+ €1R, iz + CyRy L
(17)
ave(t) _ 1 1
dt R L% C:Ry V2
olmaktadir.
Ri1 R:2
| U Bmm—wd]
" + Va0 +ch(0)_|_
E = e
1 « ] o
<0
Sekil 1

Ornege sayisal olarak devam edebilmek igin, C; = C, = 107°F,
R, = %106 ohm, R, = %106 ohm, E = 1 volt alinmustir.

(17) denklemler sistemini:
V1(0) =5, 12(0) =5 (18)
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baslangi¢ kosulu gercevesinde ¢ozecegiz. (17), (18) problemini
¢O6zmek i¢in

~alatsl = (5 2)

= gt O

1 ; |
C2Rz CoRy

(19)

matrisinin tersini bulalim. Bunun i¢in asagidaki ifadeleri
hesaplayalim

A+5 =2
=2 A*¥2

Diger taraftan A1) =124+714+6=0 oldugundan A, = —6,
A, = —1 elde ederiz. Bu ifadeler dogrultusunda

M-A=( ), det(aI-A) = 2> + 71 +6.

s I ma+2 2y 1 a+2 2
— = = ey ot
g2y A(A)( 2 ,1+5) ACA) ( 2 ,1+5)
olur. (AI — A)™! matrisinin elemanlarini

QD) =4+2, Q2D =2, Q1(A) =2, Q1) =2+5

olarak gosterelim. (16) formuliine gore

212'—1 Q1j . a;j P 22'= Q2jf; (@)
= Sl e LR GRE SYEL 2PN Mg
V;(t) = Res A e’ + Res fo o) e T
= Vi1 + Vi,
_ Z?=1 Q1j(Maj 44 Q11N+ Qa(May  2¢
Vi1 = Res 20 e™ = Res pr,> e
- (/11+2) aq+2a; e/llt + ().2-}-2) aq+2a; Azt
A'(/ll) A’(AZ)
- (—6+2) a1+2a2 e_,6t- + (—1+2)a1+2a2 e_t
-5 5
— ("4)(11+2d2 ai+2a,

- e‘6t+——5 e t=2e7% + 3¢t

ve

Vi =Re Ddr

s ft Q11 () f1(®) + Q12(A) f2(7) oAl
0 ACD

t

t_4.34+2.0 3
= Resf — " 5Ty 4 f —e~(t-7)dr
0 =5 0 5
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P PR B
=s-fog oo gt
5 5 5 5

olur. Elde ettigimiz ifadeler yerine konursa

Vl(t) - 4ai—2a,+1 e_6t 4 a1 +2a,—-6 e_t +1
(20)
=323 +2¢7) +1
Benzer yolla V,(t) yi de hesaplayabiliriz.
Y51 Qi Wa;
V, t) = Res——A(/D—e
2
+ Res f Tty eMt=?)
0 ACR)
(21)
o QiWag + Q2 Ma,
= Res AN e
t
+ Res f Q21 M) f1(1) + Q22 f2(7) M1 gp
B A
=Va1(8) + Va2 (1)
Burada
_ 203 +q+5)ay ity 20a+Aet5)as gt -6t —t
Vo1 () = 20D -k M) 2=_e %t 1 6e
ve
t 6 eAt-7) 6 e 6t b7 teetel

Vaalf)=Res fo ____S_d-[=f0t -se dT+fo 5 dr
= @et+2e70) + 1

dir. Son olarak (17), (18) probleminin ¢oéziimiinii

V() = g [3et4+2e 5] +1, V(E) = g [6e~t- e~6t]+1

seklinde elde ederiz.

Bu probleme bizim dikkatimizi yonelten Prof. Dr. Adnan
Kaypmaz’a tegekkiirlerimizi sunariz.
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3 Sonugclar

Sabit katsayili adi diferansiyel denklemler sistemi i¢in yazilmig
baslangi¢ deger probleminin gergek ¢oziimii elde edilmistir.

Sabit gerilim kaynakli bir RC devresinin rezidi yontemiyle gergek
¢oziimi bulunmustur.
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