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ÖZET 

Çalışmada u ve £ rasgele vektörlerinin ilişkili olduğu kabulü altında 

singüler kovaryans matrisine sahip y = X f i + Zu + £ lineer karma modeli 

ele alınmıştır. Bu model altında sabit etkilerin en iyi lineer yansız tahmin 

edicisi ( B L UE) denklemi ve rasgele etkilerin en iyi lineer yansız ön 

tahmin edicisi ( B L UP) denklemi, sabit etkili lineer modeller ve bu sabit 

etkili lineer modellere yeni gözlemlerin eklemesiyle elde edilen modeller 

vasıtasıyla elde edilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: BLUE, BLUP, lineer karma model, sabit etkili 
lineer model. 
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ABSTRACT 

In this study, a linear mixed model y = X + Zu + S with singular 

covariance matrix is considered under the assumption that the random 

vectors u and S are correlated. The equation of the best linear unbiased 

estimator ( B L U E ) of fixed effects and the equation of the best linear 

unbiased predictor ( B L U P ) of random effects are obtained under the 

linear mixed model through the fixed effect models and the models 

obtained by adding new observations to the fixed effect models. 
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Lineer Karma Model Altında Sabit ve Rasgele Etkiler İçin Blue ve Blup Denklemleri 

1. GİRİŞ 

Rmxn, mx n boyutlu reel matrislerin kümesi olmak üzere, A e Rmxn 

matrisi için A', , A+, C(A), C(A)± ve N(A) sembolleri sırasıyla 

A matrisinin transpozesini, bir genelleştirilmiş tersini, Moore-Penrose 

tersini, sütun uzayını, sütun uzayının dikini ve sıfır uzayını göstermektedir. 

A ve B alt matrisler olmak üzere ( A : B) parçalanmış matris gösterimi 

ve A ise, C (A)±= C (A1) = N (A') koşulunu sağlayan herhangi bir 

matris gösterimidir. Ayrıca P = AA+ = A (A'A) A' ve M = Im - P 

sırasıyla C ( A ) ve C ( A )± üzerindeki izdüşüm matrisleridir. 

E(u) = 0 , cov (u ) = D, E(^) = 0 ve cov(^) = V olmak üzere, u ve 

S vektörlerinin ilişkili yani cov (s, u ) = U olduğu kabulü altında 

y = X f i + Zu + s (1) 

ya da diğer bir gösterimi 
K = { y, XJ3 + Zu, D,V ,U } (2) 

olan lineer karma model ele alınsın. Burada y e Rnxl gözlenebilir rasgele 

vektör, X e Rnxp ve Z e Rnxq bilinen matrisler, JJ e Rpxl sabit etkilerin 

bilinmeyen vektörü, u e Rqxl rasgele etkilerin gözlenemeyen vektörü, 

s e Rnxl rasgele hata vektörü, D e Rqxq ve V e Rnxn bilinen nonnegatif 

(negatif olmayan) tanımlı matrisler ve U e Rnxq bilinen bir matristir. (1) 

modelindeki y vektörünün kovaryans matrisi ise, 
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cov ( y ) = ZDZ ' + V + ZU ' + UZ ' (3) 

dir. 

Lineer karma modellerle ilgili yapılan ilk çalışmalar 20. yüzyılın 

ortalarında özellikle hayvan ıslahı ve genetik alanlarında olmuştur. Bu 

modellerin tanımı ilk olarak Eisenhart (1947) tarafından verilmiştir. Daha 

sonra lineer karma modellerle ilgili tahmin problemi Henderson (1950, 

1963) tarafından ele alınmıştır. Henderson (1950, 1963) tarafından elde 

edilen sonuçlar farklı yaklaşımlar kullanılarak Harville (1976, 1979) 

tarafından genelleştirilmiştir. Sabit etkili lineer modeller ve lineer karma 

modeller altında sabit etkilerin en iyi lineer yansız tahmin edicisi( BLUE 

) ile ilgili lineer istatistiksel model literatüründe birçok çalışmaya 

rastlamak mümkündür. Bunlardan bazıları Rao (1967), Puntanen & Styan 

(1989), Nurhonen & Puntanen (1992), Puntanen (1996, 1997), 

Bhimisankaram & Sharay (1997), Groß & Puntanen (2000), Zhang, Liu & 

Lu (2004) ve Tian & Zhang (2011) olarak verilebilir. Lineer karma 

modellerde rasgele etkilerin en iyi lineer yansız ön tahmin edicisi ( BLUP 

) ile ilgili çalışmalar ise, sabit etkiler için BLUE ile ilgili çalışmalarla 

karşılaştırıldığında literatürde daha az yere sahiptir. Lineer karma model 

altında tahmin problemi Searle (1997) ve son yıllarda özellikle Liu, Rong 

& Liu (2008), Haslett & Puntanen (2010, 2011) ve Wang & Liu (2013) 

tarafından ele alınmıştır. 

Bu çalışmada, s ve u rasgele vektörlerinin ilişkili olduğu durumda lineer 

karma modelde BLUE ve BLUP denklemleri, Haslett & Puntanen 

(2010) tarafından ele alınmış yaklaşıma benzer olarak, sabit etkili lineer 

modeller ve bu modellere yeni gözlemlerin eklemesiyle elde edilen 

modeller vasıtasıyla elde edilmektedir. Ancak Haslett & Puntanen (2010) 

tarafından elde edilen sonuçlar s ve u rasgele vektörlerinin ilişkisiz 
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olduğu durum altında verildiğinden, bu çalışmadaki sonuçlar onların 

verdiği bazı sonuçların genel bir durumu olarak ele alınabilir. 

2. SABİT ETKİLİ LİNEER MODEL ALTINDA BLUE 

Sabit etkileri içeren lineer model E(s) = 0 ve c o v ( s ) = c o v ( y ) = V 

olmak üzere, y = XJ + s ya da 

5 = { y, X J V} ( 4 ) 

olarak gösterilebilir. Çalışmada S modelinin tutarlı, yani 

y e C ( X : V) = C ( X : VM) olduğu kabul edilmektedir. Burada 

M = In - P dir. 

L e Rkxp olmak üzere, S modeli altında bir LJ parametrik 

fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasının gerek ve yeter koşulu 

C(L') ç C ( X ' ) olmasıdır (Alalouf & Styan, 1979). Buna göre X J 

vektörünün her zaman tahmin edilebilir olduğu açıkça görülmektedir. Eğer 

her J e Rpxl için E(Gy) = XJ3 ise, Gy tahmin edicisi XJ için bir 

yansız tahmin edicidir. Gy yansız tahmin edicisinin XJ için BLUE 

olmasının gerek ve yeter koşulu ise Gy nin, XJ nın diğer tüm yansız 

tahmin edicilerinin kovaryansları arasında Löwner sıralamasına göre en 

küçük kovaryans matrisine sahip olmasıdır. Yani E ( B y ) = XJ3 olacak 

şekildeki her By vektörü için cov ( G y ) < cov ( B y ) dir (Haslett & 

Puntanen, 2011). 

Gy = BLUE(XJ S ) » G ( X : VX1) = ( X :0) ( 5 ) 

temel BLUE denklemi olarak bilinir (Rao, 1967) . 
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3. YENİ GÖZLEM EKLENMİŞ SABİT ETKİLİ LİNEER MODEL 
ALTINDA BLUP 

E ( s ) = 0 ve cov ( y f ) = cov ( s ) = V olmak üzere, 

yf = Xf JJ + sj
 ( 6 ) 

lineer modeli ele alınsın. Burada y f e Rqx1 yeni gözlemleri içeren 

gözlenemeyen rasgele vektör, Xf e Rpxq bilinen yeni gözlemlerle ilişkili 

model matris, J e Rpx1 bilinmeyen parametrelerin vektörü, s f e Rqx1 

yeni gözlemlerle ilişkili rasgele vektördür. S sabit etkili lineer modeline 

(6)' da verilen yeni gözlemlerin eklenmesiyle 

IV y ^ f X ) J V V^ 

A y f ) 
N = • 

X V f ) 
J , V V V 2 f ) 

= { y0, X J V } ( 7 ) 

modeli elde edilir. Burada E (y0) = X0J3 ve cov (y 0 ) = 
f V V^ 

V V 
VV2 V f ) 

dir. 

Her fieRpxl için E (Ay) = E ( y f ) = Xf J, yani bir başka deyişle 

E ( y f - Ay) = 0 ise Ay lineer ön tahmin edicisi yf rasgele vektörü için 

yansızdır denir. Bu lineer yansız ön tahmin edici diğer tüm yansız ön 

tahmin ediciler arasında Löwner sıralamasına göre en küçük kovaryans 

matrisine sahipse BLUP olarak tanımlanır. Yani 

E (By) = E ( y f ) = Xf J olacak şekildeki her By vektörü için Ay, yf 

rasgele vektörünün yansız lineer ön tahmin edicisi olmak üzere 

cov ( A y - yf ) <L cov (By - yf ) dir (Haslett & Puntanen, 2011). 
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Ay = BLUP ( y r | N ) o A ( X :VX x ) = ( Xf\V2XL ) ( 8 ) 

temel BLUP denklemi olarak bilinir (Christensen, 2002). 

4. KARMA MODEL ALTINDA BLUE ve BLUP 

K lineer karma modeli ele alınsın. Bu model altında BLUE ve BLUP 

denklemlerinin sabit etkili lineer modeller ve sabit etkili lineer modellere 

yeni gözlemlerin eklemesiyle elde edilen modeller vasıtasıyla elde 

edilmesi aşağıdaki iki teoremde verilmektedir. 

Teorem 1. K = { y, XJ + Zu, D,V ,U } lineer karma modeli altında 

Gy = BLUE (X J K) o G ( X : (ZDZ '+V + ZU' + UZ' ) X 1 ) = ( X : 0) (9) 

dır. 

İspat: e = Zu + s olmak üzere, K lineer karma modelinden 

y = X J + e (10) 

sabit etkili modeli elde edilir. Burada E (e ) = 0, 

cov(e) = c o v ( y ) = ZDZ' + V + ZU' + UZ' dir. (5)'te verilen temel 

BLUE denklemi (10) modeli için ele alındığında (9) elde edilir ve böylece 

ispat tamamlanmış olur. 

(9)' da verilen ifadenin diğer bir gösterimi 

, , , FZDZ' + V + ZU' + UZ' XYG'^ f 0 ̂  
Gy = BLUE (X fi\K ) O 

X ' 0 V L ) V X ' ) 

(11) 

dir. X J için BLUE nun (11) ile elde edilmesi IPM metodu olarak bilinir 

(Rao, 1971, 1972). 
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Teorem 2. K = { y, X \ + Zu, D, V, U} lineer karma modeli altında 

Ay = BLUP(u|K) o A(X: (ZDZ' + V + ZU' + UZ')Xx) = (0: (DZ' + U')Xx) (12) 

dir. 

İspat: E(£/) = 0 , c o v ( ^ / ) = cov(u) = D olmak üzere, 

u = 0 \ + £ (13) 

denklemi ele alınsın. K lineer modeli, yeni gözlemlerin eklenmesiyle elde 

edilen sabit etkili lineer model vasıtasıyla ifade edilebilir. K modeli (13) 

denklemi ile birlikte ele alındığında N modeline benzer olarak 

N = • 
C y X \ _ ( ZDZ' + V + ZU' + UZ' ZD + U ^ 

V u V 0 y DZ' + U' D 
(14) 

modeli yazılabilir. (8)'de verilen temel BLUP denklemi (14) modeli için 

ele alındığında (12) elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur. 

(12)' de verilen ifade, (11)' deki ifadeye benzer olarak IPM metodu 

vasıtasıyla 

Ay = BLUP(u|K)o 

olarak gösterilebilir. 

X' 
X1 ( A' > ( X 1 ) (ZD + U)" 

0 , V L V 0 , 

(15) 

ve 

Sonuç 1. K = | y, X ¡ + Zu, D,V ,U} lineer karma modeli ele alınsın. 

Gy = BLUE(X¡\K) ve Ay = BLUP(u|K) olmak üzere, BLUE 

BLUP çözümlerini birlikte veren denklem 

0 ^ Î Q \ R X 

(X :(ZDZ' + V + ZU' + UZ')X1) = 
V

 A y V 0 ( DZ' + U') XJ 
(16) 
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dir. 

Aşağıdaki sonuçta u ve s vektörlerinin ilişkisiz olduğu durumda (16) 

denklemine karşılık gelen denklem verilmiştir. 

Sonuç 2. u ve s vektörlerinin ilişkisiz olduğu kabul edilsin. Bu durumda 

Gy - BLUE(Xp\K) ve Ay - BLUP(u|K) olmak üzere, K lineer 

karma modeli altında BLUE ve BLUP çözümlerini birlikte veren 

denklem 

G , (X 0 ^ 

A 0 DZ X1 (X : (ZDZ' + V) X 1 ) = 
v A y v o D Z X y 

dir. 

(17) 

Uyarı. X1 matrisi yerine M dik izdüşüm matrisinin bir seçim olduğu 

açıktır. Bu nedenle (5), (8), (9), (12) ve (15-17) denklemlerinde X 1 

matrisi yerine M dik izdüşüm matrisi yazılabilir. 
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