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OZET

Calismada # ve & rasgele vektorlerinin iligkili oldugu kabulii altinda
singiiler kovaryans matrisine sahip y = X f+ Zu + ¢ lineer karma modeli
ele alinmigtir. Bu model altinda sabit etkilerin en iyi lineer yansiz tahmin
edicisi (BLUE') denklemi ve rasgele etkilerin en iyi lincer yansiz 6n
tahmin edicisi ( BLUP) denklemi, sabit etkili lineer modeller ve bu sabit
etkili lineer modellere yeni gozlemlerin eklemesiyle elde edilen modeller

vasttasiyla elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: BLUE | BLUP | lineer karma model, sabit etkili
lineer model.
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ABSTRACT

In this study, a lincar mixed model y =X+ Zu+e with singular
covariance matrix is considered under the assumption that the random
vectors # and £ are correlated. The equation of the best linear unbiased
estimator ( BLUE') of fixed effects and the equation of the best lincar
unbiased predictor (BLUP) of random effects are obtained under the
linear mixed model through the fixed effect models and the models

obtained by adding new observations to the fixed effect models.
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Lineer Karma Model Altinda Sabit ve Rasgele Etkiler Icin Blue ve Blup Denklemleri

1. GIRIS

X

R™"  mxn boyutlu reel matrislerin kiimesi olmak iizere, 4eR
. _ N 1 .
matrisi igin 4’, A=, A", C (A), G (A) ve N (A) sembolleri sirasiyla

A matrisinin transpozesini, bir genellestirilmis tersini, Moore-Penrose

tersini, stitun uzayini, siitun uzayinin dikini ve sifir uzayim goéstermektedir.

A ve B alt matrisler olmak iizere (4:B) pargalanmis matris gosterimi
ve A" ise, C (A)L = (AL) =N (A') kosulunu saglayan herhangi bir
matris gosterimidir. Ayrica P=AA" =A(A'4) A" ve M=I,-P

sirastyla C (A) ve C (A)l tizerindeki izdigiim matrisleridir.

E(u)=0. cov(u)=D, E(&)=0 ve cov(g)=V olmak iizere, u ve
& vektorlerinin iligkili yani cov(g, u) =U oldugu kabuli altinda
y=XpB+Zu+e 4y

va da diger bir gosterimi
K={y,XB+Zu,D,V.,U} (2)

olan lineer karma model ¢le alinsin. Burada ¥ € R”" gézlenebilir rasgele
vektor, X € R™? ve Z € R™ bilinen matrisler, € R”" sabit etkilerin
bilinmeyen vektorii, € R™ rasgele etkilerin gozlenemeyen vektoril,

g e R™" rasgele hata vektorii, D e R” ve V e R™ bilinen nonnegatif

(negatif olmayan) tanimli matrisler ve U € R™“ bilinen bir matristir. (1)

modelindeki y vektoriiniin kovaryans matrisi ise,

15



Melike YIGIT — Nesrin GULER

cov(y)=ZDZ'+V +ZU'+UZ' 3
dir.

Lineer karma modellerle ilgili yapilan ilk calismalar 20. yiizyilin
ortalarinda 6zellikle hayvan 1slah1 ve genetik alanlarinda olmustur. Bu
modellerin tanimi ilk olarak Eisenhart (1947) tarafindan verilmigtir. Daha
sonra lineer karma modellerle ilgili tahmin problemi Henderson (1950,
1963) tarafindan ele alinmigtir. Henderson (1950, 1963) tarafindan elde
edilen sonuglar farkli yaklagimlar kullanilarak Harville (1976, 1979)
tarafindan genellestirilmigtir. Sabit etkili lineer modeller ve lineer karma
modeller altinda sabit etkilerin en iyi lineer yansiz tahmin edicisi( BLUE
) ile ilgili lineer istatistiksel model literatiiriinde bir¢ok c¢alismaya
rastlamak mimkiindiir. Bunlardan bazilart Rao (1967), Puntanen & Styan
(1989), Nurhonen & Puntanen (1992), Puntanen (1996, 1997),
Bhimisankaram & Sharay (1997), GroP & Puntanen (2000), Zhang, Liu &
Lu (2004) ve Tian & Zhang (2011) olarak verilebilir. Lincer karma
modellerde rasgele etkilerin en iyi lineer yansiz 6n tahmin edicisi ( BLUP
) ile ilgili calismalar ise, sabit etkiler icin BLUE ile ilgili ¢alismalarla
karsilagtirildiginda literatiirde daha az yere sahiptir. Lineer karma model
altinda tahmin problemi Searle (1997) ve son yillarda 6zellikle Liu, Rong
& Liu (2008), Haslett & Puntanen (2010, 2011) ve Wang & Liu (2013)

tarafindan ele alinmigtir.

Bu ¢alismada, £ ve u rasgele vektorlerinin iligkili oldugu durumda lineer
karma modelde BLUE ve BLUP denklemleri, Haslett & Puntanen
(2010) tarafindan ele alimmig yaklagima benzer olarak, sabit etkili lineer
modeller ve bu modellere yeni gézlemlerin eklemesiyle elde edilen
modeller vasitasiyla elde edilmektedir. Ancak Haslett & Puntanen (2010)

tarafindan elde edilen sonuclar & ve u rasgele vektorlerinin iligkisiz
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oldugu durum altinda verildiginden, bu g¢aligmadaki sonuglar onlarin

verdigi bazi sonuglarin genel bir durumu olarak ele alinabilir.
2. SABIT ETKILi LINEER MODEL ALTINDA BLUE

Sabit etkileri igeren lincer model E(&)=0 ve cov(g)=cov(y)=V

olmak tizere, y= X f+¢ yada

S={y.XB.V} )

olarak  gosterilebilir.  Calismada S  modelinin  tutarh,  yani

yeC(X:V)=C(X:VM)oldugu kabul edilmektedir.  Burada

M =1 -P dir.

LeR"™ olmak iizere, S modeli altnda bir LA parametrik

fonksiyonunun tahmin edilebilir olmasmin gerek ve yeter kosulu

C(L"Yc C(X") olmasidir (Alalouf & Styan, 1979). Buna gére X S
vektoriiniin her zaman tahmin edilebilir oldugu agik¢a goriilmektedir. Eger
her S€R™ i¢in E(Gy)= X/ ise, Gy tahmin edicisi X/ igin bir
vansiz tahmin edicidir. Gy yansiz tahmin edicisinin X 8 i¢in BLUE
olmasimin gerek ve yeter kosulu ise Gy nin, X £ nmn diger tim yansiz
tahmin edicilerinin kovaryanslarn arasinda Lowner siralamasma gore en
kiicitk kovaryans matrisine sahip olmasidir. Yani £ (By) =X/ olacak
sekildeki her By vektorii i¢in cov(Gy) <5 cov(By) dir (Haslett &
Puntanen, 2011).

Gy =BLUE(XB|S) < G(X :VX")=(X:0) (5)

temel BLUE denklemi olarak bilinir (Rao, 1967) .
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3. YENI GOZLEM EKLENMIS SABIT ETKIiLi LINEER MODEL
ALTINDA BLUP

E(gf)zo ve cov(yf)zcov(gf)sz olmak tizere,

vy, =X B+eg, (6)

lineer modeli ele alinsin. Burada y, e R™ yeni gozlemleri igeren

gbzlenemeyen rasgele vektor, X, € R? 4 bilinen yeni gozlemlerle iligkili

model matris, € R”" bilinmeyen parametrelerin vektorii, &y e R?!

yeni gozlemlerle iligkili rasgele vektordiir. S sabit etkili lineer modeline

(6)’ da verilen yeni gézlemlerin eklenmesiyle

Al et o

Vo
modeli elde edilir. Burada E(y,)= X,/ ve cov(y,) =[V Vl) dir.
2 f

Her BeRP*! igin E(Ay):E(yf):Xf,B, yani bir baska deyisle

E ( Yi— Ay) =0 ise Ay lineer 6n tahmin edicisi y, rasgele vektorii igin

vansizdir denir. Bu lineer yansiz 6n tahmin edici diger tiim yansiz 6n
tahmin ediciler arasinda Léwner siralamasina gore en kiigiik kovaryans

matrisine sahipse BLUP olarak tamimlanir. Yani
E(By) = E(yf) =X, B olacak sekildeki her By vektoriiigin Ay, y,
rasgele vektoriniin  yansiz lineer 6n tahmin edicisi olmak tzere

COV(Ay - yf) <, cov (By - yf) dir (Haslett & Puntanen, 2011).
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Ay=BLUP(y,|N) < A(X /X" )=(X, :1,X") (8)
temel BLUP denklemi olarak bilinir (Christensen, 2002).

4. KARMA MODEL ALTINDA BLUE ve BLUP

K lineer karma modeli ele almsm. Bu model altinda BLUE ve BLUP
denklemlerinin sabit etkili lineer modeller ve sabit etkili lineer modellere
veni gozlemlerin eklemesiyle elde edilen modeller vasitasiyla elde

edilmesi agagidaki iki teoremde verilmektedir.

Teorem 1. K = { vwXpB+Zu,D,V,U } lineer karma modeli altinda

Gy = BLUE(XB|K) < G(X :(ZDZ'+V + ZU'+UZ)X ") =(X :0) ©)
dir.

Ispat: e =Zu + & olmak iizere, K lincer karma modelinden

y=Xp+e (10)

sabit  ctkili  modeli  elde  edili. ~ Burada  E(e)=0,
cov(e)=cov(y)=ZDZ'+V +ZU'+UZ' dir. (5)tc verilen temel
BLUE denklemi (10) modeli igin ele alindiginda (9) elde edilir ve boylece

ispat tamamlanmisg olur.

(9)’ da verilen ifadenin diger bir gosterimi

ZDZ'+V +ZU'+UZ' X\(G" (0
Gy =BLUE (X B|K) < = (11)
X' oNL) \Xx'

dir. X/ i¢cin BLUE nun (11) ile elde edilmesi IPM metodu olarak bilinir
(Rao, 1971, 1972).
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Teorem 2. K = { vwXB+Zu,D,V,U } lineer karma modeli altinda
Ay=BLUP(u|K) & A(X :(ZDZ'+V +ZU'+UZ)X ") =(0:(DZ'+ U)X ') (12)
dir.

ispat: E(gf) =0, cov(gf) =cov(u)=D olmak iizere,

u=08+¢, (13)

denklemi ele alinsin. X lineer modeli, yeni gézlemlerin eklenmesiyle elde
edilen sabit etkili lineer model vasitasiyla ifade edilebilir. K modeli (13)

denklemi ile birlikte ele alindiginda N modeline benzer olarak

Y (X ZDZ'+V +ZU'+UZ' ZD+U
N, = , B, (14)
u)l0 DZ'+U’ D

modeli yazilabilir. (8)’de verilen temel BLUP denklemi (14) modeli igin

ele alindiginda (12) elde edilir ve boylece ispat tamamlanmisg olur.

(12)" de wverilen ifade, (11)° deki ifadeye benzer olarak IPM metodu

vasitasiyla

' ' ' ' Ly
Ay:BLUP(u|K)<3[ZDZ +V+’ZU +UZ XJ[AJZE(X )(ZD+U)] 15)
X oL 0

olarak gosterilebilir.

Sonug¢ 1. K :{ v XB+Zu,D, V.U } lineer karma modeli ele alinsin.
Gy =BLUE(XB|K) ve Ay=BLUP(u|K) olmak iizere, BLUE ve

BLUP ¢oziimlerini birlikte veren denklem

G (X 0
(X :(ZDZ'+V +ZU' +UZNX ") = L | (6)
A 0 (DZ'+UNX
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dir.

Asagidaki sonugta 1 ve & vektorlerinin iligkisiz oldugu durumda (16)

denklemine karsilik gelen denklem verilmisgtir.

Sonug 2. u# ve & vektorlerinin iligkisiz oldugu kabul edilsin. Bu durumda
Gy = BLUE(X,B‘K) ve Ay = BLUP(M‘K) olmak iizere, K lincer

karma modeli altinda BLUE ve BLUP ¢6zimlerini birlikte veren

denklem
G X o0
(X :(ZDZ'+V)X") = | 17
A 0 DZX
dir.

Uyar.. X matrisi yerine A dik izdiigiim matrisinin bir se¢im oldugu
aciktir. Bu nedenle (5), (8), (9), (12) ve (15-17) denklemlerinde X"

matrisi yerine M dik izdiigiim matrisi yazilabilir.
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