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Ozet

Toplanma diskleri, merkezi bir gok cismi etrafinda sarmal yoriingelerde dolanan gazin olusturdugu astrofiziksel yapilardir.
Diskler, gezegen ve yildiz olusumunda, beyaz ciice, nétron yildizi ya da kara delik gibi sikisik cisimler iceren cift sistemlerin
evrim ve dinamiginde, merkezlerinde dev kiitleli kara delikler barindiran etkin gokada 6zeklerinde kritik rol oynarlar. Cogu
durumda, toplanma diskleri egri bir yapiya sahiptir. Calismanin amaci, egri disklerin kararliigini viskoz tork bilesenleri
ile birlikte ele alarak irdelemek ve disklerin hangi kosullarda kararsiz hale geldigini anlamamiza yardimci olmaktir. Bu
calismada oncelikle, egri disklerin evrimini betimleyen esitliklere kararsizlik analizi uygulanarak gerekli cebirsel islemlerle
dagilma bagintilarn elde edildi. Ardindan, farkli parametrelere sahip egri disklerin kararsizlik davranislarini incelemek
icin bu bagintilarin nimerik ¢éziimleri yapildi. Yiksek c¢ozinirliikli nimerik coézimler kullanilarak (disk viskozitesi,
disk egriligi) parametre uzayinda kararsizhgin biiyime oranlari hesaplandi. Bu hesaplamalarin sonucunda, kararsizligin
biylme oranlarinin disk viskozitesi ve egriligine bagh olarak nasil degistigini gdsteren iic boyutlu grafikler olusturuldu.
Kararsizligin bilyiime oranlari ile viskoz torklarin iliskisi irdelendi. Kararsizliga ait en yiiksek biliyiime oranlari, dikine viskoz
torklarin azimutal viskoz torka baskin oldugu ve egrilikle keskin bir degisim gosterdigi bolgelerde gézlenmektedir. Disiik
viskoziteli disklerde, akiskanin egrilige gosterdigi dirence iliskin zaman &lcegi ile ice dogru tasinimina iliskin zaman 6lcegi
arasinda onemli bir farklilik olusur ve disk akiskaninin radyal dogrultudaki iletisimi kisitlanir. Bu diskler, kritik egrilige
sahip olduklarinda cok kisa zaman 6lceklerinde parcalanma egilimindedir. Parcalanma siireci, hem acisal momentumun
dogrudan yitimine neden olmasi hem de halkali yapilar sergileyen giincel disk gozlemleriyle iliskilendirilmesi bakimindan
onem tasimaktadir.

Abstract

Accretion discs are astrophysical structures made of spiralling gas around a central gravitating body. Discs have an
important role in Astronomy as they are the essential component for a wide range of phenomena, such as planet and
star formation, dynamics of binary systems and the physical processes in Active Galactic Nuclei (AGN). Many accretion
discs exhibit warped geometries. The aim of this study is to investigate the stability of warped discs in the presence
of viscous torques and to understand the conditions under which these discs become unstable. In this study, instability
analysis was applied to equations that describe the evolution of warped discs, with dispersion relations obtained through
algebraic methods. These relations were then solved numerically to investigate how instability behaves in discs with
different parameters. Using high-resolution numerical solutions, we calculated the instability growth rates in the parameter
space defined by (disc viscosity, disc warp). The results were visualized with 3D graphs showing how these growth rates
vary depending on disc viscosity and warp. The relationship between instability growth rates and viscous torques was also
explored. The highest instability growth rates occurred in regions where vertical viscous torques dominate over azimuthal
torques and show sharp changes with warp. In low-viscosity discs, there occurs a significant difference between the timescale
related to the fluid’'s resistance to warping and the timescale associated with its inward transport. This disparity restricts
the radial communication of the disc fluid. When these discs reach a critical warp, they are likely to break on very short
timescales. This breaking process is crucial as it can directly cause angular momentum loss and is connected to recent
observations of discs with ring-like structures.

Anahtar Kelimeler: Accretion, accretion discs — instabilities — black hole physics.

1 Giris Galactic Nuclei) siiper kitleli kara delikleri saran diskler,
evrendeki en biiyiik enerji kaynaklar olarak bilinir (Balbus &
Hawley 1998; Frank ve dig. 2002). Toplanma diskleri genellikle
diizlemsel olmayan bir yapidadir. Bazen olusumlari sirasinda
(Bate ve dig. 2003), bazen de evrimlerinin sonraki asamalarinda
dis torklar nedeniyle, 6rnegin isimim torklari (Pringle 1996) veya
cift sistemdeki ikinci bilesenin Grettigi torklar (Papaloizou &
Terquem 1995; Dogan ve dig. 2015), diskte egrilmeye neden
olabilir. Ayrica, ¢cok biiylik kitleli sikisik cisimler, relativistik
etkiler nedeniyle kiitle cekim etkilesimleri yoluyla toplanma
disklerinde egrilmeye yol acabilir (Lense & Thirring 1918;

Toplanma diskleri, evrende yaygin olarak bulunan ve cesitli
Olceklerde ortaya cikan énemli astrofiziksel yapilardir. En kiiciik
Olcekte, gezegendnciilii diskler, gezegen ve yildiz olusumu
stireclerinde kilit rol oynar. Daha biiyiik dlcekte, cift sistemlerde
(6rnegin, kataklismik degisenler ve X-isin ciftlerinde) yoldas
bilesenden madde transferi sonucu olusan diskler, ciftin evrimi
ve dinamigi baglaminda 6nem kazanir. En biiylik Olcekte
ise, galaksiler ve &zellikle aktif galaktik cekirdeklerde (Active
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diiz disklerde tek bir diizlemde yer alirken, egri disklerde
halkalarin yonelimi radyal ve/veya azimutal dogrultuda degisir.
Bu calismada, egri disklerin kararsizlik 6zellikleri incelenmistir.

2 Kararsizhk Analizi

Bu calismada, egri disklerin evrimini betimleyen siireklilik
esitligi ve agsial momentumun korunumu esitliginden yola
cikilarak kararsizlik analizi uygulanmistir (Ogilvie 1999; Ogilvie
2000; Ogilvie & Latter 2013):
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Burada egrilik genligi \w\—’r ile tanimlanir ve egri disklerde
egrilik genligi asla sifir deglldlr (|| # 0) (Ogilvie 2000).
Ayrica, 1 ve 2 esitliklerinde, 3 yiizey yogunlugunu ifade eder,
vy dikine ortalama hiz ve Q ortalama agisal hizdir (Ogilvie
1999). Q1 azimutal dogrultudaki viskoz tork katsayisini, Q2
ise dikey dogrultudaki viskoz tork katsayisini temsil eder. Qs
egik halkalarin presesyonundan kaynaklanan tork katsayisidir ve
digerlerinin yaninda ihmal edilebilecek diizeyde kiiciiktiir. Egri
disk esitliklerinin tedirgin edilmesi ve gerekli cebirsel islemler
sonucunda dagilma bagintisi asagidaki gibi elde edilmistir
(Dogan ve dig. 2018):

s*—s" [aQ1 —2Qs + |¢|(a Q] — Q3)]
—5[2001Q; — Q5 — Q3
+[¢(aQ1Q) — Q295 —
—a [Q1(Q3 + 93)
9] (Q1Q2Q5 — Q195 + Q193 + ©1Q5Q3) |
=0

Q503)]

Burada kararsizligin bilyiime oranlar ( s = f(fk)%ﬁ“’) ile ifade

edilmistir.

2.1 Viskoz Tork Katsayilarinin Hesabi

Dagilma bagintisinin sayisal ¢éziimlerinin yapilabilmesi icin
oncelikle, ti¢ viskoz tork katsayisinin (Q1, Q2, Q3) egrilik
ve viskozite ile olan degisimi hesaplanmistir (Ogilvie 1999;
Ogilvie 2000). Egri disk akiskaninin dinamigine iliskin dogrusal
olmayan teoride, dncelikle akiskanin egrilen geometrisini izleyen
bir koordinat sistemi tanimlanir. Ardindan, akiskan dinamigi
esitlikleri bu koordinatlarda yazilir. Cebirsel islemler sonucunda
elde edilen adi diferansiyel denklem sisteminin céziimleri ile
viskoz tork katsayilarinin hesabi yapilir (Ogilvie 1999; Ogilvie
2000; Ogilvie & Latter 2013).

Bu bdliimde, her tork katsayisi, egrilik genligi (|¢]) ve
viskozite (a) cinsinden hesaplanmistir. Hesaplamalar, disk
viskozitesi (o) 0.01'den baslayarak 0.002 adimlarla 0.1'e kadar
ve disk egriligi (]1|) 0'dan baslayarak 0.001 adimlarla 5'e kadar
yapilmis ve her bir tork icin 3 boyutlu grafik olusturulmustur
(bkz. Sekil 1). Her bir tork katsayisi icin yaptigimiz ii¢ boyutlu
grafiklerden iki temel sonuca varilmistir:
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Sekil 1. Viskoz tork katsayilari Q;, farkh egrilik genlikleri (]¢])
ve viskozite parametresine () bagli olarak ii¢ boyutlu grafiklerde
gosterilmektedir: (a) Q1, (b) Q2 ve (c) Q3. Q; degerleri, Ogilvie
& Latter (2013) tarafindan onerilen yoéntemler takip edilerek
hesaplanmistir.

a. Kiciik egrilikler icin yani || <2.5, dikine tork katsayisi (Q2)
ile keskin bir

azalma gosterir.
b. Azimutal viskoz tork katsayisi (Q1) katsayisi, daha biiyiik
egrilikler icin (|1|22.5) baskin hale gelir.

2.2 Kararsizligin Biiyiime Oranlan

Dagilma bagintisinin yiiksek ¢oziiniirlikli nimerik ¢éziimleri
gerceklestirilmistir. Dagilma bagintisinin kdkleri s(Q;) olarak
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Sekil 2. Uc boyutlu renk haritasi, ilk basitlestirilmis ¢éziim olarak
s(Q1)'in || ve a'ya bagl olarak degisimini gdstermektedir.
Varsayimimiz Q2 = Q3 = 0'dir.

ifade edilecektir; burada i, hesaplamaya dahil edilen tork
katsayilarinin  sayisini  temsil etmektedir. s(Q1), yalnizca
azimutal viskoz tork Qi etkilerini dikkate alarak elde edilen
dagilma bagintisinin ¢éziimidir. Diger tork bilesenlerini Qo
ve Qs sifira esitleyerek, boylece, Q; tork katsayisinin diskin
kararliligini tek basina nasil etkiledigine dair bilgi sahibi oluruz
(Dogan ve dig. 2018).

5(Q1) = a(Q1 + Q1 |Y[) = -y (4
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Eger biiyiime orani pozitifse (R[s(Q1)]>0), bu kararsizhga yol
acar. Bu kararsizlik meydana geldiginde, madde cevresine gore
yerel olarak asir yogun olan disk bdlgelerine dogru hareket
eder. Diskin diisiik yogunluga sahip bolgesi daha az yogun hale
gelirken, yiiksek yogunluga sahip bolge daha yogun hale gelir.
Esitlik 4'de egrilik genligi |¢| sifir oldugunda, yani diiz bir disk
durumunu gosterdiginde, kararsizlik kriteri Lightman ve Eardley
(1974) tarafindan diiz diskler icin 6nerilen kararsizlik kriterine
indirgenir (8(8”22) <0) (Lightman & Eardley 1974; Pringle 1981).

s(Q1) degerini Sekil 2'de ¢ boyutlu renkli harita
olarak ciziyoruz. Bu c¢oéziimler kapsaminda, disk viskozitesi
(0.01<a<0.1) ve disk egriligi (0<|y|<5) araliginda
kararsizligin biiylime oranlari hesaplanmis ve {ic boyutlu
grafikler olusturulmustur. Bu ¢6ziimde biyik egrilikler (yani,
1¥>2.5) icin kararsizigin biiyiime oranlar daha yiiksektir.

Benzer sekilde, s(Q2) yalnizca dikey viskoz tork Q2
etkilerini dikkate alarak dagilma bagintisinin ¢éziimiinii temsil
eder (Q1=03=0) ve su sekilde ifade edilir (Dogan ve dig.
2018).

-0
ol

Eger biyiime orani pozitifse ( R[s(Q2)]>0), bu kararsizliga yol
acar. Bu durumda, yiiksek egrilige sahip bolgeler daha da egrilir
ve diskin kirilmasina yol acabilir. Dikine viskoz tork bileseni
kararsizligin biiyime oranlan {zerindeki etkisi irdelenmistir
ve bu iliskiler Sekil 3'de gosterilmistir. Bu ¢éziimde, kiiciik
egrilikler (yani, ©¥<2.5) icin kararsizhgin blyiime oranlari daha
ylksek bulunmaktadir.

Tim torklar dagilma bagintisina dahil edildiginde,
$(Q1, Q2,Q3) coziimii elde edilir. Sekil 4'te, elde ettigimiz

5(Q2) = (= Q2 + Q[Y)) (Qa[]) (5)
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Sekil 3. Uc boyutlu renk haritasi, ikinci basitlestirilmis céziim
olarak s(Qz2)'in |¢| ve a'ya bagli olarak degisimini gostermektedir.
Varsayimimiz Q1=0Q3=0"dr.

coziimleri egrilik genligi (0<|¢|<5) ve disk viskozitesi
(0.01<a<0.1) araliginda sunmaktayiz. Disiik viskoziteli
diskler, cok kiiciik egriliklerde bile kararsiz davranis
sergilemektedir. Sekil 4'te panel (a), i¢ boyutlu renk
haritasinda kararsizligin biiylime oraninin disk viskozitesi («)
ve egrilik genligi (|¢]) ile nasil degistigini gdstermektedir. Sekil
4(a)'da gorildugi gibi, dusik viskoziteli diskler daha yiiksek
biyiime oranlarina sahip olmaktadir. Bu disklerde kararsizlik
daha giicliidiir ve kritik egrilige sahip olduklarinda cok kisa
zaman Olceklerinde parcalanmalar beklenmektedir.

Sekil 4 panel (b) ise lic boyutlu renk haritasinin («, |¢])
parametre uzayindaki izdisimiini temsil etmektedir. Sekilden
anlasilacag: lizere, beyaz alanlar ise kararli bolgelere karsilik
gelir. Herhangi bir viskozite degeri icin her zaman diskin kararsiz
kaldigi bir egrilik degeri vardir. Kiiciik egriliklerde (1<2.5)
olusan koyu renkli kararsiz bolgeler, dikine viskoz torklardan
kaynaklanirken, biyiik egriliklerde (1>2.5) gorilen kararsiz
bolgeler azimutal viskoz torklardan kaynaklanmaktadir.

3 Sonuclar

Bu calismada, egri disk kararsizhginin farkh viskoz tork
bilesenlerine olan baghlg: incelenmistir. Bu analiz, kararsizligin
arkasindaki fizigi daha iyi anlamamiza olanak saglamaktadir.
Kararsizliga ait en yiiksek bilyiime oranlari, dikine viskoz
torklarin azimutal viskoz torklara baskin oldugu ve egrilik ile
keskin bir degisim gosterdigi bolgelerde gézlenmektedir. Bunun
iki temel sebebi bulunmaktadir:

a. Viskoz zaman Olcekleri: a ve egriligin kiiciik oldugu
durumda Papaloizou & Pringle (1983), azimutal
viskozitenin (1) « ile, dikine viskozitenin (v2) ise
1/a ile orantili oldugunu géstermislerdir. Bu nedenle,
a'nin kiiciik oldugu disklerde dikine viskoz tork katsayisi
(Q2), azimutal viskoz tork katsayisindan (Q1) c¢ok daha
biyiktir. Dolayisiyla, diski diiz tutmaya calisan (disk
halkalarini ayni hizaya getirmeye calisan) tork bileseni
(Q2), acisal momentumun radyal dogrultuda tasinimindan
ve maddenin radyal olarak iceriye diismesini saglayan
tork bileseninden (Q1) c¢ok daha giiclidir. Bu durum,
iki farkh viskoz tork bilesenine iliskin zaman olcekleri
arasinda bir ucurum vyaratir. Q2 hizh bir sekilde diski
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Sekil 4. Panel (a), l¢ boyutlu renk haritasinda z ekseni egrilik
genligi |¢], y ekseni viskozite «, z ekseni ise elde edilen tim
niimerik ¢oziimleri s(Q1, Q2, Q3) gostermektedir. Diisiik viskoziteli
diskler, cok kiiciik egrilik degerlerinde bile kararsizlik géstermektedir.
Panel (b) ise iki boyutlu renk haritasinda x ekseni viskozite (a),
y ekseni egrilik genligi (|1|) ve renk 6lgegi kararsizigin biyiime
oranlarini s(Q1, Q2, Q3) gdstermektedir. Kiiciik egriliklerde (¢<2.5)
olusan koyu renkli kararsiz bélgeler dikine viskoz tork bileseni, biiyiik
egriliklerde (1>2.5) olusan kararsiz bélgeler ise azimutal viskoz tork
bileseni tarafindan ydnetilmektedir.

diizlestirmeye cahsirken, Q1'in maddeyi iceriye tasimasi
cok daha uzun zaman alir. iki torkun biiyiikliigii arasindaki
fark acildikca diskin radyal olarak biitiinligiinii korumasi
zorlasir. Diskin bir biitiin halinde kalabilmesi icin, her iki
tork bileseninin benzer zaman 6Slceklerinde calisiyor olmasi
gereklidir. Bu olmadiginda disk halkalara ayrilir. a'nin
biyik oldugu durumda ise, (yani 1'e yaklastik¢a) diskin
kendisini dizlestirmesi icin gerekli zaman &lcegi, maddenin
diskin bir bolgesinden digerine hareket edebilmesi icin
gerekli zaman Olcegine yakinlasir. Zaman &lceklerindeki
bu benzerlik, diskin kendini bir biitin olarak korumasina
yardim eder ve boylece disk kararl kalir.

b. Viskoz tork katsayilarinin egrilikle degisimi: Kararsizligin
en giicli oldugu bélgenin « ve [|¢| degerlerinin kiiciik

ve dolayisiyla Q2 torkunun en keskin bicimde degistigi
bolgeye karsilik geldigini goriyoruz. Egriligin artmasiyla
Q, difiizyon katsayisinin  keskin bir sekilde dismesi
kararsizliga neden olmaktadir. Ciinkii, egrilik artiyor olsa
da diflizyon katsayisi dismektedir ve egrilik yeterince
difiizyona ugrayamamaktadir. Bu da egriligin giderek
daha da keskinlesmesine ve diskin parcalanmasina sebep
olmaktadir.

Sonu¢ olarak, toplanma diskleri kritik egrilige sahip
olduklarinda ¢ok kisa zaman Olceklerinde parcalanma
egilimindedir. Parcalanma siireci, hem acisal momentumun
dogrudan yitimine neden olmasi hem de halkali yapilar
sergileyen  giincel  disk  gozlemleriyle iliskilendirilmesi
bakimindan énem tasimaktadir.
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