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OZET
Liecebirleri lizerinde 6ngaprazlanmis modiiller kategorisinde esgarpimlarin insaasi ve epimorfizmalar
ve Orten fonksiyonlar arasindaki iligki verilmistir.

On (Pre)crossed Modules Over Lie Algebras

ABSTRACT
The construction of the coproduct of precrossed modules over Lie Algebras and the relation between
epimorphisms and surjections are given.

1.GIRIS

Homotopi tipleri ve geometrinin en temel kisimlarindan biridir. Cebirsel modeler de konu i¢inde 6nemli
bir yer teskiletmektedir. Top; topolojik uzaylar kategorisini ele alalim. X ve Y iki topolojik uzay, f-X—Y ve g:
Y—X sirekli doniisiimler olmak tizere H: fog = 1yveK: gof = 1y ise X ve Y uzaylart ayni homotopi
tipindedir. (veya X ve Y uzaylarina homotopi denir) denir. Bu durumda Top/= homotopi kategorisi (yani
Topdan elde edilen boliim kategorisi) tanimlanabilir. Bu kategorinin objeleri Top kategorisinin objeleriyle
ayni, morfizmler kiimesi, homotopi siniflarinin kiimesi yani

[X,Y] = MorTop/:(X' Y)={lfl.:f € MOTTop(X' )}

dir. Homotopi denk uzaylarin olusturdugu bir sinifa bir homotopi tipi denir. X bir topolojik uzay, x, € X ve
(X, x¢) bir noktalanmis topolojik uzay olsun.

(X, xO) = [(Sn: 1): (X' xO)]

Homotopi grubu, (5™, 1)den (X, x,)a giden noktalanmis doniisimlerin homotopi siniflarin kiimesi olarak
tanimlanir ve n = 1ligin 7, (X, x,) grup yapisina sahiptir ve n > 2 i¢in bu yap1 Abelyendir.

20 inci ylizyilin baslarinda, Abelyen olmayan bir boyutlu 7, (X, x,) temel grubunun; geometri, topoloji
ve analizdeki uygulamalari, n = 0 i¢in Abelyen n-boyutlu H,,(X) homoloji grubu ve baplantili bir X uzayi
icin Hy(X) = m;(X,x0)4? oldugu biliniyordu. Son esitlikten de goriilebilecegi iizere Abelyen olmayan
1, (X, x) temel grubu, incelenen X uzay: hakkinda birinci homoloji grubundan daha fazla bilgi igeriyordu ve
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bu nedenle Temel grubun yiliksek mertebeden degismeli olmayan versiyonlarinin tanimlanmasi dogrultusunda
onemli bir ihtiya¢ dogmustur. Bu problem daha genel olarak Homotopi tiplerin cebirsel modellerinin
tanimlanmasi seklinde ele alinmistir. Bu genel problem diyagramatik olarak su sekilde resmedilebilir;

Il

Topolojiksel veri ¢ ~  Cebirsel veri

B

Top

Bu diyagramda U, forgetful funktor olmak iizere B = UoB dir. Il funktoru homotopiksel olarak
tanimlanmistir. (71, B) adjointikilidir. Bu X Top. Data ve Acebirsel data olmak iizere (X — B(4)) <
(I1(X) — A) oldugu anlamina gelir. Yine I[IoB = 1:.p pq: Olup bu, Cebirsel datanin geometriyi modelledigi
ve Boll = 17,y pqt 0ldugundan homotopiksel bilgi igerdigi anlamina gelir.

Ornek olarak, taban noktali uzaylar ve tabann oktalarindan olusan kiimeli uzaylar gibi topolojik datalara
karsilik gelen cebirsel datalar sirasiyla gruplar ve gruboidlerdir.

Bu baglamda Tabanl Ciftler (Based Pairs) olarak bilinen topolojik dataya karsilik gelen cebirsel data nedir?
(veya buna denk olarak 2inci Mertebeden Abelyen olmayan temel grup nedir?) sorusu akla gelmektedir. Bu
sorunun cevabi, 1939-50 de J.H. Whitehead [7] tarafindan verilmis ve 2-tiplere karsilik Caprazlanmis modiil
olarak adlandirilan cebirsel yapiy1 tanimlamuslardir. S6yleki; X bir topoljik uzay ve A € X, x, € A i¢in I™, n-
kiip olmak tizere m, (X, A, xy) = [[™, X] kiimesi, (X, A) ikilisinin # inci goreceli (relative) homotopi grubu
olup

0:1, (X, A, x0) = 1y—1(4, %)
Bir homomorfizmdir. X™,i < n i¢in i-hiicrelerin birlesimi olmak iizere n = 2 i¢in J.H.Whitehead
0: 7T2(X,X1,x0) d 7T1(X1, xo)

Doniistimiiniin cebirsel yapisinin, 2-tipden X uzayini modelledigini géstermistir ve bu yap1 ¢aprazlanmis
modill olarak adlandirilmistir. Bu yap: tanimlandiktan sonar matematigin ve fizigin gesitli alt disiplinlerinde
genis uygulama sahasi bulmustur. Ozellikle ¢aprazlanmis modiil genislemelerinin, ii¢iincii kohomoloji
gruplarinin temsiliyle ilgisi kavrani temel cebirsel yapilardan biri haline gelmistir. Sonraki zaman diliminde,
caprazlanmis modiiller assosyatif cebirler, degismeli cebirler ve Lie cebirleri gibi degisik cebirsel yapilar
tizerinde tanimlanmugtir [1,2,4,5,6].

Bu ¢alismada Lie cebirleri {izerinde (6n)caprazlanmis modiiller kategorisi tanimlanacak ve muhtelif 6rnekler
verilecektir. Daha sonrasinda, (6n)gaprazlanmig modiil morfizmalari ile ilgili olarak her epimorfizmanin bir
orten doniisim oldugu ispatlanip ¢alisma, tanimlanan bu kategorin bir 6zel alt kategorisinde herhangi iki
objenin es¢arpimi ingaasi ile nihayet bulacaktir. Burada 6zellikle neden dngaprazlanmis modiiller kategorisi
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iizerinde galistigimizi su sekilde agiklayabiliriz; her LLie cebirine karsilik L —> O éngaprazlanmis modiilii
vardir. Bu baglamda
Lie € PXLie

olup, Ongaprazlanmis modiller kategorisi olan PXLie kategorisi, Lie Lie cebirleri kategorisinin
genellemesidir. Boylelikle daha genel bir kategoride elde edecegimiz sonuglar, 6zel olarak Lie cebirleri
kategorisinde de gecerli olacaktir. Ayrica dngaprazlanmis modiiller kategorisi bir interest kategorisine izomorf
olmadigindan, actor obje gibi belli bazi genel tanimlar direct olarak bu kategoriye uygulanamamaktadir.
Dolayisiyla gruplar kategorisi (6n)¢aprazlanmis modiiller kategorisinden farklilik arzetmektedir.

2. Lie Cebirleri Uzerinde On¢aprazlanmis Modiiller

Tamim 1. LyveL, birer Lie cebiri olsun. Ly in Ly tizerine (ly € Ly, l; € Lq icin ly - |, seklinde gosterilen) etkisi
ile birlikte d: Ly = Ly doniigtimii her ly € Ly, l; € Ly i¢in

dlly- 1) = [Lo,d(11)]

d
Sartini saglyorsa L:L; — Ly yapisina Lie cebirleri iizerinde bir ongaprazlanmis modiil denir. Buna ek
olarak, her 1,,1,' € L, icin

d(l1) ' l1’ = [11'11’]

Sartint saglyorsa L ye bir ¢aprazlanmis modiil denir. Bu son esitlige Peiffer 6zdesligi denir.

Ornek 1. L bir Lie cebirive N, L nin bir ideali olsun. Bu durumda N Ny bir 6ngaprazlanmig modiildiir.

.. id i
Burada etki, adjoint representation ile tanimlanir. Ozel olarak, L — Lve0 — L yapilar1 da birer
Ongaprazlanmis modiildiir.

.. 0 i
Ornek 2. M bir non-abelian L-Lie cebiri olsun. Bu durumda M — L bir 6ncaprazlanmigs modildiir. Ozel
olarak, eger L bir non-abelian Lie cebiri ise, (L,L,0) ve (L,0,0) da birer 6ngaprazlanmig modiildiir ve bu ii¢
ornek de ¢aprazlanmisg modiil degildir.

Ornek 3. L bir Lie cebiri olsun. m;(x;,x;) =x; , x1,%; € L seklinde tammlanan my:L XL - L
donlisimiini ve L nin L X L iizerine x - (xy,x,) = ([x,%,],0) , x,%,%x, €L seklinde tamiml etkisini

diisinelim. Bu durumda L X L =4 L bir ongaprazlanmis modiil olup ¢aprazlanmis modiil degildir.
Ornek 4. M bir non-abelian Lie cebiri olsun. My, = M/[M,M] olsun. Mg, nin M iizerine asikar etkisi ile
birlikte m: M — M, bir 6ngaprazlanmis modiil olup ¢aprazlanmis modiil degildir.

Ornek 5. M ve L birer Lie cebiri ve L nin M iizerine etkisi olsun. m;: L x M — L , m;(I,m) = I, kanonik
izdlisimiinii ve L nin L x M fizerine [ - (I',m) = ([[,I'],l - m) seklinde taniml etkisini disiinelim. Bu
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durumda L < M iy bir dngaprazlanmis modiil olup ¢aprazlanmis modiil degildir.

da dar
Tamm 2. L: L; — LoveM: M; —— M, on¢aprazlanmig modiiller, f: L, = Myileg: Ly = M, birer Lie cebir
homomorfizmast olma kiizere

d-f=gd
ve her ly € Ly, 1, € Ly i¢in
flo 1) =go) - f(l1)
oluyorsa (f,g) ikilisine L ve M arasinda bi ron¢aprazlanmig modiil morfizmasi denir.

Boylelikle Lie cebirleri {izerinde 6ngaprazlanmis modiiller kategorisi tanimlanabilir. Bu kategoriyi PXLie ile
gosterecegiz. Bu kategori bir semi-abelian kategoridir. Tanim i¢in [3] numarali makaleye bakilabilir.

Tamm 3. Eger L,', Ly’ sirasiyla Ly ve Ly wn alt cebirleri, d' = d ‘Ll ve Ly’ mn Ly' iizerine etkisi Ly in L,

ar d
iizerine etkisinden indirgeniyor ise L':L,'—— Ly' oncaprazlanmis modiiliine L:L, — Lgin  bir
ongaprazlanmus alt modiilii denir.

dar da
Tanm 4. L':L," — L', L: L — Ly i ongaprazlanmis alt modiilii olsun. L' ile Ly swrasiyla L, ve Ly in
idealleri, her ly € Lo, l;" € L, icin ly-1," € L' ve her 1y’ € Ly', 1, € Ly icin ly' -1, € Ly ise L' ne L nin bir
caprazlanmig ideali denir ve bu durum L' 2 L seklinde gosterilir.

Bunun bir sonucu olarak L/L":L,/L;" = Ly/Ly" bolim 6ngaprazlanmig modiilii elde edilir. Caprazlanmig
ideal tanimi boliim objesindeki etkinin iyi tanimliligini garanti eder.

(f,9):L » M bir ongaprazlanmig modiil morfizmasi olsun. Bu durumda (Kerf,Kerg,d ‘) ye (f,g) nin

¢ekirdegi denir ve bu 6ngaprazlanmis modiil L nin bir ¢aprazlanmis idealidir. Benzer sekilde (Imf,Img, d’ |)
ye (f, g) nin goriintiisii denir ve bu dngaprazlanmis modiil M nin bir ¢aprazlanmig alt modiiliidiir.
3.Escarpimlar ve Epimorfizmler

L bir sabit Lie cebiri olsun. Deger kiimesi L olan tiim &ngaprazlanmis modiiller, PXLie nin bir dolu alt
kategorisidir. Bu kategoriyi PXLie/L ile gosterelim.

Teorem 1. PXLie/L, da es¢carpimlar mevcuttur.

. da dar
Ispat L LoveK Lo birer 6ngaprazlanmig modiil olsun. K nin L tizerine her k € K,l € L igin
k-l=[d'(k),1] seklinde tanimlanan bir etkisi mevcuttur. Bu etkiyi* ile gosterelim. Buradan hareketle
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K' < L semi direct ¢arpimini tamimlayabiliriz. ¢:K X L — L, homomorfizmini o(k,1) = d’(k) + d(l)
seklinde tammlayalim. Her (k, ), (k',1") € K  Ligin

o[k, D), k', 1] =o(kk'k-U'=k"-1+[LI'])
=d'[kk']+dlk+1")—d(k'=D)+d[Ll'] ,
[d'k+dl,dk"+dl' =[d'k+dl,d'k'l+[dk+dl,dl']

= [d'k,d'k'] + [dl, d'k'] + [d'k, d'] + [dL, dl']
=d'[kk']—dk' =)+ d(k = 1") + d[L, ']

Oldugundan o: K X L — L bir Lie cebir homomorfizmasidir. Lyin K x L {izerine, her [y € Ly,l € L,k € K
icin Ly - (k, 1) = (I k, 1, - 1) seklinde tanimlanan etkisini diisiinelim.

a(ly- (k1) = [lo, ok, D]
=a(ly-kly-1)
=d'(ly-k)+d(ly -1
= [lo, dk] + [1o, dl]
= [lo, dk + dl]
lo,o(k,D]  =[1,,d'k +d(D]

Oldugundan tanimlanan bu etki ile birlikte o:K X L — L, bir Ongaprazlanmig modiildiir (fakat bir

d ar
caprazlanmig modiil degildir). Rutin hesaplamalar sonucunda bu yapi, verilen L — Ly ve K —— L
ongaprazlanmis modiillerinin PXLie/L, de bir escarpimidir.

Not 1. C > Ly,K - Ly,L = L, birer 6ngaprazlanmis modil olsun. (f,id): (C = Ly) = (K = Ly) ve
(g,id): (C - Ly) » (L —» Ly) birer dngaprazlanmig modiil homomorfizmasi olsun. Bu durumda 7, her x € C
icin (g(x),0)(0 — f(x)) = (g(x), f(x)) formundaki elemanlar tarafindan iiretilen caprazlanmis ideal olmak

iizere g — L, Ongaprazlanmig modiilii, (K = Ly) ve (L — L) 6n¢aprazlanmig modiillerinin bir ileri itmesi

(push out) dir.

da dr
Teorem 2. L:L, — Ly, L':L,'—— Ly birer odngaprazianmis modiil olsun. (a,B):L - L' bir
epimorfizm ise avef3 birer orten Lie cebir homomorfizmasidir.

. da dr
Ispat L: L, — Lo, , L':L;" —— L, birer ongaprazlanmis modiil ve (a, 8): L — L' bir epimorfizm olsun.
Direk hesaplama sonucu 8 bir epimorfizmdir ki Lie cebirleri kategorisinde her epimorfizm bir o6rten

homomorfizm oldugundan f ortendir. a(L,) 2, Ly bir éngaprazlanmig modiildiir ve inc.:a(L;) - L,
homomorfizmi vardir. /, K X L nin {(a,a) | a € a(L;)} tarafindan iiretilen ideali olmak iizere, yukaridaki
notta ifade edilen ileri itmelerin ingaasinda C = a(L;) , Lo =P, , K=L=1, f = g = inc. alirsak,
(Jy, id)o(a,B) = (J,,id)o(a, B) bulunur ve (a,B) bir epimorfizm oldugundan J; =], dir. a(L;) #
L," oldugunu Kabul edelim. Bu durumda en az bir x € L; — a(L,) vardir. Dolayisiyla J, (x) # J,(x) bulunur
ki bu bir ¢eliskidir. Boylece a(L;) = L, olup bir érten Lie homomorfizmidir.
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