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Özet 

Bu çalışmada, üç boyutlu De Sitter uzayında 𝐾 −flat ve minimal dönel yüzeyleri ve yüzeyin pozisyon vektörünü kullanarak Laplace 

operatörünün ∆𝑋 = 0, ∆𝑋 = 𝜆𝑋 ve ∆𝑋 = 𝐴𝑋 eşitliğini sağlayan konformal ve non-konformal yüzeyleri araştırdık. 

 
Anahtar Kelimeler: De Sitter uzayı, dönel yüzeyler, konformal uzaylar. 

 
 

Surfaces of Revolution in De Sitter 3-Space 

Abstract 

In this study, we investigated 𝐾 −flat and minimally surfaces of revolution in three-dimensional De Sitter space and also we study 
conformal and non-conformal surfaces that satisfy the equations of the Laplace operatör ∆𝑋 = 0, ∆𝑋 = 𝜆𝑋 ve ∆𝑋 = 𝐴𝑋 by using the 
position vector of the surface. 
  

Keywords: De Sitter space, surface of revolution, conformal surfaces. 
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1. Giriş 
 
Bir eğrinin bir eksen doğrusu etrafında döndürülmesi ile elde edilen dönel yüzeyler uygulama alanları bakımından 

zengin olan yüzeylerdir. Fizikte sanayide modellemede ve sanatta yaygın teknik uygulamalara sahiptir. 

Matematikte ise farklı uzay formlarında incelenmiş geniş bir literatüre sahiptir. Chen üç boyutlu Öklid uzayında 

sonlu tip yüzeyleri, ‘’yüzeyin koordinat fonksiyonlarının Laplacianının Eigen fonksiyonlarının sonlu toplamı olarak 

kendi ismi ile anılan sonlu tip yüzeyler’’ şeklinde ele almıştır. Burada sonlu tip kavramı Öklid uzayında veya 

Pseudo- Öklid uzayında bir yüzey üzerinde incelenmiştir. Sonlu tip alt manifoldların teorisi birçok geometrici 

tarafından çalışılmıştır.[1,2,3]. De Sitter uzayı sabit pozitif skaler eğriliğe(Ricci skaleri) sahip bir hiperbolik uzay 

formudur ve 𝐻3(−𝑐2)  ile gösterilir. Bu uzayda 𝐻ℎ = 𝑐  sabit ortalama eğrilikli yüzeylerin geometrik özellikleri 

Öklid uzayındaki 𝐻𝑒 ortalama eğriliğine sahip minimal yüzeylerin geometrisine oldukça benzerdir ve bu benzerlik 

bire bir benzerliktir. Bu durum sabit ortalama eğrilikli yüzeylerin karşılıklı olarak aynı Gauss-Codazzi eşitliklerini 

sağlamasından kaynaklanır. Bu benzerlik Lawson bağıntısı olan 𝐻𝑒 = √𝐻ℎ
2 − 𝑐2 eşitliğinden kaynaklanır. Lee ve 

Zarske bu uzayda 𝐻ℎ = 𝑐 sabit ortalama eğriliğe sahip yüzeyleri ve minimal dönel yüzeyleri incelemiş ve 𝑐 → 0 

limit halinde sabit eğrilikli yüzeyin Öklid uzayında minimal dönel yüzey olan katenoid olduğunu göstermiştir.Lee 

ve Martin üç boyutlu De-Sitter uzayında sabit ortalama eğrilikli spacelike ve timelike yüzeyleri 

http://dergipark.gov.tr/usufedbid
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çalışmışlardır.[4,5,6] . Kaimakamis, Papantoniou ve Peteumenos üç boyutlu anti De-Sitter uzayında Lorentz 

invaryant  spacelike yüzeyleri çalışmıştır[7]. 

𝑋:𝑀 → 𝐸𝑚 m boyutlu Öklid uzayında bağlantılı n boyutlu monifoldunun izometrik inversiyonu olsun ve 𝐻,𝐾 ve 

delta sırasıyla ortalama eğrilik, Gaus eğriliği ve 𝑀 nin Laplacian oparetörü olsun. Takahashi ve Garay sırasıyla 

∆𝑋 = 𝜆𝑋 ve ∆𝑋 = 𝐴𝑋, : 𝐴 ∈ 𝑀𝑎𝑡 (𝑚, 𝑅) eşitliğini sağlayan minimal yüzeyleri incelemişlerdir[8,9]. 𝑁,𝑀 yüzeyinin 

Gauss dönüşümü olmak üzere Dillen ve Verstraelen ∆𝑁 = 𝐴𝑁, 𝐴 ∈ 𝑀𝑎𝑡 (3, 𝑅) [3,10]. 

 

2. Temel Bilgiler 
 

𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 koordinat sistemi olmak üzere 𝑅3+1 Minkowski uzayında metrik 

𝑑𝑠2 = −(𝑑𝑥𝑜)
2 + (𝑑𝑥1)

2 + (𝑑𝑥2)
2 + (𝑑𝑥3)

2 

şeklinde tanımlıdır. 3 boyutlu hiperbolik uzay, sabit kesitsel eğriliği −𝑐2 olan 

𝐻3(−𝑐2) = {(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑅
3+1 : − 𝑥0

2 + 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 = −

1

𝑐2
} 

ile tanımlı iki parçalı hiperboloidtir. Bu uzayda 

𝑈 = {(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐻
3(−𝑐2):  𝑥0 + 𝑥1 > 0} 

yamasını göz önüne alalım ve 

𝑢 = −
1

𝑐2
log𝑐(𝑥0 + 𝑥1), 

𝑥 =
𝑥2

𝑐(𝑥0 + 𝑥1)
 

𝑦 =
𝑥3

𝑐(𝑥0 + 𝑥1)
 

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda koordinatlar 𝑢, 𝑥, 𝑦 olan 𝐼𝑅3 te 𝐻3(−𝑐2)  De Sitter uzayının düzlemsel bir 

modelinin metriği  

𝑔𝑐 = (𝑑𝑢)
2 + 𝑒−2𝑐𝑢{(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2}                               

olacaktır. 𝑐 → 0 yaklaştıkça 𝐻3(−𝑐2) uzayı 3-boyutlu Öklid uzayına yaklaşır.[5] 

                     𝑑𝑠2 = (𝑑𝑢)2 + 𝑒−2𝑐𝑢{(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2}                                         (2.1) 

metriği ile birleştirilmiş (𝑅3,g) uzayı sabit −𝑐2 eğriliğine sahiptir. Bu uzay 𝐻3(−𝑐2) ile gösterilir. 

Diğer taraftan, 

𝑋:𝑀 → 𝐻3(−𝑐2) 

parametrik bir yüzey olsun. (2.1) metriği her bir  𝑇𝑝 𝐻
3(−𝑐2) tanjant uzayında bir iç çarpıma indirgenir. Bu iç 

çarpım 𝐻3(−𝑐2) uzayındaki konformal yüzeyler için  

< 𝑥𝑢 , 𝑥𝑣 > = 0, |𝑥𝑢| = |𝑥𝑣| = 𝑒
𝜔

2  

şartları ile tanımlanabilir, burada u, v M de lokal koordinat sistemi ve 𝜔:𝑀 → 𝑅  reel değerli fonksiyondur. 

𝑋(𝑢, 𝑣) yüzeyinin ortalama eğriliğini hesaplayabilmek için yüzeyin normalinin 𝐻3(−𝑐2) uzayında değil de her bir 

𝑇𝑝 𝐻
3(−𝑐2) tanjant uzayında aşağıdaki şekilde tanımlı bir vektörel çarpımla hesaplayabiliriz 

𝑣 = 𝑣1 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+ 𝑣2 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+ 𝑣3 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

, 



Yılmaz, Karacan ve Tunçer/ Uşak Üniversitesi Fen ve Doğa Bilimleri Dergisi 1-13 2025 (1) 

 

3 
 

𝑤 = 𝑤1 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+ 𝑤2 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+𝑤3 (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

, 

olmak üzere 

𝑣 × 𝑤 = (𝑣2𝑤3 − 𝑣3𝑤2) (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+ 𝑒2𝑐𝑡(𝑣3𝑤1 − 𝑣1𝑤3) (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

+ 𝑒2𝑐𝑡(𝑣1𝑤2 − 𝑣2𝑤1) (
𝑑

𝑑𝑡
)
𝑝

. 

𝑋(𝑢, 𝑣)  parametrik yüzeyinin birim normal vektör alanı 𝑁  olsun. Her bir tanjant uzayında I. Temel formun 

katsayıları  

𝑔11 =< 𝑥𝑢 , 𝑥𝑢 >,𝑔22 =< 𝑥𝑣 , 𝑥𝑣 >, 𝑔33 =< 𝑥𝑢, 𝑥𝑣 >                             (2.2) 

ve II. Temel formun katsayıları da  

ℎ11 =< 𝑥𝑢𝑢 , 𝑁 >, 𝑔22 =< 𝑥𝑣𝑣, 𝑁 >, 𝑔33 =< 𝑥𝑢𝑣 , 𝑁 >                            (2.3) 

olmak üzere 

‖𝑥𝑢 × 𝑥𝑣‖
2 = 𝑒4𝑐𝑡(𝑢,𝑣)(𝑔11𝑔22 − 𝑔12

2 ),   

şeklindedir. Burada c sıfıra yaklaştıkça 

‖𝑥𝑢 × 𝑥𝑣‖
2 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔12

2  

dır.Bu durumunda yüzeyin Gauss ve ortalama eğriliği  

     𝐾 = 𝐾 + 𝜀
ℎ11ℎ22−ℎ12

2

𝑔11𝑔22−𝑔12
2                                                                  (2.4) 

 

 𝐻 =
𝑔22ℎ11+𝑔11ℎ22−2𝑔12ℎ12

2(𝑔11𝑔22−𝑔12
2 )

                                                         (2.5) 

şeklinde tanımlıdır. ∆, 𝑀 yüzeyinin Laplacian operatörü olmak üzere 

∆𝑋 = −
1

√|𝑔11𝑔22−𝑔12
2 |

[
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑔22𝑥𝑢−𝑔12𝑥𝑣

√|𝑔11𝑔22−𝑔12
2 |

) −
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑔12𝑥𝑢−𝑔11𝑥𝑣

√|𝑔11𝑔22−𝑔12
2 |

)]                    (2.7) 

şeklinde tanımlanır [3,7,11,12]. 

 

 
3. Bulgular 
 

𝛼(𝑢) =  (𝑢, ℎ(𝑢), 0) 

𝑢𝑥-düzleminde profil eğrisi olmak üzere, bu eğrinin 𝑢-ekseni etrafında 𝑣 açısı ile döndürülmesi ile elde edilen 

dönel yüzey  

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, ℎ(𝑢) cos 𝑣 , ℎ(𝑢)𝑠𝑖𝑛𝑣)                                         (3.1) 

şeklinde tanımlanır [5]. (3.1) eşitliğinde yüzeye ait I. ve II. Temel formun katsayıları (2.2) ve (2.3) eşitliklerinden 

𝑔11 = 𝑒
2𝑐𝑢(ℎ′(𝑢)2 − 𝑒−2𝑐𝑢), 𝑔22 = 𝑒2𝑐𝑢ℎ′(𝑢)2, 𝑔12 = 0 

ve 

ℎ11 =
−ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)

√ℎ(𝑢)2(ℎ′(𝑢)2 − 𝑒−2𝑐𝑢)
, ℎ22 =

ℎ(𝑢)2

√ℎ(𝑢)2(ℎ′(𝑢)2 − 𝑒−2𝑐𝑢)
, ℎ12 = 0 
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şeklinde elde edilir.  𝑔11 = 𝑔22  konformallik koşulu değerlendirildiğinde M yüzeyi için 

01)()( 2222 =−− cucu euheuh                                             (3.2) 

denklemine ait genel çözüm  

ℎ(𝑢) =

√(−𝑢 + ∫ (−
1

−𝑐𝑎 + √𝑎2 + 1
)𝑑𝑎 + 𝑐1

𝑍

0
)

𝑒𝑐𝑢
 

olup, 𝑐 = 0 için  

)sinh()( 1cuuh +−=  

çözümü elde edilir. Bu durumda konformal dönel yüzeyin denklemi 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, ± sinh(−𝑢 + 𝑐1) cos(𝑣) , sinh(−𝑢 + 𝑐1) sin(𝑣)) 

olacaktır. Diğer taraftan (2.4) ve (2.5) eşitliklerinden Gauss ve ortalama eğrilikleri, 

𝐾 = 𝐾 +
−ℎ′′(𝑢)𝑒−4𝑐𝑢

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2 − 𝑒−2𝑐𝑢)
 

ve 

𝐻 =
1

2

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 𝑒−2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2

𝑒−2𝑐𝑢(−𝑒−2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2)√ℎ(𝑢)2(𝑒−2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)2)
 

olarak elde edilir. Konformal olmayan sıfır kesitsel eğriliğe sahip 𝐾 − flat dönel yüzey için 21)( cucuh +=  

olacağı kolaylıkla söylenebilir, fakat konformallik şartını sağlayan 𝐾 −flat yüzey için h(u) çözümü olmayacağı ve 

dolayısıyla konformal  𝐾 −flat dönel yüzey olmadığı belirtilmelidir. 𝑐 = 0 Öklidyen durumda ℎ(𝑢) = ±1 için -1 

sabit kesitsel eğriliğe sahip konformal 𝐾 −flat dönel yüzey  

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, ± cos(𝑣) , ± sin(𝑣)) 

şeklinde silindir yüzeyi olacaktır. 

𝑀 yüzeyi için minimal yüzey olma şartı düşünüldüğünde, 𝐻 = 0 için  

ℎ(𝑢) =
𝑒(−𝑐+

√𝑐2−𝑐1)𝑢 + 4(𝑐2)
2(𝑐1 − 𝑐

2)𝑒(−𝑐−
√𝑐2−𝑐1)𝑢

4𝑐2(𝑐1 − 𝑐
2)

 

çözümü elde edilir. O halde konformal olmayan minimal dönel yüzey denklemi 

𝜑 = 𝑒(−𝑐+
√𝑐2−𝑐1)𝑢 + 4(𝑐2)

2(𝑐1 − 𝑐
2)𝑒(−𝑐−

√𝑐2−𝑐1)𝑢 

olmak üzere 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
𝜑cos (𝑣)

4𝑐2(𝑐1 − 𝑐
2)
,
𝜑sin (𝑣)

4𝑐2(𝑐1 − 𝑐
2)
) 

şeklinde olacaktır. Konformallik şartı düşünüldüğünde minimal-konformal dönel yüzey olmadığı kolayca görülür. 

Sonuç 3.1: De Sitter uzayında konformal olmayan minimal dönel yüzey 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
𝜑cos (𝑣)

4𝑐2(𝑐1 − 𝑐
2)
,
𝜑sin (𝑣)

4𝑐2(𝑐1 − 𝑐
2)
) 
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formundadır ve minimal-konformal dönel yüzey yoktur. 

 

Şekil 1. 𝑐 = −1, 𝑐1 =
1

2
, 𝑐2 = 1, ℎ(𝑢) =

𝑒
(−𝑐+√𝑐2−𝑐1)𝑢

+4(𝑐2)
2(𝑐1−𝑐

2)𝑒
(−𝑐−√𝑐2−𝑐1)𝑢

4𝑐2(𝑐1−𝑐
2)

 , −
𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için 

non-konformal minimal dönel yüzey 

 

Birinci temel formun katsayılarıyla oluşturulan ∆-Laplace operatörü hesaplandığında (2.7) eşitliğinden, 

∆𝑋 =

(

 
 
 
 

−
ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
,

−
cos(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢(−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
,

−
sin(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢(−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2 )

 
 
 
 

 (3.3) 

bulunur.  ∆𝑋 = 0 harmoniklik koşulu düşünüldüğünde ∆𝑋 = ((∆𝑋)1, (∆𝑋)2, (∆𝑋)3) olmak üzere (∆𝑋)2 = (∆𝑋)3 =

0 eşitliğinden, 

ℎ(𝑢) = −
1

2
𝑒±

𝑒𝑐1𝑐2𝑐−2𝑐1𝑐−𝑒
−𝑐𝑢−𝑐1  

𝑐 +
1

2
 𝑒∓

𝑒𝑐1  𝑐2 𝑐−𝑒
−𝑐𝑢−𝑐1  

𝑐  

çözümü elde edilir fakat bu çözümlerin (∆𝑋)1 = 0 eşitliğini sağlamamaktadır. O halde 0c için harmonik ve non-

konformal dönel yüzey yoktur.  𝑐 = 0 alınırsa, 

∆𝑋 =

(

 
 
 
 
−
ℎ′(𝑢)3 + ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2 − 1)2
,

−
cos(𝑣) (ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 1)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2 − 1)2
,

−
sin(𝑣) (ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 1)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2 )

 
 
 
 

 

elde edilir ve burada (∆𝑋)1 = (∆𝑋)2 = (∆𝑋)3 = 0 eşitliklerini sağlayan ℎ(𝑢) fonksiyonu 

ℎ(𝑢) =
±𝑐1

2
(
𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1 − 1

𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1

) 

olarak bulunur. Bu durumda harmonik ve non-konformal dönel yüzey 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
±𝑐1

2
(
𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1 − 1

𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1

)cos(𝑣) ,
±𝑐1

2
(
𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1 − 1

𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1

)sin (𝑣)) 
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olarak elde edilir. 

Sonuç 3.2: De Sitter uzayında 𝑐 ≠ 0  durumunda harmonik ve non-konformal dönel yüzey yoktur. 

𝑐 = 0 durumunda ise harmonik ve non-konformal dönel yüzey  

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
±𝑐1

2
(
𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1 − 1

𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1

)cos(𝑣) ,
±𝑐1

2
(
𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1 − 1

𝑒
2(𝑐2+𝑢)

𝑐1

)sin (𝑣)) 

formundadır, burada 𝜀 = ±1 dir. 

 

Şekil 2. 𝜀 = 1, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 2, ℎ(𝑢) =
±𝑐1

2
(
𝑒

2(𝑐2+𝑢)
𝑐1 −1

𝑒

2(𝑐2+𝑢)
𝑐1

), −𝜋 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋  ve −
3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için non-konformal 

harmonik dönel yüzey 

 

Diğer taraftan  ijaA =  3x3 matris olmak üzere  ∆𝑋 = AX eşitliğini sağlayan non-konformal yüzeyler 

için; 

𝑎11𝑢 + 𝑎12ℎ(𝑢) cos(𝑣) + 𝑎13ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −

{
ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢

−𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)
}

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

𝑎21𝑢 + 𝑎22ℎ(𝑢) cos(𝑣) + 𝑎23ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −

cos(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

𝑎31𝑢 + 𝑎32ℎ(𝑢) cos(𝑣) + 𝑎33ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −

sin(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

eşitlikleri elde edilir. 𝑐𝑜𝑠𝑖𝑛ü𝑠  ve 𝑠𝑖𝑛ü𝑠  fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan 𝑎11 = 𝜆  ve 𝑎22 = 𝑎33 = 𝜇  ve 

𝑎12 = 𝑎21 = 𝑎31 = 𝑎13 = 𝑎32 = 𝑎23 = 0 

 için 

𝜆𝑢 = −

{
ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢

−𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)
}

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
, 

𝜇ℎ(𝑢) cos(𝑣) = −

cos(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
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𝜇ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −

sin(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
. 

2. ve 3. denklemden 

𝜇 = −
𝑒−2𝑐𝑢(−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

olup 1. denklem de kullanılırsa, 

𝜆𝑢 {
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢) + ℎ′(𝑢)2

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 𝑒−2𝑐𝑢
} = 𝜇 {

ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢

−𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)
} 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin {𝑐 ≠ 0, 𝜆 = 0, 𝜇 ≠ 0} ve {𝑐 ≠ 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 ≠ 0} için analitik çözümü yoktur. 

{𝑐 ≠ 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 = 0} için; 

−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢) + ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 𝑒−2𝑐𝑢 = 0 

denkleminin çözümü 

                                                  ℎ(𝑢) =
1

2

(𝑒
±2𝑐1(−𝑐2+𝑒

−𝑐𝑢)
𝑐 −1)𝑒

∓2𝑐1(−𝑐2+𝑒
−𝑐𝑢)

𝑐

𝑐1
, 

bulunur. {𝑐 = 0, 𝜆 = 0, 𝜇 ≠ 0} için   

ℎ′(𝑢)3 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢) = 0 

denkleminden  

ℎ(𝑢) =
±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
 ,ℎ(𝑢) = 𝑐1 

bulunur. {𝑐 = 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 = 0}için 

ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 1 = 0 

eşitliğinden 

ℎ(𝑢) =
±1

2
𝑐1

{
 
 

 
 
(𝑒

𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

− 1

(𝑒
𝐶2
𝑐1) (𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 
 

 
 

  

bulunur. {𝑐 = 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 ≠ 0} için  

𝜆𝑢{ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 1} = 𝜇{ℎ′(𝑢)3 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)} 

denkleminden 

                                          ℎ(𝑢) =
1

2

𝜆𝑢2

𝜇
+ 𝑐1,ℎ(𝑢) =

±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
  

çözümleri elde edilir. 
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Sonuç 3.3: De Sitter uzayında  ∆𝑋 = [
𝜆 0 0
0 0 0
0 0 0

]𝑋 eşitliğini sağlayan non-konformal dönel yüzeylerin denklemleri 

aşağıdaki gibidir, 

𝑋(𝑢, 𝑣) =

(

  
 𝑢,

1

2

(𝑒
±2𝑐1(−𝑐2+𝑒

−𝑐𝑢)
𝑐 − 1)𝑒

∓2𝑐1(−𝑐2+𝑒
−𝑐𝑢)

𝑐

𝑐1
cos(𝑣) ,

1

2

(𝑒
±2𝑐1(−𝑐2+𝑒

−𝑐𝑢)
𝑐 − 1)𝑒

∓2𝑐1(−𝑐2+𝑒
−𝑐𝑢)

𝑐

𝑐1
sin (𝑣)

)

  
 
, 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, 𝑐1 cos(𝑣) , 𝑐1sin (𝑣)). 

𝑐 = 0  Öklidiyen durumunda ∆𝑋 = [
𝜆 0 0
0 0 0
0 0 0

]𝑋  ve ∆𝑋 = [
𝜆 0 0
0 𝜇 0
0 0 𝜇

] 𝑋  olacak şekilde non-konformal dönel 

yüzeylerin denklemleri sırasıyla aşağıdakiler gibidir. 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
+1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
cos(𝑣) ,

±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
sin (𝑣)), 

ve 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, (
1

2

𝜆𝑢2

𝜇
+ 𝑐1) cos(𝑣) , (

1

2

𝜆𝑢2

𝜇
+ 𝑐1) sin (𝑣)), 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
cos(𝑣) ,

±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
sin (𝑣)). 

 

Şekil 3. 𝜆 ≠ 0, 𝜇 = 0, 𝜀 = 1, 𝑐 = −1, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0, ℎ(𝑢) =
1

2

(𝑒
±2𝑐1(−𝑐2+𝑒

−𝑐𝑢)
𝑐 −1)𝑒

∓2𝑐1(−𝑐2+𝑒
−𝑐𝑢)

𝑐

𝑐1
 ,−

𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve 0 ≤

𝑣 ≤
𝜋

2
  için non-konformal dönel yüzey 

 

Şekil 4. 𝜆 ≠ 0, 𝜇 = 0, 𝑐 = 0, 𝑐1 = 2  , ℎ(𝑢) = 𝑐1 ,−
𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve 0 ≤ 𝑣 ≤

𝜋

2
  için non-konformal dönel yüzey 
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Şekil 5. 𝜆 = 0, 𝜇 ≠ 0, 𝜀 = 1, 𝑐 = 0, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = −1, ℎ(𝑢) =
±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
, −𝜋 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  

için non-konformal dönel yüzey 

 

Şekil 6.  𝑐1 = 0, 𝜆 = 2, 𝜇 = 1 , ℎ(𝑢) =
1

2

𝜆𝑢2

𝜇
+ 𝑐1, −𝜋 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için non-konformal dönel yüzey 

 

Diğer taraftan ∆𝑋 = ηX eşitliğini sağlayan yüzeyler için 

η𝑢 = −

{
ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢

−𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)
}

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

ηℎ(𝑢) cos(𝑣) = −

cos(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

ηℎ(𝑢) sin(𝑣) = −

sin(𝑣) 𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
 

eşitliklerinden 2. ve 3. Kullanılırsa, 

−

𝑒−2𝑐𝑢 (
−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 + ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 1
)

ℎ(𝑢)(ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 1)2
= η 

olup 1. denklemden 

ℎ(𝑢) {
ℎ′(𝑢)3𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢)𝑒2𝑐𝑢

−𝑐ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)
} = 𝑢 {

−𝑐ℎ′(𝑢)ℎ(𝑢) + ℎ′(𝑢)2

−ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 𝑒−2𝑐𝑢
} 

elde edilir. Bu denklemin bir analitik çözümü yoktur. c=0 için  
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ℎ(𝑢){ℎ′(𝑢)3 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)ℎ(𝑢) − ℎ′(𝑢)} = 𝑢{ℎ′(𝑢)2 − ℎ(𝑢)ℎ′′(𝑢) − 1} 

denkleminin çözümü 

                                      ℎ(𝑢) = ±√𝑢2 + 𝑐1, ℎ(𝑢) =
±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
 

olarak elde edilir. 

Sonuç 3.4: c=0 Öklidiyen durumunda  ∆𝑋 = ηX  non-konformal dönel yüzeyler aşağıdakilerden birisidir, 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, ±√𝑢2 + 𝑐1 cos(𝑣) , ±√𝑢
2 + 𝑐1sin (𝑣)) 

 𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢,
±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
cos(𝑣) ,

±1

2
𝑐1

{
 

 (𝑒
𝐶2
𝑐1)

2

(𝑒
𝑢
𝑐1)

2

−1

(𝑒

𝐶2
𝑐1)(𝑒

𝑢
𝑐1)

}
 

 
sin (𝑣)), 

𝑐 ≠ 0 için De Sitter uzayında  ∆𝑋 = ηX eşitliğini sağlayan non-konformal dönel yüzey yoktur. 

 

Şekil 7. 𝜀 = 1, 𝑐 = 0, 𝑐1 = 1, ℎ(𝑢) = √𝑢
2 + 1, ℎ(𝑢) = ±√𝑢2 + 𝑐1, −

𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için non-

konformal dönel yüzey 

 

Diğer taraftan (2.1) eşitliğinde  

cucu euheuh 2222 )(1)( =−  

konformallik şartı kullanılırsa 

                         ∆𝑋 =

(

 
 
 

−ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢−ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢−𝑐

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
,

−
cos(𝑣)(−𝑐ℎ′(𝑢)+ℎ(𝑢)−ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
,

−
sin(𝑣)(−𝑐ℎ′(𝑢)+ℎ(𝑢)−ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢 )

 
 
 

                                             (3.4)                            

elde edilir. Konformal ve aynı zamanda harmonik 𝑀 yüzeyi için (∆𝑋)1 = (∆𝑋)2 = (∆𝑋)3 = 0  eşitliklerinden  

ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐 = 0, 

                                                     −𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢) = 0 

yazılabilir. Her iki denklemi sağlayan bir h(u) çözümü yoktur. Ayrıca c=0 durumunda ikinci denklemden 

ℎ(𝑢) = 𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢 
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çözümü elde edilir. Konformallik şartı da düşünüldüğü zaman 

                                             (−𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)2 − (𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)2 = 1  

eşitliği elde edilir ki düzenlendiğinde 4𝑐1𝑐2 + 1 = 0 elde edilir. Bu ifadeyi sağlayan 𝑐1,𝑐2 değerleri için ℎ(𝑢) çözüm 

fonksiyonu vardır. 

Sonuç 3.5: c=0 Öklidiyen durumunda 4𝑐1𝑐2 + 1 = 0  olmak üzere konformal-harmonik dönel yüzey aşağıdaki 

gibidir 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, (𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)cos(𝑣) , (𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)sin (𝑣)). 

 

 

Şekil 8. 𝑐 = 0, 𝑐1 = −
1

2
,  𝑐2 =

1

2
, ℎ(𝑢) = −

1

2
𝑒−𝑢 +

1

2
𝑒𝑢, −

𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için konformal-harmonik 

dönel yüzey 

 ijaA =  3x3 matris olmak üzere (2.2) eşitliği kullanılarak ∆𝑋 = 𝐴𝑋  eşitliğini sağlayan konformal yüzeyler için; 

𝑎11𝑢 + 𝑎12ℎ(𝑢)cos(𝑣) + 𝑎13ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −
ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
, 

𝑎21𝑢 + 𝑎22 cos(𝑣) + 𝑎13ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −
cos(𝑣) (−𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
, 

𝑎31𝑢 + 𝑎32 cos(𝑣) + 𝑎33ℎ(𝑢) sin(𝑣) = −
sin(𝑣)(−𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
 

cos ve sin fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan 𝑎11 = 𝜆 ve 𝑎22 = 𝑎33 = 𝜇 ve 𝑎12 = 𝑎21 = 𝑎31 = 𝑎13 = 𝑎32 =

𝑎23 = 0 için 

𝜆𝑢 = −
ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
, 

𝜇ℎ(𝑢) = −
−𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢)

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
, 

denklemleri elde edilir. Son iki eşitlikten  

𝜆𝑢ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢 − 𝜇ℎ(𝑢)5ℎ′(𝑢)𝑒6𝑐𝑢 + 𝑐ℎ′(𝑢)2𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐 = 0 

elde edilir. {𝑐 ≠ 0, 𝜆 = 0, 𝜇 ≠ 0} ,{𝑐 ≠ 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 = 0} , 𝜆 = 0 ve 𝑐 = 0,{𝑐 ≠ 0, 𝜆 ≠ 0, 𝜇 ≠ 0} için çözüm yoktur.  

𝜆 = 0 ve 𝜇 = 0  ve 𝑐 ≠ 0 için,  

                                                  ℎ(𝑢) = ±
1

𝑐𝑒𝑐𝑢
+ 𝑐1   
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bulunur fakat bu fonksiyon konformallik şartını sağlamaz. 

        Diğer taraftan ∆𝑋 = ηX  eşitliğini sağlayan konformal yüzeyler için (3.4) kullanılarak, 

−
ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
= ηu, 

−
cos(𝑣) (−𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
= ηℎ(𝑢) cos(𝑣), 

−
sin(𝑣) (−𝑐ℎ′(𝑢) + ℎ(𝑢) − ℎ′′(𝑢))

ℎ(𝑢)4𝑒4𝑐𝑢
= ηℎ(𝑢)sin(𝑣) 

elde edilir. 2. ve 3. denklemlerden 

ℎ′′(𝑢) + 𝑐ℎ′(𝑢) − ℎ(𝑢)

ℎ(𝑢)5𝑒4𝑐𝑢
= η 

bulunur. 1. denklemden 

𝑢{ℎ′′(𝑢) + 𝑐ℎ′(𝑢) − ℎ(𝑢)} + ℎ(𝑢){ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)𝑒2𝑐𝑢 − 𝑐} = 0 

elde edilir. Denklemin bir analitik çözümü yoktur. c=0 özel halinde 

𝑢{ℎ′′(𝑢) − ℎ(𝑢)} + ℎ(𝑢){ℎ(𝑢)ℎ′(𝑢) − ℎ′(𝑢)ℎ′′(𝑢)} = 0 

denkleminin çözümü, 

                                 ℎ(𝑢) = ±√𝑢2 + 𝑐1,ℎ(𝑢) = 𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢 

olarak elde edilir. Burada sadece ℎ(𝑢) = 𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢  fonksiyonu 4𝑐1𝑐2 + 1 = 0 eşitliğini sağlayan 𝑐1, 𝑐2  ler için 

konformallik şartını sağlar. 

Sonuç 3.6: De Sitter uzayında ∆𝑋 = ηX  eşitliğini sağlayan konformal dönel yüzey yoktur. c=0 Öklidiyen 

durumunda 4𝑐1𝑐2 + 1 = 0 olmak üzere konformal dönel yüzey aşağıdaki gibidir, 

𝑋(𝑢, 𝑣) = (𝑢, (𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)cos(𝑣) , (𝑐1𝑒
−𝑢 + 𝑐2𝑒

𝑢)sin (𝑣)). 

 

Şekil 9. 𝑐 = 0, 𝑐1 = 4,  𝑐2 = −1, ℎ(𝑢) = 4𝑒−𝑢 − 𝑒𝑢, −
𝜋

2
≤ 𝑢 ≤

𝜋

2
  ve −

3𝜋

2
≤ 𝑣 ≤

3𝜋

2
  için konformal-harmonik dönel 

yüzey. 
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