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Ozet

Bu ¢calismanmin amact, matematik 6gretmeni adaylarimn derslerinde kullandik-
lary limit kavramina 6zgii 6gretim stratejilerini incelemektir. Bu amag dogrultusunda
nitel arastirma yontemlerinden biri olan ozel durum caligmas: deseninden yarar-
lamlmistir. Calisma son sumf dort ortadgretim matematik 6gretmeni adayu ile gercekles-
tirilmistir. Veriler, katilimcilarm limit kavramina yonelik hazirladiklar: ders planlarin-
dan, derslerinin video kayitlarimdan ve yari-yapilandirilnmg goriismelerin ses kayitla-
rindan derlenmistir. Katilimeilarin ogretimlerinde kullandiklari limit kavramina 6zgii
ogretim stratejileri konuya 0zgii gosterimler ve konuya ozgii etkinlikler baglaminda
incelenmigtir. Limit kavranuma 6zgii kullamlan gosterimler (a) sekilsel, (b) say: dogru-
su, (c) tablo, (d) grafiksel, (e) cebirsel ve (f) sozel gosterimler seklindedir. Konuya 6zgii
etkinlikler ise (a) oyun, (b) giinliik yagam 6rnegi, (c) animasyon, (d) gorsellerle destek-
lenmis senaryo, (e) analoji, (f) Escher’in resimleri, (g) farkl bilim dallart, (h) polinom
fonksiyonlarda limit degerini tartisma ve (i) limite iliskin ozelikleri pekistirme olarak
gruplandinilmistir. Katilimeilarin siklikla kullandiklar: gosterim sekilleri sozel ve cebir-
sel gosterimler olmugstur. Katilimcilar limit kavramini agirhikli olarak ilk derslerinde
gtinliik yasamla iliskilendirmisler ve kendileri ile yapilan goriismelerde bu stratejiyi ter-
cih etme sebeplerini, 6grencilerin limit kavranmum daha iyi anlayabilmelerini saglamak
olarak belirtmiglerdir.

Anahtar Kelimeler: Limit kavrami, konuya 0zgii 6gretim stratejileri, alan
ogretimi bilgisi, matematik 6gretmeni aday

Giris

Ogretmenlerin sahip olmasi gereken bilgi tiirlerinin neler oldugu ilk kez

Shulman'in (1987) calismast ile ortaya koyulmugtur. Bu bilgi tiirlerinden biri olan
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Alan Ogretimi Bilgisi (AOB) konuyu 6grencilere anlagilir kilmak igin en uygun ana-
lojileri, sekilleri, 6rnekleri, agiklamalari ve gosterimleri bilme, konunun 6grenimini
kolaylagtiracak-zorlastiracak yaklagimlar: bilme, farkli yas ve farkli seviyedeki 6gren-
cilerin 6grenme ortamina getirdikleri kavramlar:t bilme olarak tanimlanmaktadir
(Shulman, 1987). Literatiire bakildiginda AOB’iin bilegenlerinin farkli aragtirmacilar
tarafindan farkli sekillerde ifade edildigi goriilmektedir. Tamir (1988) alan 6gretimi
bilgisinin bilesenlerini a) 6gretime uyum saglama, b) 6grenci anlayiglarma iliskin
bilgi, c) ders programu bilgisi, d) 6l¢gme bilgisi ve e) 6gretim stratejileri bilgisi olarak
belirtmektedir. Grossman (1990) daha ayrmtili bir siniflandirma ile AOB’iin bilegen-
lerini (a) 6gretmenlerin konular1 6gretme amaglar1 hakkindaki bilgi ve inanglar, (b)
dgrencilerin 6n Sgrenmeleri ve kavram yamilgilari hakkindaki bilgileri, (c) farkh
konular arasindaki ve konu igerisindeki iligkileri igerecek seviyede ders programi bil-
gisi ve (d) farkli 6gretim stratejileri ve gosterimler bilgisi olarak ifade etmektedir.
Fernandez-Balboa ve Stiehl (1995) AOB'iin bilesenlerini (a) konu alani bilgisi, (b)
dgrenci bilgisi, (c) 6gretim stratejileri hakkinda bilgi ve (d) 6gretim igerigi ve 6gretim
hedefleri bilgisi olmak tizere dort kategori altinda ele almaktadirlar. Schoenfeld
(1998) ise AOB’1i (a) O0gretmenin bir konunun 6gretimi i¢in gerekli amaclar bilgisi
(konunun dogasi, 6grencilerin 6grenmeleri i¢in nemli seyler vb.), (b) 6grencilerin
anlayiglari ve o konunun alanina y6nelik olas1 yanlis anlayiglar: bilgisi (6n kavramlar,
kavram yanilgilari, konular hakkinda alternatif kavramlar), (c) program ve programa
iligkin arag bilgisi ve (d) belli bir konunun 6gretimi igin gosterimler ve stratejiler bil-
gisi olmak iizere dort ana bilesene ayirmaktadir. S6z konusu AOB bilegenleri dikka-
te alindiginda farkli aragtirmacilar tarafindan ortak olarak deginilen bir bilesenin
dgretim stratejileri bilgisi oldugu goriilmektedir. Ogretim stratejileri bilgisini ilk kez
Magnusson, Krajcik ve Borko (1999) alana 6zgii ve konuya 6zgii 6gretim stratejileri
olarak iki kategoriye ayirmislardir. Bu kategorideki stratejiler odak noktalarina gore
farklilagmaktadir. Alana 6zgii stratejiler diger alanlardan ziyade 6rnegin matematik
Ogretimine 6zgii stratejiler iken, konuya 6zgii stratejilerin odagi daha dar olmakla bir-
likte 6rnegin matematikte 6zel bir konunun 6gretimine uygulanmaktadir. Bir bagka
deyimle konuya 6zgii 6gretim stratejileri bilgisi, 6grencilerin belirli bir konuyu anla-
malarina yardimcr olacak 6zel stratejilere iliskin 6gretmenin bilgisidir (Magnusson, et
al. 1999).

Carlsen (1999) konuya 6zgii 6gretim stratejileri bilgisini AOB’{in bilegenlerin-
den biri olarak ifade etmektedir. Benzer sekilde, matematik 6gretmeni adaylarinin
alan ve alan 6gretimi bilgilerinin derslerine yansimalarini incelemede kullanilan
Dértli Bilgi Modeli (Knowledge Quartet)nin (Rowland, Turner, Thwaites, &
Huckstep, 2005) Temel Bilgi (Foundation) birimine ait gostergelerden bir tanesi de
ogrencilerde gerekli diizeyde matematiksel anlayisi ortaya ¢ikaracak uygun 6gretim
stratejilerini kullanmak seklinde belirtilmektedir. Benzer sekilde bir konunun etkili
bir sekilde 6grenilebilmesi amaciyla konuya en uygun 6gretim stratejilerinin belir-
lenmesinin gerekliligine de dikkat gekilmektedir (Ball, 1990; Chang, 2005; Grossman,
1990; Marks; 1990; Shulman; 1987). Konuya 6zgii 6gretim stratejileri, 6grencilerin
konuya iliskin zorluk yasayabilecekleri seylere yardimci olma yollarmi kapsamak-
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tadir (Monet, 2006). Bunun yaninda, kavram yanilgilarin engellemede ve kavramsal
anlayisi saglamada da konuya 6zgii 6gretim stratejilerinin 6nemli oldugu vurgulan-
maktadir (Elia, Gagatsis, Panaoura, Zachariades, & Zoulinaki, 2009). Farkli konulara
iliskin 6gretim stratejileri, materyaller, gercek yasam etkinlikleri, modeller, animas-
yonlar, gosterimler, konudaki kritik noktalara iligkin soru sorma, bilgisayar destekli
etkinlikler, bilgisayar yazilimlari, analojiler, senaryolar, hikayeler vb.leri olabilmekte-
dir (Hlaela Mohlouoa, 2011; Monet, 2006). S6z konusu &gretim stratejilerinden érne-
gin analojiler kullanilacak ise konuda analojiler ile neyin 6n plana ¢ikarilacaginin
belirlenmesi gerekmektedir (Hlaela Mohlouoa, 2011). Ogretmenlerin derslerinde ana-
loji kullanmalarinin temel nedeninin, 6grencilerin bilimsel diistinceleri anlamalari
i¢in onlar1 sadelestirmek oldugu ifade edilmektedir (Childs, & McNicholl, 2007’den
aktaran Mudau, 2014). Bu dogrultuda her konu i¢in o konuya 6zgii 6gretim strateji-
lerinin neler olabileceginin belirlenmesinin énemli oldugu diistiniilmektedir.

Konuya 6zgii 6gretim stratejileri; konuya 6zgii gosterimler ve konuya 6zgii
etkinlikler olmak tizere ikiye ayrilmaktadir (Magnusson, et al. 1999). Konuya 6zgii
gosterimler, kavrami somutlastirmak icin s6z konusu kavrama 6zgti kullanilabilecek
tiim gosterimleri icermektedir (Cox, 2008). Gosterimler bir goriintiiyti, somut nesne-
leri belirten, sembolize edebilen ya da farkli bakis agisiyla bir seyi bagka sekilde gos-
terebilen yap1 olarak ifade edilmektedir (Palmer, 1978; Kaput, 1985; Goldin, 1987,
1998’den aktaran DeWindt-King, & Goldin, 2003). Dreyfus (1990) ise 6grenme stireci-
nin dort basamakta ilerledigini ifade etmekte ve bu basamaklar: (a) tek bir gosterim
seklini kullanma, (b) birden fazla gosterim seklini kullanma, (c) paralel gosterim
sekilleri arasinda iligki kurma, (d) gosterim sekilleri arasinda dontistimler yapma ola-
rak belirtmektedir. Shield ve Galbraith’in (1998) sembolik, s6zel ve sekilsel olarak ele
aldig1 gosterimleri, Corter ve Zahrer (2007) resimler, 6zgiin sema gosterimleri, agag
ve Venn diyagrami, cikti listesi ve olasilik tablolar olarak ifade etmektedirler (Ozal-
tun, Hidiroglu, Kula ve Bukova Giizel, 2013). Mesela 6grencilerin egim kavramin
canlandirmalara yardimc olmak igin grafiklerden yararlanilmasimi 6neren Cox
(2008) grafikleri dinamik ve dinamik olmayan olarak ayirmaktadir.

Konuya 6zgii etkinlikler, 6grencilerin kavramai ve iligkilerini anlamalarina yar-
dima olmak icin kullanilabilen yontemler olarak ifade edilmektedir (Cox, 2008;
Mudau, 2014). Dani (2004), 6grencilerin belirli bir konudaki giicliiklerine, kavram
yanilgilarina ve problem yasayabilecekleri hususlara deginen etkinliklerin kullanil-
masini onermektedir. Konuya 6zgii stratejiler o konu icin 6nemli olabilecek yakla-
simlart etkinlikler igine yedirmeyi gerektirmektedir (Gottheiner, & Siegel, 2012).
Ornegin, Gottheiner ve Siegel'in (2012) de degindigi gibi konuya 6zgii olarak karsi-
lagtirma yapma ve konu igin 6nemli kararlar1 gorsel yaklasimlardan yararlanarak
sunma konuya 6zgii 6gretim stratejilerinin icinde gergeklestirilebilecek etkinliklerdir.
Bununla birlikte konuya 6zgii etkinlikler problemler, animasyonlar, deneyler, incele-
meler, simiilasyonlar vb.leri de olabilmektedir (Cox, 2008).

Bu calismada “stireklilik”, “tiirev” ve “integral” kavramlarinin, dogrudan
dogruya bagh oldugu “limit” kavramimun (Sanchez, 1996) 6gretiminde kullanilan
konuya 6zgii 6gretim stratejilerine odaklanilmaktadir. Anlasilmasi zor bir kavram
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olan limitin 6grenme ve 6gretme siirecinin iyi planlanmasi ve planin biiyiik bir 6zen-
le uygulanmas: gerektigi (Elia et al. 2009) ve hangi 6gretim stratejisinin 6grencilerin
limit kavramini anlamalarinda daha etkili olduguna iliskin aragtirmalarin yapilmas:
gerektigi belirtilmektedir (Jordaan, 2005). Juter (2006) limit kavraminin &gretiminde
farkli 6gretim stratejileri kullanildigini, limit kavraminin bazen 6nce sezgisel olarak
verildigini bazen de Weierstrass'in formal tanimi ile 6gretildigini ifade etmektedir.
Ulkemizde ise liselerde limit kavrami sadece sezgisel olarak 63retilmekte ve 6gretim
programinda limitin formal taniminin verilmemesi tavsiye edilmektedir (MEB, 2006).
Ogretim Enstitiisii Yonergeleri'ne (Pedagogical Institute Instructions) (2005; akt. Elia
et al. 2009) gore, limit kavraminin 6gretimi ile (a) fonksiyonun grafigi verildiginde ,
ye x, x, €ER yaklagirken fonksiyonun limitini bulma, (b) fonksiyonlarmn limitine iliskin

Ozelikleri bilme ve bu 6zellikler yardimiyla bir fonksiyonun limitini bulma, (c) grafi-
gi yardimiyla bir fonksiyonun limitinin sonsuz oldugunu ifade etme, (d) polinom ya
da rasyonel fonksiyonlarin x, +o ya da — a yaklagirken ki limitlerini hesaplama ve
(e) tistel ve logaritmik fonksiyonlarin grafiklerini ve bu fonksiyonlarin limitlerini bil-
menin gelistirilmesi gerektigi belirtilmektedir. Ulkemiz Ortadgretim Matematik Dersi
Ogretim Programi (OMDOPY nda ise limit alt dgrenme alanina iliskin kazanmimlar; (a)
bir bagimsiz degiskenin verilen bir sayiya yaklasmasini Orneklerle agiklar, (b) bir
fonksiyonun bir noktadaki soldan ve sagdan limitini 6rneklerle agiklayarak fonksi-
yonun bir noktadaki limiti ile soldan ve sagdan limiti arasindaki iligkiyi belirtir, (c)
limit ile ilgili 6zellikleri belirtir ve uygulamalar yapar, (d) par¢ali taniml fonksiyon-
larin ve mutlak deger fonksiyonunun limitleri ile ilgili uygulamalar yapar, (e) genis-
letilmis gercek sayilar kiimesini belirtir, gercek degiskenli ve gercek degerli fonksi-
yonlarda sonsuz i¢in limit ve sonsuz limit kavramlarin grafik tizerinde agiklar, (f) tri-
gonometrik fonksiyonlarin limiti ile ilgili 6zellikleri belirtir, (g) belirsizlik durumlari-
n1 belirtir ve verilen noktalarda %, 2, o — oo, 0.00 Dbelirsizlik hélleri olan fonksi-

yonlarmn limitini hesaplar olarak belirtilmektedir (MEB, 2006). Limit 6gretimi ile
dgrencilerin s6z konusu kazamimlara sahip olmalar1 beklenirken; Elia ve ark. (2009)
limit kavraminin 6gretiminde yetersiz ya da uygun olmayan 6gretim stratejilerinin
kullauldigini belirtmektedirler. Ulkemizde de OMDOP'te limit kavramma iliskin
kazanmimlar belirtilmekte ancak bu kazanimlarin hangi 6gretim stratejileri yardimiyla
ogrencilere kazandirilabilecegine dair agiklamalar verilmemektedir. Bu nedenle, limit
kavramina iliskin kazanimlarin 6grencilere kazandirilmasi icin kullanilacak konuya
0zgili 6gretim stratejilerinin neler oldugunun belirlenmesinin 6énemli oldugu diisii-
ntilmektedir. Bu dogrultuda, ¢alismanin amaci ortadgretim matematik 6gretmeni

adaylarmnin derslerinde kullandiklar1 limit kavramina 6zgii 6gretim stratejilerini
belirlemektir.

2. YONTEM

Aragtirmada ortadgretim matematik 6gretmeni adaylarmin derslerinde kul-
landiklar1 limit kavramina 6zgii 6gretim stratejileri ayrintili olarak ve gercek sif
ortamlarinda incelenmek istendiginden, nitel arastirma yontemlerinden biri olan 6zel
durum galismasi deseninden yararlanilmistir.
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2.1. Katilimcilar

Arastirma ortadgretim matematik dgretmenliginde 6grenim goren son sinif
dort matematik 6gretmeni aday: (3 kiz, 1 erkek) ile gergeklestirilmistir. Katilimecilarin
gergek isimleri gizli tutulmus, bulgular sunulurken kendilerinin belirlemis olduklar1
takma isimler (Deniz, Umay, Can, Alev) kullanilmigtir. C)gretmen adaylarindan Can
6zel bir dershanede iki yil, Alev ise yardim amach bir kurumda bir y1l boyunca ders
anlatmis ve biittin katilimeilar 6zel ders vermeleri nedeniyle 6gretmenlik deneyimi
yasamuglardir. Katilimcilar Izmir ilindeki bir Anadolu Lisesi'nin 12. siuf dtizeyinde
dort farkli subede 6gretimlerini gergeklestirmislerdir. Her bir katilimeilarin 6gretim-
lerini ytirtittiikleri siniflardaki 6grenci sayisi yaklasik 13-15 arasindadir.

Limit 6gretimleri i¢in ders planlarini hazirlama agamasinda katilimcilar énce-
likle OMDOP’ii ve limit kavramina iliskin kazanimlari incelediklerini belirtmislerdir.
OMDOP'te yer alan etkinlikleri de inceleyen katilimcilar konunun anlatihis sirasina
iligkin taslak bir fikir olusturduklarini ifade etmislerdir. Ardindan ders kitaplari, test
kitaplar1 ve internet gibi farkli kaynaklar: taramiglardir. Grafik, tablo gibi gosterim
sekilleri i¢in PowerPoint programindan veya yazilimlardan yararlanmislardir.
Bununla birlikte farkli animasyon, video, gorseller vb. yardimiyla da ders planlarimni
sekillendirmislerdir. Dérder saati kapsayan ogretimleri boyunca bir gercek sayiya
yaklagim, bir noktadaki soldan ve sagdan limit, limit 6zellikleri ve uygulamalari, par-
¢ali tanimli fonksiyonlarin limitleri, genisletilmis gergek sayilar kiimesinde limit, tri-
gonometrik fonksiyonlarin limiti ve limitte belirsizlik durumlarina deginmislerdir.

2.2. Veri Toplama Araglar1

Veriler, katiimcilar tarafindan limit kavramina iligkin hazirlanan dérder saat-
lik ders planlarindan, s6z konusu derslerin video kayitlarindan ve yari yapi-
landirilmig goriismelerin ses kayitlarindan derlenmistir. Katiimcilar OMDOPii
temel alarak ders planlarim hazirlamigladir. Katihmailarin ders igleyigleri aragtirma-
alar tarafindan gozlemlenmis ve daha sonra ayrintili inceleyebilmek amaciyla tim
dersler video kamera ile kaydedilmistir. 16 ders saatini iceren video ¢ekimlerinden
sonra katilimcilarin tiim dersleri icin tanimlayici 6zetler olusturulmustur.
Katilimcilar ile yapilan yari-yapilandirilmis goriismeler bu tanimlayici 6zetler temel
alinarak gergeklestirilmis ve tiim gortismeler esnasinda ses kayit cihazi kullanilmigtir.
Katilimailar ile ders 6ncesi, her bir ders sonu ve genel goriismeler gerceklestirilmigtir.

2.3. Veri Analizi

Katilimeilarmn limit kavramina iliskin derslerinin video kayitlar1 izlenmis ve
bire-bir yaziya aktarim i¢in uygun oldugu diisiiniilen format belirlenmistir. Bu for-
mat katilimcilarin ve 6grencilerin ifadelerini, projeksiyon ile yansitilan sunumlar ile
tahtaya yazilanlarin ekran alintisi araci ile alinmug goriintiilerini igerecek sekilde olug-
turulmustur. Ttim derslerin video kayitlarmin bire-bir yaziya aktarimi sonucunda
547 sayfalik dokiiman elde edilmistir. Calismada derslerin transkriptinden elde edi-
len veriler analiz edilirken katilimcilarin limit kavramina 6zgii 6gretim stratejilerini
kullanma durumlari tematik kodlama ile belirlenmistir. Tematik kodlama sonucunda
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katilimcilarin 6gretimlerinde kullandiklar: limit kavramina 6zgii 6gretim stratejileri;
limit kavramina 6zgii gosterimler ve limit kavramina 6zgii etkinlikler olmak tizere iki
ana kategoride toplanmuigtir.

3. BULGULAR

Katilimcilarin derslerinde kullandiklari limit kavramina 6zgti 6gretim strateji-
leri; limit kavramina 6zgii gosterimler ve limit kavramina 6zgii etkinlikler basliklar:
altinda incelenmistir.

3.1. Limit kavramina 6zgii gosterimler

Katilimecilarin dersleri limit kavramina 6zgii gosterimler baglaminda incelen-
diginde; (a) sekilsel, (b) say1 dogrusu, (c) tablo, (d) grafiksel, (e) cebirsel ve (f) sozel
gosterimlerin kullanildi1 gortilmistiir. Tablo 1’de 6gretmen adaylar: tarafindan
kullanilan limit kavramina 6zgii gosterimlere ve derslerde kullanilma sekillerine ilis-
kin bilgilere kisaca yer verilmektedir.

Tablo 1. Ogretmen adaylarinin derslerinde kullandiklari limit kavramina
ozgli gosterimler

Gosterimler Kullanilma sekilleri

Sekilsel Limit distncesini olusturmak icin kullanilan resimler, sekiller ve video gdsterimlerini
icermektedir.

Sayi dogrusu  Bir saylya sagdan ve soldan yaklasimi sezdirmek i¢in sayi dogrusu kullanimini icermektedir.
Bununla birlikte genisletilmis reel sayilara giriste de say1 dogrusundan yararlaniimaktadir.

Tablo Belirli noktalara sagdan ve soldan yaklasimi mimkin kilan noktalarin segimi ve bu
noktalardaki degisime gore fonksiyonun aldigi degerleri incelemek ve o noktada fonksiyonun
limitinin varligini belirlemek amaciyla kullaniimaktadir.

Grafiksel Grafik Uzerindeki belirli bir noktaya sagdan ve soldan yaklagimi gdstermek, bu noktaya
yaklasirken fonksiyonun aldigi degerlerin degisimini incelemek ve o noktada fonksiyonun
limitinin varhgini belirlemek amaciyla kullaniimaktadir.

Cebirsel Limit kavramina iligkin cebirsel gosterimleri icermektedir.
Sozel Limit ve limit ile ilgili kavramlarin sozel agiklamalarini igermektedir.

Katilimeilar sekiller yardimiyla 6grencilerinde limit diistincesinin olusmasini
saglamaya calismiglardir. Sekilsel gosterimlerden genellikle kavrami kazandirma
asamasinda tahtaya cizdikleri sekiller, gosterdikleri resimler veya izlettikleri videolar
ile yararlanmiglardir. Katilimcilar limit kavramina ve genisletilmis reel sayilara giris-
te say1 dogrusundan yararlanmislardir. Bununla birlikte katilimcilardan Alev sayiya
yaklagimi igeren bir soru sorduktan sonra ¢oziimii actklamada say1 dogrusunu kul-
lanmustir. Tablo ile gosterim de benzer sekilde genellikle limit kavramina ve genisle-
tilmis reel sayilar kiimesine giris asamasinda kullanilmig ve fonksiyonun aldig1
degerleri incelemeyi ve limit degerini bulmay: saglayacak sekilde organize edilmis-
tir. Katilimcilar bir fonksiyonun belli bir noktadaki limit degerini bulurlarken grafik-
lerden yararlanmiglardir. Boylelikle 6grencilerinin hem limit degerinin nasil buluna-
cagint hem de limit degerinin ne olacagim daha somut bir sekilde gérmelerini sag-
lamiglardir. Katilimeilar fonksiyonlarin grafiklerini tahtaya kendileri ¢izmenin yam
sira, hazir grafiklerin ekran alintilarini alarak Powerpoint sunularinda 6grencilerine
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gostermis ve matematik yazilimlarindan yararlanarak grafikleri bilgisayar yardimiy-
la da cizmislerdir. Kavram olustuktan sonra 6rnek ¢ozerken grafiklerini ¢izdikleri
fonksiyonlar {izerinden verilen bir noktanin limitini bulmuslar veya 6grencilerinden
de bulmalarini istemiglerdir. Katilmcilar limit kavramini sezdirdikten sonra cebirsel
ifadesini vermisler ve sik sik cebirsel gosterimi kullanmislardir. Ozellikle 6rnek ve
alistirmalari ¢6zerken ve limitin 6zeliklerini verirken cebirsel gosterimlerden agirlikl
olarak yararlanmiglardir. Calismada limit kavramina odaklanildig: i¢in limit ifadesi-
nin yer almadig cebirsel gosterimler dikkate alinmamustir. Katilimcilar derslerinin
hemen her agamasinda sozel gosterimlerden yararlanmiglardir. Bununla birlikte
calismada sadece limit kavramina ait s6zel gosterimler dikkate alinmustir.
Katilimcilar limit kavramina 6zgii kullandiklar1 gosterimleri bazen tek olarak bazen
de aralarinda gegisler yaparak kullanmiglardir. S6z konusu gegisleri kavrami kazan-
dirmaya ¢alisirken daha yogun bir sekilde tercih ettikleri, limite iliskin 6zelikleri
verirken veya ornek soru ¢ozerken ise agirlikli olarak cebirsel ve stzel gosterimler
arasinda gegisler yaptiklar gortilmiistiir.

Can ve Alev birinci derslerinde 6grencilerine yaklasim kavramini sezdirmek
amaci ile kenarlar: ¢ember tizerinde olmak tizere ¢ember igine ¢izilen diizgiin gok-
genlerin kenar sayis1 arttikca, gembere yaklagildigini asagidaki sekilsel gosterimi
kullanarak vurgulamiglardir. Ders planinda yer almamasina ragmen Can, 6gretimi
esnasinda bu 6rnekten yararlanmisgtir.

Can kendisi ile yapilan goriismede 6gretim stirecine s6z konusu sekilsel gos-
terimi ekleme nedenini asagidaki gibi ifade etmistir:

Miifredatta limitin tarihsel gelisimi ile ilgili bir sey yoktu ben de ders planima
da eklemedim. Ancak o6grencilerin ilgisini g¢ekebilecegi diistincesi ile Asil
Paradoksundan ve ge¢miste insanlarin limit kavramina neden ihtiya¢ duydugundan
bahsettim. Dairenin alanini nasil hesaplanacag: bilinmese de ¢okgenlerin alanlarim
hesaplamay1 bilince onun da bulunabilecegini yani bir ihtiyaci karsilamak igin limit
kavraminin ortaya ¢iktigini anlatmaya ¢alistim. (Can-Birinci Ders Sonu Goriisme)

Umay limit 6gretimine iligkin ilk dersinde 6grencilerine yaklasim kavramina
iliskin 6ncelikle giinliik yasam 6rnekleri vermis ardindan say1 dogrusuna gegis yapa-
rak 1 sayisina sagdan ve soldan nasil yaklasilabilecegini gosterip sagdan-soldan limi-
ti matematiksel olarak ifade etmistir.
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Umay: Simdi bunu say1 dogrusu tizerinde gosterelim. Biraz daha matematige
dokelim isi. 1, biz bu 1’e biz bu 1’e sagdan ve soldan yaklasalim.
Slayt: x 1 x
. + ! 4 -
Umay: Kiigtik cizgilerle yaklasiyorum, bilmiyorum farkediyo musunuz ama
Slayt: x 1 x
- T — } bt -
Ogrenciler: Evet.
Umay: 1’e bir sekilde yaklastigimizi diisiinelim. Sagdan ve soldan. Yavas yavas

yaklagtyorum. Ama dikkat edin higbir zaman 1 olmuyorum. Sadece
yaklastyorum. Ayni seyi ben sagdan da yapabilir miydim?

Ogrenciler: Evet.
Umay: Soldan yaklastim, degil mi? Soldan yaklasim.
Slayt: 5 . e
" ;
Soldan yaklagsm
Umay: Sagdan yaklagtim.
Slayt: . ; .
Soldan yaklasim : Sagdan yaklagm
Umay: Sagdan yaklasim.
Slayt: o Bir x degiskeninin bir a sayisina, a’dan

kiictik dederler alarak yaklasmasi, x'in
a'yva soldan yaklasmasidir ve x—a
seklinde gasterilir.

Umay: Simdi buradan bi kavrama gegelim. Bir x degiskeninin bir a sayisina, a
bir degisken, herhangi bir say: olabilir. a’dan kiigiik degerler alarak
yaklagsmasina x’in a’ya soldan yaklasmasi, kafamizda canlandi mi?
Kigtik degerler alarak a’ya yaklasiyo. Ve biz bunu su sekilde gosteri-
yoruz.

Slayt: oBir x degiskeninin bir a sayisina, a‘'dan
blyik geﬁerler alarak yaklas.masu_g(’in
a'ya sagdan yaklasmasidir ve x—a
seklinde gdsterilir.

Umay: Yine bir x degiskeninin bir a sayisina, a’dan biiyiik degerler alarak
yaklagsmasi, x'in a’ya sagdan yaklasmasidir. Biz yine x a’ya sagdan
yaklasirken gseklinde gosteriyoruz.

Alev de ilk dersinde matematiksel bir yazilim olan MATLAB programini kulla-
narak ¢izdigi f fonksiyonunun verilen noktadaki limitini bulmada sagdan ve soldan
yaklagimi vurgulamistir. Alev, sectigi fonksiyonun x = 10'daki limitini arastirirken, 6nce
tablo ile gosterim yapmis ardindan ise yazilim yardimiyla fonksiyonun grafigini ¢izip
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x =10'a sagdan ve soldan yaklasma durumunda fonksiyonun yaklagtig1 degerlerin ne
olacagimi tartismistir.
Slayt: f:R4R fl)=r

fonksiyonuzun x deferer 105
vaklasisken foksivome abica ded
inceleyelim ik

LIS P T

AJPET I LT I T )

o (e L3 | 1035 S 0 H {1068 | )N | 40

Alev: Suna bir bakalim.

Slayt:

Deniz ikinci dersinde bir fonksiyonun verilen noktada limitinin olmasi igin
sagdan ve soldan limitlerinin birbirine esit olmasi gerektigini vurgulamis, ardindan
sozel ifadesinin cebirsel olarak nasil gosterilebilecegini asagidaki gibi agiklamistur:

Slavt Sonuglar

ayt:

1. Bir noktada fonksiyonun limitinin olmas: igin,
o noktadakl sagdan ve soldan limitler
birbirine egit almalidic

Deniz: Simdi, bir noktada bir fonksiyonun limitinin olmast igin o noktadaki sagdan
ve soldan limitler birbirine esit olmalidir, diyoruz. Neden? Limit yaklas
makt1. Sadece yaklagsmay1 diisiiniirsek sagdan ve soldan limitler birbirine
esittir.

Slayt Sonuglar

Bir noktada fonksiyanun limitinin clmas igin,

o noktadaki sagdan ve soldan limitler
birbirine egit olmalidic

Deniz: Bunu da matematiksel olarak bu sekilde gosterebiliriz. x degerleri a’ya sol
dan yaklasirken ve sagdan yaklasirken limitler, fonksiyonun limiti birbiri
ne esitse, genel anlamda x degiskeni bu sayiya (a’y: gosteriyor) yaklasirken
fonksiyonun limiti vardir diyoruz.

Umay genigletilmis reel sayilar kiimesinde fonksiyonun bir noktadaki limitini
bulmada sagdan ve soldan yaklasimin énemini vurgulamak i¢in matematiksel bir yazi-
Iim olan DERIVE’daki grafik ¢izimlerinden yararlanmistir. Béylelikle katilimer grafik
tizerinde komsuluklar1 da gosterme sansi elde etmistir. Umay DERIVE programinin
dinamikliginden faydalanarak fonksiyonun farkli degerleri x icin limitinin ne oldugu-
nu 6grencilerine dordiincti dersinde asagidaki kesitte verildigi gibi gostermistir.
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Slayt:

Umay: f (x) esittir 1/x grafigine bakalim.

Ooo
Umay: Bu, benim su anda noktamin bulundugu yer.
Slayt:
Umay: Noktam 1, 1 de. Su. O zaman bu ne? x degerlerim. Bu ne?
Ogrenci: .
h -
Umay: y degerlerim. $imdi ben bu noktami ne tarafa gotiireyim? Yavas yavas ‘a
sagdan yaklasim. Degerleri gorebiliyor musunuz?
Ooo
Ogrenci:  Sonsuza dogru gidiyor.
Umay: Evet. Noktam yavas yavas ‘a gelirken...
Slayt:
Ogrenci:  Bunlar gergek degerler mi?
Umay: Evet, gercek degerler.
Ooo
Umay: Ve dedigim gibi bir siire sonra ¢ok ¢ok hizli bir sekilde artmaya devam ede-

cek.
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Slayt:

Umay:
Slayt:

Sonsuza kadar gidecek degil mi?

Umay’a derslerinde DERIVE'1 kullanarak grafikleri ¢cizmeyi tercih etme nedni
soruldugunda yanit1 agsagidaki gibi olmustur:

Oncelikle kendim gizebilirdim grafikleri ama tam net bir sekilde gizebilecegimi diisiin-
miiyorum, ufak kaymalar falan olurdu. Zaten 6gretmenleri siirekli kendisi grafik ¢izi-
yor. Oncelikle dikkatini cgekmek istedim grencilerin. Boyle bir program var ve bu prog-
ramda bu tarz seyler yapabiliyoruz. Tkincisi somutlagtirmay1 daha diizgiin bir sekilde
yapmak istedim. Neyin nerede, iste noktalari tam olarak goérsiinler, ne nerede neyi kesi-
yor gorsiinler istedim. O yiizden kullandim. (Umay-Dérdiincii Ders Sonu Goriisme)

Umay DERIVE programini kullanarak ¢izdigi f fonksiyonun aldigr degerleri
slaytina ekledigi tablo tizerinden de 6grencilerine gostermis ve bu tablo ile de x = 0
noktasina sagdan ve soldan yaklasirken fonksiyonun alacag degerleri asagidaki gibi

vurgulamistir.

Slayt:

Umay:

Ogrenci:

Umay:

x f{x) ® f{x)
0,1 10 -0,1 -10
0,01 100 -0,01 -100
0,001 1000 -0,001 -1000
0,0001 |10000 -0,0001 | -10000
0,00001 | 100000 - 0,00001 -100000
X—0" [f(x)—w0 X0 lf(x)—-w

Simdi bunu bi tablolagtirahm o zaman. ifadeyi hatirliyorsunuz, degil mi? f(x) ‘im.
1-x.

Ooo
Simdi diger taraftan 0’a yaklasalim ki bunu grafik tizerinde gormiistiik.

Simdi tablo tizerinde bir daha goriiyoruz. 0'a giderek yaklagiyorum. O
zaman x’lerim 0’a soldan yaklasirken f (x) ‘im de eksi sonsuza yaklagir.
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Slayt:
x | fix) * | fix)
10 10,1 -10 -0,1
100 |0,01 -100 -0,01
1000 :U,DDI -1000 -0,001
10000 |0,0001 -10000 -0,0001

100000 EIII,E!DDU]. -100000 |-0,00001

X o (=0 [X — - |f0— 0

Umay kendisi ile yapilan goriismede limit 6gretiminde tablo ile gosterimden

yararlanma nedenini asagidaki gibi agiklamigtir:

Tablolar1 yaklagim; sonsuza yaklasim ve sifira yaklasim gibi kavramlar i¢in kullandim.
Citinkii belirli bir noktaya yaklasirken x ve y nin farkli degerlerini ayni tabloda goster-
me sansi var. Boylelikle limit degeri kolaylikla goriilebiliyor. (Umay, Gostergelere
Iligkin Goriisme)

Umay grafik ve tablo gosterimlerini kullanarak vurguladigi limit aranan nok-

taya sagdan ve soldan yaklagimi; cebirsel olarak da asagidaki kesitte verildigi gibi
gostermistir. Katilimcr boylelikle ti¢ farkli gosterim arasinda gegisler yaparak, 6gren-
cilerin dikkatini limit aranan noktaya sagdan ve soldan yaklasimin énemine ¢ekmis-

tir.

. 1,1
Slayt: I i) = im (%):%fm im ) = m ()20
X350 xs0f 99 x50
‘ 1,1
R Y I im fix) = Im ()=—=0
im fx) = Im (-)===-o [
G et o xyo
Umay: O zaman bunu bu sekilde matematiksel olarak ifade edebilir miyim?

3.2. Limit kavramina 6zgii etkinlikler

Katilimcilarin dersleri limit kavramina 6zgii etkinlikler baglaminda incelendi-

ginde; (a) oyun, (b) giinliik yasam 6rnegi, (c) animasyon, (d) gorsellerle desteklenmis
senaryo, (e) analoji, (f) Escher’in resimleri, (g) farkli bilim dallari, (h) polinom fonksi-
yonlarda limit degerini tartisma ve (i) limite iliskin 6zelikleri pekistirme etkinlikleri-
nin kullanildig1 gorilmiistiir. Tablo 2’de 6gretmen adaylar1 tarafindan kullanilan
limit kavramina 6zgti etkinliklere ve derslerde kullanilma sekillerine iliskin bilgilere
yer verilmektedir.
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Tablo 2. Ogretmen adaylarinin derslerinde kullandiklari limit kavramina

ozgti etkinlikler

Etkinlikler

Kullanilima sekilleri

Oyun

Glnliik yasam ornegi
Animasyon

Gorsellerle desteklenmis
senaryo

Analoji
Escher’in resimleri

Farkli bilim dallari

Polinom fonksiyonlarda
limit degerini tartisma
Limite iliskin dzelikleri
pekistirme

Bir saylya sagdan ve soldan yaklasimi sezdirmek icin sayi dogrusunda segilen bir
noktaya ne kadar yaklasilabilecegini, bir aralikta sonsuz sayi oldugunu ve limit
kavramini sezdirmeyi icermektedir.

Limit kavramini sezdirmek igin glinliik yasam ornegi sunmayi icermektedir.

Limit kavramini sezdirmek ve Ggrencilerin dikkatini gekmek icin yaklasim temali
animasyon izlemeyi icermektedir.

Limit kavramini olusturmada gorsel materyallerden yararlanarak olusturulan
senaryolardan yararlanmay! icermektedir.

Limit dustincesini olusturmada yararlanilan benzetimleri icermektedir.

Limit ve genigletilmis reel sayilar kavramlarini Escher’in resimlerinden yararlanarak
olusturmay1 icermektedir.

Sonsuzluk kavramini olusturmada farkl bilim dallari ile iliski kurmay icermektedir.

Polinom fonksiyonlarda bir noktadaki limitin o noktada fonksiyonun degerine esit
oldugunu vurgulamay igermektedir.

Limit kavramina iliskin ¢zelikleri tekrar ederek ve hatirlatarak pekistirilmesini
saglamay!

Oynatilan oyun yardimiyla bir sayiya sagdan ve soldan yaklasimi kavratma-
nin yaninda limit distincesinin olusmasinda katkida bulunulmus ve sonsuzluk
diistincesi sezdirilmeye calisilmistir. Katilimcilar giinlitk yasam o6rneklerini limit
diistincesini olusturmaya, 6grencilerine yasamlarinda limit kelimesini nerelerde kul-
landiklarini gostermeye ve yaklasim, yaklasik deger vb. yeni bir kavrami sezdirmeye
calistiklarinda kullanmislardir. Animasyonlar, gorsellerle desteklenmis senaryolar ve
analojiler yardimiyla limit diistincesini olusturmaya calismislardir. Bununla birlikte
katilmeailar limit kavrami ve genigletilmis reel sayilar kavramim Escher’in resimle-
rinden yararlanarak anlatmislar ve farkli bilim dallari ile iliski kurarak sonsuzluk
kavramini vermislerdir. Katilimcilar polinom fonksiyonlarin bir noktadaki limitinin
o noktada fonksiyonun degerine esit olduguna iligkin bilgiyi 6grencilerine verdikten
sonra, uygulamalar yaparken sik sik bu 6zelige dikkat ¢cekmigler ve her zaman poli-
nom fonksiyonlarda yerine koyma isleminin yapilabilecegine vurgu yapmuiglardir.
Benzer sekilde limite iliskin 6zelikleri ve 6zel fonksiyonlarda limit konusunu isledik-
ten sonra alistirma yaparken 6zeliklerin neler oldugunu 6grencilerine vermisler ve
sik sik hatirlatmiglardir. Limite 6zgii 6gretim etkinlikler gosterimlerde oldugu gibi
birbirleri ile iligkilendirerek bir biitiin olarak kullanilmigtir.

Deniz ilk dersinde smufi iki gruba ayirarak, bir sayiya sagdan ve soldan yak-
lagim1 6grencilerine kavratmak amaciyla kurguladig bir oyunu 6grencilerine oynat-
mustir. S6z konusu oyunun kuralina gore; bir grup 5 sayisina dortten diger grup ise
altidan baglayarak yaklasmaya calisacak ve 5’e en fazla yaklasabilen grup ise oyunun
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galibi olacaktir. Deniz oynattigi oyundaki gibi grup calismasindan yararlanarak,
dgrencilerinin hem gruplar iginde hem de sinuf arkadaglar ile iletisim kurmalarim
saglamistir.
Deniz: Simdi 5’e yaklasiyoruz arkadaslar, 5 olmuyoruz. Tamam, nerden basla-
yalim, ilk?
Ogrenci:  Biz.
Ogrenci:  5.95 olsun.
Deniz: 5.95, misal. Hatta bunu da gosterelim. Nasil gosterelim? (Tahtaya say: dogrusu
ciziyor.) Ooo

Slayt:

Katilimailar derslerinde limit kavramini giinliik yasam 6rnekleri ile iligkilen-
dirmislerdir. Katilimeilar giinliik yasamla iligkilendirmeyi agirlikli olarak limit kav-
ramimin olusturulmaya baglandig1 ilk derslerinde kullanmay: tercih etmislerdir.
Umay kendisi ile ders 6ncesi yapilan gortismede limiti giinliik yasamla iliskilendir-
me konusunda asagidaki ifadeleri kullanmistir:

Daha sonra 6grencilerin daha kolay, bu konuyu daha kolay nasil anlayabilecegini
diistindiim ve giinliik hayatla konuyu iliskilendirmeye ¢alistim. Giinliik hayat rnekle-
ri diistindtim. Buradan bagladim... Bu giinliik hayatla iliskilerimi matematikle iligkilen-
direrek konuya bir giris yapmay1 diistintiyorum. Boylece daha kalici bir anlatim ola-
cagimi diigiiniiyorum. (Umay-Ders Oncesi Goriisme)

Umay birinci dersinde limit kelimesinin Tiirkge’de ne anlama geldigini 6gren-
cileri ile agsagidaki gibi paylasmis ve boylelikle giinliik yasamda limit kelimesinin kul-
lanimi ile matematikteki limit kavrami arasinda iligki kurmay1 amaglamigtir.

Umay: Peki, Tiirkge anlamina bakalim. Limitin Tiirkgesine. Limit bir seyin nicelik
bakimindan inebilecegi ya da erigebilecegi en alt ve en tiist sir, yer.
Degisken bir biiytikliigiin istenildigi kadar yaklasabildigi duragan biiyiik-
liik. Ya da hudut tayin etmek, kisitlamak, sinirlandirmak gibi anlamlar1 var.

Umay giinliik yagamla limit kavramin iliskilendirmede hiz limiti, kredi karti
limiti gibi giinliik yasamda kullandigimiz limit kelimesine iliskin 6rnekleri birinci
dersinde vermistir.
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Slayt:

Umay: Evet, arkadaslar kredi kart1 limiti.
Slayt:

Ogrenci:  Hiz limiti.
Umay: Ve limitini asma, limitsiz igecek, limitsiz eglence, limit sizsiniz diye bir kitap
¢ikt biliyorsunuz. Giinliik hayatimizda...
Alev’in de Umay gibi dersine giris yapma ve limit kavramini sezdirme ama-
ayla hiz limiti, kredi kart: limiti vb. 6rnekleri 6grencilerine sundugu gorilmiistiir.

Alev: In arkadaglar bu limitlerin, imm gimdi kredi kart: limiti, hiz limiti, alkol
limiti...
Slayt:

+ Kredikartt limiti

+ Hiz limiti

« Alkol limiti

» Limitsiz fistik

Ooo

Alev: In, peki niye diyelim ki hiz limiti gériilen levhada 50? Neden 50, 60 degil?

Ogrenci:  Kaza olurdu.

Umay limit kelimesinin Ttirk¢e anlamini vererek 6grencilerine limitin “en alt
ve en st stur” oldugu fikrini vermistir. Bununla birlikte Umay ve Alev; hiz limiti,
kredi kart limiti gibi limit kavraminin 6grenciler tarafindan en tist deger ya da asil-
mamasi gereken bir sinir olarak algilanmasina neden olabilecek 6rnekler vermigler-
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dir. Bu tarz 6rneklendirmelerin limitle ilgili 6n kavrayislara dayali yamilgilar baglamin-
da; 6grencilerde kavram yanilgisi olusumuna neden olabilecegi diistiniilmektedir.
S6z konusu ornekler ile limit kavrami giinliik dilde genellikle ulagilabilecek en tist
deger ve asilmamasi gereken bir sinir olarak algilanmakta (Cornu, 1991; Davis &
Vinner, 1986; Szydlik, 2000; Tall & Schwarzenberger, 1978; Williams, 1989) ve bu
yoniiyle matematiksel limit ile ters diistiigii (Ozmantar ve Yesildere, 2008) ifade edil-
mektedir. Alev ve Umay’'in derslerinde ¢ikan bu yanilginin giderilmesinde; limitin
gunliik dildeki kullanimi ile matematikteki anlam1 arasindaki farka deginme veya
limitin agilmamasi gereken bir sinir olarak goriilmesini engelleyecek 6rnekler verme
uygun olacaktir. Umay ve Alev’in verdigi 6rneklerde limit, genellikle hiz sinirmin
saatte olmasi gibi agilmamasi gereken bir sinir olarak verilmistir. Ancak hiz sinirmmin
saatte oldugu bir yolda aracin hizinin saatte olabildigi gibi de olabilecegi; hiz sinirim
astiginda aracin hizimi diigtirerek saatte ‘ye de indirebilecegini iceren bir 6rnegin veri-
lebilecegi ve boylelikle saatte olan hiz sinirina sagdan ve soldan yaklagimin miimkiin
oldugu anlamiin yiiklenebilecegi diisiintilmektedir.

Umay’in limitin asilmamasi gereken bir sinur olarak algilanmasina neden ola-
bilecek 6gretimi sonucunda ikinci dersinde 6grencilerinde bunun yansimasi gorilm-
tstiir. Umay’in 6grencilerine sordugu “acaba limit giinliik yasamda nerelerde
kullanilryor?” sorusuna 6grencilerinin, verdikleri 6rneklerin tiimiinde limiti; asilma-
masi gereken bir sinir ya da en tist deger olarak belirttikleri goriilmiistiir.

Ogrenci:  Bilgisayar teknolojisinde. Bilgisayarlarin hafizalari.

Ooo

Ogrenci:  Mesela fabrikalar giinliik...

Umay: Dinliyor musunuz?

Ogrenci: ...gtinliik tretilenlerin limitini belirliyor. Mesela bir gtinde siirli mal tiretilir.
Ooo

Ogrenci:  Smav.Umay:Sinav. Yani en yiiksek alan...

Ogrenci: 1601 asarsan baraji gegiyorsun.

Katilimcilardan Umay ugurum ile ilgili izlemis oldugu bir animasyonu limit
kavramina giriste kullanmanin ilgi ¢ekici olacagini diisiinmiis ve bunu birinci der-
sinde kullanmustir. S6z konusu 6rnekte ucurum kenarina ne kadar yaklasilabilecegi-
ne ve sinirin asildiginda ne olacagina iligskin bir 6rneklendirme yapilmistir. S6z konu-
su animasyondan kesitler asagida verilmistir.
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Animasyon:

Umay resim konusundaki becerisini de kullanarak limit kavramini Unliiye
Yaklagim Ornegi ile iligkilendirmistir. Umay’in birinci dersinde kullandig1 sz konu-
su ornege iliskin kesitler asagida verilmistir. Umay ders 6ncesi yapilan gortismede
Paint ve PowerPoint programini kullanarak giinliik yasamla iligkilendirmeyi sagla-
yan bir gorsel destekli bir senaryo hazirladigim asagidaki gibi belirtmistir.

Ben ¢izimlerimi genelde paintde ¢iziyorum. Yani el aligkanhg: kiigtikliigtimden beri.
Daha cabuk ¢izdigim icin orada giziyorum. (Umay-Ders Oncesi Goriisme)

Umay:

Ogrenci:

Umay:
Slayt:

Umay:

Ogrenci:

Umay:
Slayt:

Peki, arkadaglar biraz daha giinliik hayata gecelim. Hepimiz az ¢ok
magazinle ilgileniyoruz, degil mi? Peki, disarida bir tane tinlii var.
Hemen ne olur?

Haberci.

Evet, haberciler degil mi? Sagdan, soldan, her taraftan hemen tistisiirler.

Peki, nerden iinliiye dogru yaklagabilirler?Ogrenci:Sagdan ve soldan.
Her yerden.
Sagdan.

thATE
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Umay: Soldan.
Slayt:

i AT

Umay: Bu kadar m1?
Ogrenci: Yukaridan.
Ogrenci: Her taraftan.
Ooo
Umay: Biri kazma kiirek alsa eline. Asagidan yaklassa.
Slayt: ‘ N
>
¢ 2@, o
TERTA X
’J' =
Ogrenci: (Anlagilmuyor)
Umay: Bir sekilde yaklasirlar, degil mi? Peki bu yaklagim iglerinin sonunda

iinliiye ulagabilirler mi? Yani mikrofonu agzina degdirebilirler mi? Eliyle
iste kolunu tutabilirler mi?

Ogrenci: Cik.

Umay: Tutamazlar. Neden?

Ogrenci: Korumalar1 var.

Ogrenci: Unliiler.

Umay: Ciinkii korumalar var. Yani bir sekilde yaklasiyorlar. Her taraftan yak-

lagiyorlar. Ama ona hig bir zaman ulagamiyorlar.

Umay giinlitk yasamdan Unliiye Yaklagim Ornegi ile de limit kavramint
dgrencilerine sezdirmeye calismistir. 56z konusu 6rnekte tinliiye hi¢bir zaman ulagi-
lamayacagina dair vurgular yapilmistir. Bu sekilde bir vurgunun limit degerine asla
ulagilamayacagina dair bir kavram yanilgisina sebep olabilecegi diistintilmektedir
(Szydlik, 2000; Williams, 1989, 2001).

Umay birinci dersinde ayrica karakteri oturmus ve oturmamus olan iki kisiden
bahsederek analoji yardimiyla limit kavramini sezdirmeye ¢aligmugtir. S6z konusu
analojinin limit kavrami icin uygunlugu tartisilabilir olsa da katiimcinin béyle bir
analojiyii olusturma c¢abasinin 6nemli oldugu dtistintilmektedir. Ayrica Umay’in bir
kisinin ayn1 sorun karsisinda farkli iki kisiye ayni1 davramisi sergilemesinin, onun
karakterinin oturmus biri olarak kabul edilecegi seklindeki analojisi amacina ulasmis
ve 6grencilerinin bunu sagdan-soldan limitlerin esitligi ve limitin varlig ile iligkilen-
dirmelerini saglamistir. S6z konusu analojiye iliskin kesit asagida verilmistir.

Milli Egitim & Say1 206 ¢ Bahar/2015 @



Matematik Ogretmeni Adaylarinin Derslerinde Kullandiklar1 Limit Kavramina Ozgii ... ¢

Slayt:

£a

Umay: Simdi biraz daha giinliik hayata gegelim. Bir arkadagimiz var. Hepimizin
bir stirti arkadagi vardir. Bir stirti problemle karsilasiyoruz degil mi, bir
stirti sorunla kargilagtyoruzdur hayatimizda. Ve bazen yle sorunlar oluyor
ki ayn1 sorunlar bize farkli kisiler tarafindan aksettirilebiliyor, degil mi?
Aynu sorun farkli kisi. Bu borg isteme olabilir. Ne bileyim, mesela ders notu
var mu olabilir. Bir sekilde bunlarla karsilasiyoruz.

Slayt:

Umay: Peki, ben eger arkadaglarima...

Slayt:

Umay: ...aym sorunlar kargisinda ayni tepkileri veriyorsa benim igin ne denebilir?
Diiriist insan denebilir belki. Belki karakterli insan denebilir, degil mi? Ama
Oyle yapmiyorsam. Keyfime gore insan secerek, adam secerek ona farkl
cevaplar veriyorsam o zaman da belki karakterim oturmamuis diyebiliriz
belki. Degil mi belki diyebiliriz.

Slayt: :

e

F

Umay: O zaman ne dedik? Ayni durum karsisinda gésterdigim muamele ayniysa
karakteri oturmus...

Slayt:
Umay: ...ayn1 durum karsisinda gosterdigim muamele ayn1 degilse karakteri otur

mamus diyorum. Peki, ben bunu neden anlattim?
Ogrenci:  Sagdan soldan limitin farkli olmast.

Umay: Aynen 0yle.
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Umay ve Alev matematik-sanat arasinda iligki kurmak i¢in Escher’in asagida-
ki iki resminden yararlanmislardir. Bu resimler ile sekillerin bir daireye benziyor gibi
goziikmesine ragmen daire olmadiklarini, motiflerin gittikce kiiciildtigiini ancak
ayn1 motifin stirekli devam ettigini ifade etmiglerdir.

Umay tictincii dersinde ise Escher’in asagidaki iki resminden yararlanarak
ogrencilerine sonsuzluk kavramini sezdirmeye ¢alismustir.

Katilimeilar limit kavramini genellikle geometri ile iligkilendirirken ek olarak
Umay fizik dersi ile de iliskilendirme yapmay1 tercih etmistir. Umay sonsuzluk kav-
ramunt fizik bilim alanyla iliskilendirmek i¢in paralel aynalarda goriintii olusumunu
ele almigtir. Yeterince biiyiik ve paralel olarak yerlestirilmis iki aynada olusan goriin-
tiller hakkinda ne diisiindiiklerini 6grencilerine sormustur. Umay’in égrencileri fizik
dersindeki bilgileri ile iliskilendirerek sonsuz sayida goriintii olacagin ifade etmis-
lerdir.

Katilimeilar polinom fonksiyonlarda verilen bir nokta igin fonksiyonun limit
degerini bulmada, verilen noktay1 fonksiyonda yerine yazmanin limit degerine ulas-
mada yeterli olacagini 6grencilerine agiklamiglar ve ardindan gerekli gordiikce
dgrencilerine bu 6zeligi hatirlatmiglardir. Boylelikle hangi fonksiyonlar ic¢in limit
degerini bulurken verilen noktanin fonksiyonda yerine koyulabilecegine dair 6gren-
cilerinin bilgilerini pekistirmeye calismiglardir. Ornegin; Can’in ikinci dersinde poli-
nom fonksiyonlarda limitin bulunmasina iligkin hatirlatmasi agagida verilmistir.

Can: Ne yapiyordum? Bu bir polinom fonksiyon mu? Polinom fonksiyon hepsinde
tammli. O halde dogrudan x gordiigiim her yere - 2 mi yaziyorum? Ag bir tane
parantez.

Katilimcilar derslerinde tistel, logaritmik ve koklii fonksiyonlarda limitin nasil
bulunacagina 6zel olarak deginmisler ve 6zel tanimli fonksiyonlardan biri olan
mutlak deger fonksiyonlarinda limit bulmaya yonelik ¢ikarimlari vermislerdir.
Katimailar limitle ilgili 6zelikleri verirken degindikleri tistel, logaritmik, mutlak
deger ve karekok fonksiyonlari icin limit bulmayla ilgili 6zelikleri, gerek gordiikce
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dgrencilerine hatirlatmiglardir. Boylelikle 6grencilerinin s6z konusu ¢zelikleri pekis-
tirmelerini saglamaya calismiglardir. Ornegin Can, logaritma fonksiyonunun limitini
bulmaya iliskin verdigi bir 6érnek soruda, 6grencisi ¢oziim yaparken takilinca ona
logaritmik fonksiyonla ilgili 6zeligi asagidaki kesitte goriildiigii gibi hatirlatmigtir.

Tahta:
Ooo

Can: Simdi bak, tamam, beraber yapalim. Biz ne demistik, limitin 6zelliklerini
yazarken; logaritma fonksiyonunun igerisine ben bu limiti ne yapabiliyor
dum? Alabiliyordum. O halde su limiti buradan silsek. Limiti "iin tizerine
yazsak. Limit; x kaca gidiyormus? x; —2"ye giderken, su fonksiyonu yazsak,
parantez agip.

Tahta:

4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Dort ortadgretim matematik 6gretmeni adaymun derslerinde kullandiklar:
limit kavramina 6zgii 6gretim stratejilerinin incelendigi arastirmada s6z konusu stra-
tejiler; limit kavramina 6zgti gosterimler ve limit kavramina 6zgi etkinlikler olmak
iizere iki ana baglik altinda gruplandirilmistir. Limit kavramina 6zgii kullanilan gos-
terimler (a) sekilsel, (b) say1 dogrusu, (c) tablo, (d) grafiksel, (e) cebirsel ve (f) sozel
gosterimler olmak tizere alt1 kategori altinda sekillenmistir. Konuya 6zgii etkinlikler
ise (a) oyun, (b) giinlitk yasam 6rnegi, (c) animasyon, (d) gorsellerle desteklenmis
senaryo, (e) analoji, (f) Escher’in resimleri, (g) farkli bilim dallari, (h) polinom fonksi-
yonlarda limit degerini tartisma ve (i) limite iligskin 6zelikleri pekistirme olmak tizere
dokuz kategoride gruplandirilmigtir.

Katilimcailar sekiller, say1 dogrusu, tablo ve grafikleri agirlikli olarak kavrama
giris yapmada kullanmiglardir. Bir fonksiyonun verilen bir noktasindaki limitini
bulabilmek i¢in o noktaya sagdan ve soldan yaklagilmas: gerektigini 6grencilerine
farkli gosterim sekillerini kullanarak ifade etmigslerdir. Katilimcilar genellikle sagdan
ve soldan yaklagimin énemini vurgulamak icin 6nce grafiksel ve tablo ile gosterim-
lerden yararlanmislar ve ardindan bu yaklagimin cebirsel gosterimine gegis yapmis-
lardir. Bunun yaminda s6zel gosterimlerden de her asamada yararlanmiglardar.
Katilimeilarin bu yaklagiminin 6nemli oldugu distintlmektedir. Bu diistinceyi des-
tekler bicimde, Domingos (2009) ve Hofe (1997) limit kavraminin égretiminde 6nce
grafiksel gosterimin verilmesinin cebirsel gosterime gegisi destekledigini ifade
etmektedirler. Elia ve ark. (2009) da cebirsel ve grafiksel gosterim sekillerinden yarar-
lanilmasinin limit kavraminin kazandirilmasinda etkili oldugunu vurgulamaktadir-
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lar. Bununla birlikte kimi katilimcilarin grafik tizerinde komguluklar1 gostermesinin
de ileriye dontik olarak formal tanima geciste kolaylik sagladigi belirtilmektedir
(Domingos, 2009). Tki katilimc1 bazi grafikleri matematiksel yazilimlar kullanarak giz-
migler, boylelikle yazilimin dinamikliginden de yararlanarak daha goérsel bir ortam
yaratmuglardir. Jordaan (2005) limit kavramim 6gretirken bilgisayar yazilimlar: kul-
lanmanin bir 6gretim stratejisi oldugunu; Akkog (2006) da Graphical Calculus gibi bir
matematiksel yazilim kullanilarak cebirsel ifadenin yaninda grafik ve tablo inceleme-
sinin de yapilabilecegini belirtmektedirler. Benzer sekilde Bergthold (1999) limit
konusunun anlagilmasinda fonksiyonlarin grafik ve tablo degerlerinin incelenmesi-
nin énemli oldugunu ifade etmektedir (akt. Ozmantar ve Yesildere, 2008). Bu bag-
lamda katilimcilarin matematige 6zgii yazilimlar: kullanarak grafikleri incelemeleri
onlarin limit 6gretimlerini desteklemistir.

Katilimeilar limit kavramina 6zgiti kullandiklar: gosterimleri bazen tek olarak
bazen de aralarinda gegisler yaparak kullanmislardir. S6z konusu gegisleri kavrami1
kazandirmaya calisirken daha yogun bir sekilde tercih ettikleri, limite iliskin 6zelik-
leri verirken veya 6rnek soru ¢6zerken ise agirlikli olarak cebirsel ve sozel gosterim-
ler arasinda gegisler yaptiklar1 gortilmistiir. Kimi aragtirmacilar (Dunham &
Osborne, 1991; Knuth, 2000; McCoy, 1994; Schoenfeld, Smith, & Arcavi, 1993) 6gren-
cilerin, tablo ve grafiksel gosterimler ile cebirsel gosterim arasinda gecis yapmalari-
nin desteklenmesi gerektigini ifade etmektedirler (akt. You, 2006). Stein ve ark. (1990)
ve Wilson (1994) 6gretmenlerin 6gretecekleri konuya 6zgii coklu gosterimleri bilme-
leri ve bu gosterimler arasinda gecisler yapabilmeleri gerektigini belirtmektedirler
(akt. You, 2006). Bu baglamda 6gretmen adaylarinin 6gretecekleri konunun yaninda
bu konuya 6zgii gosterimleri ve gosterimler arasinda gegis yapmay1 bilmeleri 6neril-
mekte ve onlardan bu bilgilerini 6gretimlerine yansitmalar1 beklenmektedir.

Bir katilimcinin derslerinde giinliik yasam 6rneklerinden yararlanmayi nere-
deyse hig tercih etmedigi goriilmiistiir. Ug katilima ise limit diigiincesini olusturma-
ya, 0grencilerine yasamlarinda limit kelimesini nerelerde kullandiklarin1 gdstermeye
ve yaklasim, yaklasik deger vb. yeni bir kavrami sezdirmeye ¢alistiklarinda giinliik
yasam Orneklerini kullanmiglardir. Giinliik yasamla iliskilendirme yapma, agirlikl
olarak limit diigiincesinin olugturulmaya baglandig ilk derslerde tercih edilmistir. Bir
katilimci limit kelimesinin Tiirk¢ede ne anlama geldigini 6grencilerine agiklarken, iki
katthma limit kavrami igin hiz limiti, kredi karti limiti gibi giinlitk yasamda
kullandigimiz limit kelimesine iligskin 6rnekleri vermislerdir. Katihmcilarin bu 6rnek-
leri 6grencilerinde limitin en alt ve en {tist sinir oldugu diistincesinin olugsmasina
neden olmus ve yansimalar1 dgrencilerin verdikleri giinliik yasam o6rneklerinde
gortilmiistiir. Bu tarz 6rneklendirmelerin limitle ilgili 6n kavrayislara dayali yanilgi-
lar baglaminda; 6grencilerde kavram yanilgisi olusumuna neden olabilecegi diisii-
nitilmektedir. S6z konusu 6rnekler ile limit kavrami genellikle ulasilabilecek en tist
deger ve asilmamas: gereken bir sir olarak algilanmakta (Cornu, 1991; Davis ve
Vinner, 1986; Szydlik, 2000; Tall ve Schwarzenberger, 1978; Williams, 1989) ve bu
yoniiyle matematiksel limit ile ters diismektedir (Ozmantar ve Yesildere, 2008). Ek
olarak, bir katilimcinin verdigi bir gtinliik yasam 6rnegi ile limit degerine asla ulasi-
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lamayacagina dair kavram yanilgisina (Szydlik, 2000; Williams, 1989, 2001) sebep olu-
nabilecek vurgular yapilmstir. Elia ve ark. (2009) bu konuya dikkat ¢ekerek, 6grenci-
lerin sahip olabilecekleri olasi kavram yanilgilarindan haberdar olunmas: ve 6greti-
min de bu dogrultuda sekillendirilmesi gerektigini belirtmektedirler. Katilimecilarin
s6z konusu giinliik yasam 6rneklerini derslerine tagimalarimin énemli oldugu diisii-
ntilmekle beraber, bu tarz 6rneklerin kavram yanilgilarina neden olabilecegi goz
ontine alinarak hazirlanmas: 6nerilmektedir. S6z konusu 6rneklerin dgrenciler i¢in
dikkat gekici oldugu goz ontine alindiginda bu 6rnekler kullanilirken gerekli agikla-
malarin yapilmasi ve olast kavram yamnilgilarinin 6niine gegilmesi gerekmektedir.
Ayrica, limit kavramina 6zgii kullanilan 6gretim stratejilerinin konu ile ilgili kavram
yanilgilarinin olusumunu engelleme ya da saglama gibi rollerinden o&tiirti segimi
biiyiik 6nem tasimaktadir. Bu baglamda konuya 6zgii 6gretim stratejilerini segerken
dgrencilerin zorluk ve yamilg! yasayacag1 hususlarin géz oniine alinmasi énerilmek-
tedir.

Katilimeilar animasyonlar, gorsellerle desteklenmis senaryolar ve analojiler
yardimiyla da limit diigtincesini olugturmaya ¢alismislardir. Shulman (1986) analoji-
lerin 6gretmenlerin alan 6gretimi bilgilerinin 6nemli bir bileseni oldugunu belirt-
mektedir. Ogretmenlerin alan bilgilerini 6grencilerin anlayabilecegi sekle doniistiire-
rek sunabilmeleri, onlarin analoji konusunda yeterli diizeyde bilgi ve deneyim sahi-
bi olmalarina baghdir (Wilson, Shulman, & Richert, 1987). Ciinkii kavrama iligkin
yanlis analojilerin olusturulmasi ise 6grencilerin kavrami yanlis anlamalarina neden
olabilecektir (Gusril, 2008’den akt. Nusantari, 2014). Bu nedenle analojilerin yanls
anlasilmalara neden olmayacak sekilde olusturulmasinin énemli oldugu distintl-
mektedir.

Iki katilimer Escher’in resimlerinden yararlanarak limit kavrami ve genisletil-
mis reel sayilar kavramina giris yapmuis, bir katilimei ise limit kavramini fizik dersin-
deki paralel aynalar ile iliskilendirmistir. Katihimcilar derslerinde limite iligkin 6ze-
liklere ve tistel, logaritmik, mutlak deger ve koklii fonksiyonlar igin limit bulmayla
ilgili 6zeliklere deginmigler ve gerek gordiikge dgrencilerine bu &zelikleri hatirlat-
miglardir. Katilimcilar polinom fonksiyonlarda verilen bir nokta i¢in limit degerini
bulmada, verilen noktay: fonksiyonda yerine yazmanin limit degerine ulasmada
yeterli olacagini 6grencilerine agiklamislar ve ardindan gerekli gordiikce 6grencileri-
ne bu 6zeligi hatirlatmiglardir. Boylelikle hangi fonksiyonlar icin limit degerini bulur-
ken verilen noktanin fonksiyonda yerine koyulabilecegine dair 6grencilerinin bilgile-
rini pekistirmeye ¢alismiglardir. Boylelikle cebirsel olarak limiti hesaplamada, limit
aranan degerin verilen fonksiyonda yerine yazilmasindan kaynaklanacak olan
(Bezuidenthout, 2001), limit degeri fonksiyonun degeri ile aynudir seklinde olugabile-
cek bir yanilginin da olusmamasina katki saglamiglardir. Katiimcilarin limit aranan
noktaya sagdan ve soldan yaklasimi vurgulamalarmin da s6z konusu yanilginin
engellenmesinde etkili olabilecegi diistiniilmektedir.

Limit kavraminin 6gretiminde kullanilacak 6gretim stratejilerinin neler oldu-
gunu dogrudan ortaya koyan galismalarin olmamasi ve OMDOP ile ders kitaplarin-
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da da bu anlamda ayrintili agtklamalarin olmamasi nedeniyle, katilimcilar limit kav-
ramina 0zgl 6gretim stratejilerini kendileri olusturmuslardir. Bu agidan bakildiginda
zaman zaman kavram yanilgilarina neden olabilecek bir 6grenme ortami tasarlamis
olsalar da katilimcilarin kendi 6gretim stratejilerini olusturarak limit kavramini sun-
malarimnin énemli oldugu diistiniilmektedir. Ancak daha iyi bir 6grenme ortaminin
tasarlanabilmesi icin OMDOP'te, ders ve 6gretmen kitaplarinda limit kavramina
0zgli 6gretim stratejilerine yonelik 6rneklerin verilmesi 6nerilmektedir.

Bir konuyu 6grencilere uygun ve gesitli yollardan sunabilmek i¢in Ball (1990),
o konuyu yeterli derinlikte anlamak gerektigini belirtmektedir. Bu dogrultuda 6gret-
men adaylarimin daha etkili bir §gretim ortamu tasarlamalarinda ve 6gretimlerini stir-
diirmelerinde limit kavramina iliskin daha derin bir bilgiye sahip olmalarinin gerek-
li oldugu distiniilmektedir. Bununla birlikte 6gretmen adaylarimin yetistirilme stire-
cinde limit kavramina 6zgli 6gretim stratejilerine iliskin farkindaliklarinin artirilmasi
da nerilmektedir.
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THE TOPIC-SPECIFIC STRATEGIES ON THE LIMIT
CONCEPT IN MATHEMATICS STUDENT

TEACHERS’ LESSONS”
Semiha KULA**

Esra BUKOVA GUZEL***

Absract

The purpose of this study is to investigate the topic-specific strategies used by
the mathematics student teachers’ in their lessons on the limit concept. The participants
were four secondary mathematics student teachers in the final year of mathematics
teacher education program. The data were obtained from the participants’ lesson plans,
video recordings of their lessons in which they taught the concept of limit, and from
semi-structured interviews. Limit-specific strategies used by participants on their teach-
ing examined under limit-specific representations and limit-specific activities. Limit-
specific representations were categorized as (a) figural, (b) number line, (c) tabular, (d)
graphical, (e) algebraic, and (f) verbal. Limit-specific activities were categorized as (a)
game, (b) real life examples, (c) animation, (d) scenario supported by visuals, (e) ana-
logy, (f) Escher’s paintings, (g) other disciplines, (h) discussing the limit of the polyno-
mial functions, and (i) reinforcing the properties of limit. The most used limit-specific
representations by participants were verbal and algebraic representations. The partici-
pants related to the limit concept with the real life generally on their first lesson and they
stated in the interview the reason why they preferred this strategy was to provide better
understanding of students on limit concept.

Keywords: limit concept, topic-specific instructional strategies, pedagogical
content knowledge, mathematics student teacher
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